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Modelos cognitivos associados ao conceito de angulo

José Manuel Matos
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia

Quando foi pedido a James (pseuddnimo de um aluno americano do 4° ano)
gue indicasse 0 que € um angulo a um amigo que ainda nao soubesse o0 que sao
angulos, ele disse que “um angulo parece um espinho de uma roseira”. Este
exemplo € ilustrativo do tipo de processos que utilizamos frequentemente para
compreender conceitos novos. O que levara James a estabelecer a comparacao
entre angulos e espinhos de roseira? Os angulos sao entidades matematicas as
roseiras sao plantas bem reais. O livro de texto de James néo fala de roseiras
nem de espinhos a proposito do conceito de angulo, nem tal comparacao foi
efectuada pela professora de James. Que levard entdo James a usar esta
imagem para explicar o que é um angulo? Esta comparacao efectuada por
James, ndo parece ser, no entanto, um caso Unico. Aparecem pProcessos
semelhantes noutros alunos, e mesmo os adultos sdo capazes de entender o que
James quer dizer, isto €, os adultos sdo capazes de imaginar de que forma um
angulo pode ser entendido como um espinho de roseira.

Este exemplo ilustra um dos processos cognitivos associados a imaginacao
gue todos nos utilizamos para compreender conceitos novos. O estudo parci-
almente relatado nesta comunicagao procura documentar de que forma estes
processos cognitivos estédo relacionados com a aprendizagem dos conceitos
matematicos. Posto de outra forma, a questdo central deste trabalho é a de
procurar compreender o papel desempenhado pela imaginac&o no desenvol-
vimento do pensamento matematico dos alunos.
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Modelos cognitivos idealizados

Em trabalhos anteriores que ndo abordaremos aqui (Matos, 1992a, 1992b)
foram discutidas em detalhe diversas teorias alternativas representacionais da
mente. Foi mostrado como a teoria dos modelos cognitivos idealizados de
Lakoff (1987) fornece um quadro tedrico que, com pequenas modificacoes,
nos permite incorporar 0s aspectos imagéticos na aprendizagem da Matema-
tica.

De forma breve a teoria dos modelos cognitivos de Lakoff requere dois
elementos: espacos mentais e modelos cognitivos. Qualquer situacéo é repre-
sentada por uespaco mentaExemplos: a nossarealidade imediata, tal como
a entendemos; situacoes ficticias (pinturas, filmes, ...); situacdes passadas e
futuras, tal como as entendemos; situacfes hipotéticas; dominios abstractos
(economia, politica, fisica), dominios matematicos, etc. Os espagcos mentais
podem conter entidades mentais, podem ser estruturados por modelos cogni-
tivos, podem ser relacionados com outros espacgos, Sao extensiveis, isto €,
entidades adicionais e outros modelos cognitivos podem ser adicionados a eles
no decurso do processamento cognitivo e uma entidade num espaco mental
pode estar relacionada com entidades noutro espaco (Lakoff, 1987).

O nosso conhecimento é organizado atravésatielos cognitivos ideali-
zados cada um dos quais € um todo complexo estruturado, um gestalt, que
utiliza quatro tipos de principios estruturantes: uma estrutura proposicional
(baseada numa defini¢cdo), uma estrutura imagético-esquematica (baseada em
imagens mentais), aplicacdes metaféricas (baseadas em analogias), aplicacées
metonimicas (baseadas em metonimias). Cada modelo cognitivo idealizado
estrutura um espaco mental (Lakoff, 1987). Para esta teoria poder ser utilizada
nos processos de aprendizagem da Matematica foi sugerido (Matos, 1992hb)
gue deveria ser ainda incorporado um quinto principio estruturante: os guiées
baseados numa sequéncia esperada de acontecimentos.

Nesta comunicacao serao caracterizados diversos modelos cognitivos
associados ao conceito de angulo presentes em quatro alunos do 4° e 5° anos
de escolaridade de uma escola dos Estados Unidos. Estes quatro alunos foram
seleccionados de entre os participantes num estudo mais global e, de entre os
dados disponiveis para cada um deles, escolheram-se excertos que permitis-
sem ilustrar alguma diversidade de modelos cognitivos associados a angulos.
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Exemplos de alunos

James

James € um pequeno rapaz que anda no 4° ano. Na sua opinido, um angulo
“é uma espécie de pontoPontossao para James o que em linguagem
geomeétrica standard chamanwvéstices Para além de um angulo poder ser
confundido com “um pico de uma roseira”, encontram-se ainda angulos num
circulo, como, por exemplo, num campo de basebol. James explica o que quer
dizer comisto desenhando um campo de basebol que tem a forma de um quarto
de circulo. Existem ainda angulos na ponta de um lapis ou num transferidor.
Nos solidos, algumas vezes, os angulos séo identificados com os vértices. O
cone, por exemplo, tem apenas um angulo.

Os cantos parecem ser um tipo de angulos. Os angulos de James sao
estaticos e ele distingue angulos de voltas: “as voltas ndo tém angulos. Sao
redondas e ndo tém pontos”, ou as voltas sdo “como umaroda de bicicleta, com
uma forma de microfone de telefone”. E no entanto James serve-se do sistema
de medicédo de amplitude dos angulos para indicar voltas diferentes: “eu diria
[a um amigo]: roda 90 graus, 45, 180".

James revela ainda que os angulos tém uma medida e que certas medidas
sao pontos de referéncia privilegiados (Matos, 1992b): os angulos com 90, 80,
45, 180 e 360 graus sao referidos.

Finalmente os angulos produzidos por James tém sempre um contexto.
Quando lhe é pedido para desenhar um angulo ele desenha a figura da esquerda
da figura 1 e quando |lhe é pedido um segundo angulo diferente do primeiro,
ele desenha uma outra figura.

7
Figura 1. Angulos desenhados por James.

Em nenhuma das tarefas que Ihe foi proposta James desenhou um angulo
isolado. Mais tarde, apesar de identificar um angulo num triangulo (na figura
2 esta indicado o angulo identificado pelo aluno), ele ndo € capaz de o dividir
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ao meio porgue: “parece que [0 angulo] ja foi dividido. Parece que ja foi
dividido em metade de um papagaio”. James parece estar aimaginar o resto do
papagaio (a tracejado na figura 2).

Figura 2. Um angulo que ja esta dividido ao meio...

O modelo cognitivo exibido por James interliga-se com os seus modelos de
outros objectos geométricos: “os tridangulos tém pontos e os angulos sao
pontos”. No entanto, os triangulos sdo diferentes de angulos porque alguns
angulos “sdo maiores do que os angulos dos triangulos”, por exemplo os
angulos do rectangulo sao maiores do que os de um triangulo. O modelo
cognitivo de triangulo parece ser o de um triangulo quase-equilatero.

Para James o0s angulos aparecem pois como entidades que podem ser
associadas a cantos. James diz que os angulos estdo presentes em diversos
objectos com que ele contacta correntemente (lapis, roseiras, campos de
basebol). Os angulos néo se distinguem dos objectos que ele menciona. Trata-
se essencialmente de um canto, um bico, uma ponta.

O seu modelo cognitivo de um angulo parece pois ser caracterizado por uma
interaccao de diversos sub-modelos. Um primeiro sub-modelo € dominado
pela propriedade de um objecto ser pontiagudo. Os angulos sdo metaforica-
mente relacionados com objectos pontiagudos, assim como com outras expe-
riéncias sensoriais relacionadas com objectos pontiagudos. Mas James parece
ainda ter um segundo sub-modelo cognitivo de tipo imagético-esquematico
aplicado a objectos que possuem um arco de circunferéncia. E € assim que
James observa angulos num transferidor ou num campo de basebol.

Jessie

Jessie € uma aluna do 5° ano que manifesta algumas dificuldades de
aprendizagem. Durante a recolha de dados tornou-se claro que ela ainda tinha
algumas duvidas fundamentais sobre o conceito de angulo. De tal forma que
a dado momento ela sente necessidade de perguntar ao investigador se um
triangulo, ou uma figura como a da figura 3, podem ser angulos.
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Figura 3. Uma possibilidade de angulo para Jessie.

Apesar de, em diversas situacdes, Jessie ser capaz de desenhar angulos
convencionais, num outro contexto ela apresenta o desenho da figura 4 como

um exemplo de angulo.

Figura 4. Um exemplo de angulo para Jessie.

Em todas as perguntas que tém que ver com a identificagcao de angulos,
Jessie segue o critério de investigar se existem linhas ligadas. Por exemplo,
quando lhe foi perguntado por que tinha identificado um angulo na posicéo A
(figura 5) ela afirmou “aqui estéo linhas que se ligam, esta a ligar aqui”.

.

Figura 5. Um &ngulo onde as linhas se ligam.

A complexidade desta caracteristica de que os angulos sao constituidos por
linhas que se ligam pode ser melhor apreciada no seguinte episodio. O
investigador apresenta um angulo numa folha de papel, afirma que ja ndo tem
mais papel e pergunta como poderiam os lados ser prolongados sem alterar o
angulo. Jessie responde que: “[As linhas] podiam continuar mas nao se
ligariam. (...) Porque uma vai nesta direc¢&o e a outra vai noutra direc¢ao”.
Jessie parece querer dizer que se os lados forem prolongados eles ndo se
ligar&o, e, consequentemente, ndo formarao um angulo. “Se eu juntasse estas
[linhas] (...), elas rapidamente se ligardo”. Jessie acompanha esta ultima
afirmacéo com um desenho de duas rectas que se intersectam, parecendo
querer significar que se as rectas convergirem (“juntarem”) elas ligar-se-ao e
formar&o um angulo. “Se continuarem a andar, poderao néo se ligar”. Todo este
episodio é desenvolvido em torno de uma ideia de movimento, de uma linha
gue se desenrola como um caminho. O critério para encontrar um angulo é
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associado ao acontecimento de as linhas se ligarem, ou seja € associado a ac¢ao
interiorizada de ligar.

Esta accao interiorizada esta representada frequentemente nos dados, ja que
o termo “ligacéo” €onnectno original] ou termos associados sao utilizados
31 vezes. Jessie € capaz de estender o modelo mesmo para o caso tri-
dimensional. O cone, por exemplo, tem um angulo, mas a esfera ndo, porque
nao possui linhas que se ligam.

Em resumo, Jessie parece ter desenvolvido um modelo cognitivo de angulo
caracterizado por linhas ndo demasiado curvas que se ligam.

Bob

Bob € o que se pode designar por um aluno aplicado do 5° ano e o seu modelo
cognitivo associado ao conceito de angulo assume uma relativa complexidade.
Quando |he foi pedido para distinguir entre angulos e triangulos Bob explicou
gue “os angulos vao assim... [abre as palmas das méos, polegares na vertical,
conforme tenta indicar a figura 6]. Juntam-se num sitio”.

Figura 6. Bob coloca-se num vértice e forma um angulo em que as méos sao os lados.

E Bob continua:

Mas os tridangulos juntam-se em trés sitios [faz um gesto de fechar as palmas das maos,

ver figura 7].
Figura 7. Um triangulo em que Bob se coloca num vértice e em que as maos sao 0s

lados.

Bob manifesta um modelo em que incorpanacprpora no sentido de
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Johnson, 1987) figuras geométricas, isto €, ele assume-se como Vvértice
sucessivamente do angulo e do triangulo e observa as duas figuras a partir
dessa posicao.

Mas Bob manifesta também um outro modelo. Em diversas ocasifes ele
discute como os angulos estdo associados a “uma linha que se abre para fora
[acompanha com um movimento de rotac&o]”, ou os angulos “comecam” num
ponto, que ele associa com o centro de uma rotacao. Esta ideia de que um
angulo € uma rotacédo é manifestada por Bob em diversas ocasifes, especial-
mente quando € necessario discriminar casos mais complexos. Bob é razoavel-
mente consistente com este seu critério. Na maioria das tarefas que envolvem
angulos ele argumenta fazendo apelo a rotacdes. Afirma mesmo que néo ha
diferenca entre volta (“turn”) e angulo. Tudo se passa como se ele possuisse um
modelo proposicional que diz que um angulo é uma rotacéao.

Em suma, Bob parece exibir um modelo cognitivo complexo. Existe porum
lado um sub-modelo através do qual ele é capaz de se incorporar em figuras
geomeétricas, e por outro um sub-modelo com caracteristicas proposicionais no
qgual ele usa uma definicdo de angulo como uma rotacgao.

Alice

Alice € uma aluna do 5° ano capaz de verbalizar 0s seus pensamentos com
alguma facilidade. Talvez por isso € facil observar como ela utiliza uma
diversidade de modelos acompanhados por gestos para representar um angulo.
Um pequeno exemplo pode ser observado nesta sequéncia:

Um angulo é um buraco ao lado de alguma coisa [e traca com as maos o0 movimento
circular indicado na figura 8].

| o
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Figura 8. “Um angulo é um buraco ao lado de alguma coisa”.

Num tridngulo, por exemplo, eu diria que ha um angulo ali [traca os gestos da
figura 9],
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Figura 9. Desenho gestual de um angulo pela Alice.

porque ha um canto. Olha-se para o ponto onde termina [e aponta para o vértice do
angulo dafigura 9]. Esta folha de papel, por exemplo, tem um angulo ali [e aponta para
0 canto de uma folha de papel].

Todas estas figuras geométricas foram desenhadas gestualmente e ela vai
apontando para as posi¢coes onde foram desenhadas. Tudo se passa como se
estas figuras permanecessem virtualmente durante esta tarefa.

Noutra sequéncia, Alice verbalmente utiliza o critério de que um angulo é
0 que comecga num ponto e roda, ao mesmo tempo que indica gestualmente o
movimento expresso na figura 10. Para a Alice os angulos tanto podem
comecar como acabar no veértice.

=~
7
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Figura 10. Um angulo como um movimento.

Em resumo, Alice denota um modelo cognitivo complexo utilizando
simultaneamente trés sub-modelos de angulo: um espaco vago delimitado por
duas entidades rectilineas de caracteristicas imagético-esquematicas, um
movimento de expansao ou de compressao com uma estrutura de guido. Por
diversas vezes, e em simultaneo com estes sub-modelos, Alice utiliza aindaum
sub-modelo proposicional de angulo.

Alice é capaz de integrar estes trés modelos. Numa sequéncia ela afirma que
“um angulo comeca aqui [aponta para o canto da mesa] e vai todo a volta [faz
um gesto que abrange a mesa através de um arco de circulo] onde acaba.
Portanto [um angulo] tem sempre um ponto onde comeca”. Isto €, ela comeca
por interligar: a) uma éarea definida gestualmente, com b) um movimento
abrangente (mas nao circular), e termina c) destacando uma propriedade dos
angulos, a saber que os angulos tém sempre um ponto onde comecam.
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Marie

Marie € uma aluna do 5° ano que manifesta uma grande seguranca no seu
conhecimento matematico. Quando |he foi perguntado como explicaria ela o
gue séo angulos Marie produz uma longa dissertacéo durante a qual apresenta
uma diversidade de exemplos de angulos. Eis um pequeno extrato:

Temos os cantos de um quadrado e se conservarmos sO as linhas temos quatro
angulos. Se, num triangulo apagarmos tudo excepto os cantos, temos trés angulos. Os
angulos podem estar sobre uma recta, ou estar tudo a roda. Todos os angulos tém
vértices e dois lados e pode-se rodar os dois lados quanto se quiser.

Marie exibe consistentemente um modelo cognitivo proposicional de
angulo caracterizado pela definicho matematica convencional. Marie é capaz
de manter este modelo perante tarefas que requerem a utilizagao de definicoes
e de conectivos logicos como todos, alguns, nenhum, etc. Ela rejeita ainda
gualquer associac¢ao de angulo, como objecto matematico, com objectos da
vida real, como cantos. Contrariamente a todos os outros alunos, Marie apenas
utilizou gestos durante um breve momento de hesitacdo numa das tarefas. Em
todos os outros momentos ela foi capaz de se exprimir apenas verbalmente.

Conclusdes

Algumas conclusdes podem ser retiradas dos exemplos anteriores. Por um
lado, o conceito de angulo assume uma grande diversidade para os alunos
referidos anteriormente. Estes alunos recorrem aos mais diversos processos
para fazerem sentido do conceito matematico que lhes € ensinado. Sao
utilizados modelos imagético-esquematicos para entender metaforicamente o
conceito de angulo. Sao utilizados diversos guides como forma de compreen-
der accOes repetidas interiorizadas. Finalmente sdo utilizados consistentemen-
te por alguns alunos modelos proposicionais. Um conceito matematico apare-
ce associado nestes alunos a uma diversidade de representacfes mentais.

Embora num caso (Marie) tenham praticamente desaparecido modelos
nao-proposicionais, nos outros alunos com mais experiéncia sobre o topico
coexistem modelos proposicionais com modelos de outros tipos. As metafo-
ras, por exemplo, ndo desaparecem. Estes alunos mostram também a capaci-
dade de utilizar um ou outro modelo simultaneamente, assim como a capaci-
dade de escolher o modelo que mais adequadamente (segundo o seu ponto de
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vista) resolve uma situagao.

Esta comunicacao preocupou-se essencialmente com 0s processos de
aprendizagem desenvolvidos pelos alunos. Podem, no entanto, desde ja ser
levantadas algumas interrogacdes sobre as consequéncias desta multiplicida-
de de representactes mentais para o processo de ensino. Como se formam estes
modelos? Como mudam? Por exemplo, como pode o professor gerir na sala de
aula esta diversidade? Deve o professor, como interveniente activo no proces-
so facilitador da aprendizagem, privilegiar a formacdo de alguns destes
modelos? Todos os modelos cognitivos tém potencialidades educativas idén-
ticas, ou existem alguns destes modelos que facilitam (ou inibem) aprendiza-
gens futuras?
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