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Uma analise do Teorema Fundamental do Calculo
em alguns livros-texto!

Armindo Cassol?, Claudia Laus Angelo?, Ligia Arantes Sad?
e Maria Regina Gomes da Silva?
UNESP — Universidade Estadual Paulista

Introducao

A UNESP?, Campus de Rio Claro, tem como uma de suas atividades
interdepartamentais, o Grupo de Pesquisa e A¢do (GPA), constituido por professores
de Matemética das redes piiblica e particular, professores da UNESP, alunos do
Curso de Formagio de Professores de Matematica e alunos da P6és-Graduagdo em
Educagdo Matematica, cujas pesquisas visam a amenizar o fracasso do ensino da
Matematica em todos os niveis e evitar as rotinas que o sustentam.

O GPA é composto por subgrupos, um dos quais, o GPA-2, tematiza questoes
relativas ao ensino e aprendizagem do Célculo. A formag@o deste subgrupo se deu,
por um lado, devido a importancia do Célculo na constitui¢do do pensamento
diferencial e integral pelo aluno, j4 que tal constitui¢do € a “porta de entrada” para
o desenvolvimento de outras disciplinas. Por outro lado, devido aos indices de
reprovagdo que vém caracterizando o Célculo como disciplina responsavel pela
reprovagdo e pela evasdo na Universidade. O trabalho desse subgrupo durante o
segundo semestre de 1994 escolheu como tema o Teorema Fundamental do Cdlculo,
nfio apenas por tratar-se de um marco histérico na génese do Cdlculo, ao relacionar
a diferencial com a integral, mas, principalmente porque, como o préprio nome
enuncia, ele continua a ser “fundamental” no estatuto atual, estabelecido pela
comunidade académica, refor¢ado pelos livros-texto, por professores e alunos no
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fazer de sala de aula.

Neste artigo examinaremos livros textos de Célculo no que diz respeito ao
Teorema Fundamental do Célculo, aqui denominado TFC. Tal escolha se justifica,
ndo apenas porque esses livros sdo “guias” para o desenvolvimento da disciplina,
mas, sobretudo, pelo poder outorgado aqueles que os escrevem na posigdo da
autoridade que, por isso, lhes é socialmente atribuida. Do ponto de vista da Educagéo
Matematica parece, pois, natural investigar como esse topico é tratado. Optamos pela
andlise dos livros-texto mais comummente indicados como bibliografia basica ou
complementar em cursos em que a disciplina Célculo € obrigatéria, a saber: Avila
(1981), Demidovitch (1986), Guidorizzi (1985), Kaplan e Lewis (1972), Lang
(1977), Leithold (1982), Piskounov (1977), Simmons (1987), Swokowski (1983) e
Carvalho e Silva (1994). Nesta andlise, examinamos a forma como o TFC € tratado.
Atentando para a metodologia ai usada, com a preocupagio do ensino e aprendiza-
gem deste teorema, focamos os pré-requisitos exigidos para a compreenséo do TFC
nos vdrios livros, a presenga da nogdo geométrica, as aplicagdes e os exercicios
propostos.

Fundamentamo-nos, para esta andlise, em alguns dos aspectos do Modelo Tedrico
dos Campos Semdnticos (Lins, 1993) que propde conhecimento como uma crenga-
afirmag¢fo com uma justificacdo para esta crenga-afirmagdo e Campo Semdntico
como uma colegdo de conhecimentos cujas justificagdes estdo todas relacionadas a
um mesmo modelo (Lins, 1993). Melhor definindo, Campo Semdntico € um modo
de produzir significados (Lins, 1994).

Observamos que nos livros textos o objeto matemético TFC varia de autor para
autor, ora na sua formulagdo, ora no seu tratamento; e que os livros pressupdem um
leitor pleno, aluno ideal, com desenvolvimento cognitivo adequado para constituir,
a partir de seus enunciados, os objetos requeridos, € ndo um leitor comum, “aluno
real” (Baldino, 1985), que precisa aprender.

Sobre o Teorema Fundamental do Calculo

O que se denomina Teorema Fundamental do Célculo € o teorema que relaciona
a operagdo de derivagdo com a de integragio. Esse teorema € o marco da origem do
Calculo Diferencial e Integral.

Historicamente, ainda que Fermat, desde 1629, influenciando seus contempora-
neos e sucessores imediatos, Lagrange, Laplace e Fourier, tivesse inventado métodos
analiticos de procedimento equivalentes a diferenciagdo e integragdo, ele ndo
percebeu a significancia da relag@o entre ambos os métodos,

Quadrante, Vol. 4, N¢ 2, 1995



it

! 1
f - j
o SBE CpPeag g, s . {

! AEENENFab S I
", ¥ : 5 3 ¥ : 4

{

H

]

{

(...) a relagdo entre derivagio e integragdo cormo problemas-inversos.um do outro ndo foi
entendida até que Barrow a explicasse, em 1670 (Struik, 1989, p. 168). JRans
No entanto, o método de Barrow carécia-de uma forma algoritimica simples. |
Coube, pouco tempo depois, a Newton e a Leibniz, trabalhando indepeﬁaéffféiﬁéﬁtéf
prover uma fundamentagio l6gica aos procedimentos de Barrow. Newton e Leibniz
perceberam a universalidade da relagdo entre derivagdo e integragdo e por isso sdo

considerados os fundadores do Célculo (Boyer, 1959).
O Teorema Fundamental do Célculo, em sua versdo atual, estabelece que, dada

uma fungdo,

f: [a,b] = R, continua:

b
* se F é uma primitiva de f entdo If(x)dx = F(b) - F(a)

» se uma fungdo F é definida por F(x) = f f(t)dt, para todo x em [a,b],

entdo F’(x) = f{x) em [a,b].
Essaformulago do TFC, soba forma de duas proposigdes, entretanto, néo €assim

concebida por todos os autores de livros-texto, o que de certa forma acaba refletindo

a concepgdo que os professores t€m do teorema.
Em pesquisa recente Toumasis (1993) propds a seguinte questao:

Qual dos dois teoremas a seguir vocé considera como sendo o Teorema Fundamental do
Célculo e quais as razdes para sua resposta?

Teorema 1. Se f é continua no intervalo fechado [a,b] € F (x) = j f(t)dt paraxelab]

entdo F’(x) = f(x).
Teorema 2. Se F é diferencidvel em [a,b] € F’ € integrdvel no mesmo intervalo, entdo

[F'(x)dx = F(b) - F(a).

Das 46 respostas obtidas, 63% apontam o Teorema I, porque nele se baseia o
Teorema 2. Toumasis (1993) sugere entio uma demonstragdo do Teorema 2 sem fazer
uso do Teorema I, o qual é obtido baseado no Teorema 2. Assim, mostra a
equivaléncia dos dois, o que ndo é novidade, pois esta equivaléncia fora sugerida, por
exemplo, em Avila (1981), apesar deste nido apresentar a demonstragao do Teorema
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2 independentemente do Teorema 1.

Essa anélise nos levou a indagagdes acerca do tratamento dado ao TFC pelos
autores matematicos, anteriormente citados, e as possiveis conseqiiéncias para o
ensino-aprendizagem.

A exposi¢io do teorema

A andlise dos livros-texto de Célculo selecionados nos mostrou variagdes quanto
a apresentac@o do toépico Teorema Fundamental do Calculo e ao modo como esse
topico € trabalhado.

Apesar da importéncia que € atribuida ao TFC nos cursos de Calculo — por ser
0 objeto que articula derivada e integral’ — os livros-texto néio abrem um capitulo
para ele. De modo geral, tratam o TFC como uma segéo do capitulo “Integral
Definida”. Piskounov (1977) e Demidovitch (1986), sequer abrem uma se¢do. Isso
leva o eventual leitor, vez ou outra, a nio encontrar uma referéncia explicita ao TFC
no indice do livro consultado. Questionamos, a partir disso, que importincia € esta,
tdo alardeada e nio evidenciada.

A formulagdo do TFC tanto em Swokowski (1983) como em Carvalho e Silva
(1994) € apresentada em duas versdes: uma referente a derivada da integral e a outra,
a integral da derivada:

Seja f continua num intervalo fechado [a,b].

Parte I. Se a fungdo G é definida por G(x) = If(r)dr para todo x em [a,b], entdo G € uma

antiderivada de fem [a,b].

b
Parte II. Se F' € uma antiderivada de f, entio ff(x)dx = F(b) - F(a) (Swokowski, 1983,

p. 247).

Avila (1981), Kaplan e Lewis (1972) e Lang (1977) exibem o TFC apenas como
a derivada da integral, sendo que a integral da derivada sequer é mencionada na
exposi¢do do teorema. Avila e Kaplan e Lewis porém, explicitam, posteriormente,
a segunda versdo como conseqiiéncia da primeira. H4 uma separagéio clara entre o
TFC, enquanto derivada da integral, e a férmula de Barrow:
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J f(x)dx = F(b) - F(a), que aparece como uma conseqiiéncia do TFC. J4 Lang

(1977) apresenta a segunda versdo — num outro capitulo — sem relaciona-la ao
TFC.:

Guidorizzi (1985), Leithold (1982), Piskounov (1977), Simmons (1987) e
Demidovitch (1986) concebem como TFC a versdo integral da derivada. Estranha-
se em Guidorizzi a referéncia desta versdo como sendo o “1° Teorema Fundamental
do Célculo”, posto néio haver um “2°” na seqiiéncia deste topico, no livro.

Portanto, através da apresentagfo, j4 podemos constatar que o TFC néo €
exatamente 0 mesmo para autores diferentes. Dependendo do livro escolhido, ele €,
ora a integral da derivada, ora a derivada da integral, ora as duas coisas. Um leitor
que nio conhega tal teorema e por algum motivo deseje estudé-lo, talvez encontre
dificuldade para encontr4-lose olivro escolhido for Piskounov (1977) ou Demidovitch
(1986), pois estes autores se referem ao TFC como Férmula de Newton-Leibniz.

Motivacoes para o estudo do teorema

Os livros que, na apresentagdo do TFC, enfatizam a obtengdo da férmula da
integral definida pela variagdo de uma primitiva, tém como motivagéo principal
facilitar o clculo deste tipo de integral. Tal fato é manifestado quando as integrais
definidas sdo apresentadas com dificuldades crescentes na suaresolugéo. Neste caso,
iniciam resolvendo integrais definidas usando somas de Riemann, para posterior-
mente apresentarem exemplos nos quais a defini¢do se mostra muito trabalhosa ou
“insuficiente”:

O célculo de integrais definidas pela definigdo (5.16)° € bastante trabalhoso, mesmo nos
casos mais simples. Nesta se¢io demonstraremos um teorema que permite calcular uma
integral definida sem utilizar limites de somas (Swokowski, 1983, p. 246).

... podemos usar possivelmente limites de somas para achar os valores numéricos de integrais

1 4 4
. , x dx 1Y) dx s
complicadas tais como j =e') | bv=) ? Isto, é claro, estd fora de questdo; e
X
X

daqui vamos para onde? E evidentemente necessério um método de calcular integrais muito
mais forte e poderoso... (Simmons, 1987, p. 287).
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Outras motivacgdes sdo encontradas nos livros mencionados: efeitos tedricos de
investigacdo matematica; respostas a problemas ou situagdes deixadas em aberto a
priori; calculo de 4reas, volumes, velocidades, momentos de inércia, comprimentos
de curvas e trabalho mecénico. Embora autores citem motivagdes como “meio de
investigacdo cientifica” (Piskounov, 1977, p. 429) a énfase em célculo de 4reas e
volumes € tdo enfatizada que as demais motivagdes terminam relegadas a segundo
plano.

Encadeamento légico da demonstracao

Reportando-nos aos argumentos e conceitos matematicos utilizados na demons-
tracdo do TFC, notamos que os autores supdem um leitor que tenha conhecimentos
prévios necessarios & compreensio do seu encadeamento l6gico. Esses conhecimen-
tos estdo presentes na obra. No entanto, devido 2 ordem didética adotada, tais
pressupostos estdo ameagados pelo esquecimento. Exemplo disto € observado em
Guidorizzi (1985), onde no decorrer da demonstragdo do TFC, se 1€:

... F(b) - F(a) = ;[F(Xi) - F(xi-v)).
Segue, entdo, do TVM, que, para uma conveniente escolha de ¢iem [xi -1, xi], teremos

F(b) - F(a) = ﬁ;F'(a-)Ax.- (p. 304).

Ora, o TVM citado af en passant € o teorema do valor médio para derivadas, que
estd situado dois capitulos antes.

No encadeamento l6gico da demonstragio do TFC, na primeira versao, derivada
da integral, Avila (1981) e Swokowski (1983) usam propriedades e conceitos, tais
como: a aditividade da integral, o TVM para integrais, a continuidade da fung¢io fem
[a,b] posta no enunciado, a defini¢cdo da integral definida, a defini¢do de derivada.
Esses conceitos, nesta mesma versdo do TFC, também sdo utilizados por Lang
(1977) e Kaplan e Lewis (1972), com exce¢do do TVM para integrais, que €
substituido pela seguinte estimativa:

Seja uma fungéo continua no intervalo [a,b] de tal forma que
A <f(x) <B paraa <x<b. Entdo

A(b-a) < [f(x)dx < B(b-a).
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Na segunda versdo — integral da derivada — observamos duas diregdes para o
encadeamento 16gico da demonstragdo. Uma faz uso da primeira versdo que se
encontra como parte do préprio TFC em Swokowski (1983), ou é considerada como
um outro teorema em Leithold (1982) e Piskounov (1977). Esta, faz uso também da
proposi¢do “duas fungdes que tém mesma derivada diferem por uma constante” e da

defini¢do ou propriedade j f(x)dx = 0.

A outra dire¢do € encontrada em Guidorizzi (1985) e Simmons (1987) que, ndo
tendo a primeira versdo do TFC, utilizam, no encadeamento 16gico: a integrabilidade
em [a,b] de uma fung¢do £, a existéncia de uma primitiva F de fem [a,b], 0o TVM para
derivadas aplicado em F, a defini¢do de integral definida.

Guidorizzi (1985), na demonstragdo do TFC, aplica o TVM para derivadas na
fungd@o F, pressupondo, pois, a continuidade de F em [a, b], que estd implicita na
expressdo “se F for uma primitiva de f em [a,b]” (Guidorizzi, 1985, p. 304,
sublinhado nosso). Isto s6 € identificado por um leitor mais atento, que ao ler
primitiva em [a,b], “1&€” também derivdvel em [a,b] e, portanto, derivivel em a e em
b, logo continua em [a,b]. O autor parece pressupor um leitor pleno que a pratica nos
mostra ndo ser o caso mais freqiiente.

Simmons (1987), no inicio da se¢do “O Teorema Fundamental do Célculo”,
propde achar uma férmula explicita para a fungéo drea A(x), onde A(x) é a 4rea sob
o grafico da fungdo f de a até x. Para isso estabelece uma “demonstragdo” para o
célculo de A(x) baseada no conceito geométrico de drea, sem, no entanto, mencionar
qualquer ligacdo desta com o TFC. A seguir enuncia o TFC e remete o leitor, em nota
de rodapé, para a demonstragdo posta num dos apéndices do livro. A demonstragido
que se encontranesse apéndice ndo apresenta explicitamente passagens esclarecedoras
do encadeamento l6gico, ou seja, o leitor ndo encontra ai uma prova completamente
linearizada. Estamos falando da “lineariza¢do da cadeia significante” (cf. Baldino e
Cabral, 1994) que nas demonstragdes culmina com a explicitagdo das quatro regras
de inferéncia — particularizag¢do universal, particulariza¢do existencial, generaliza-
¢do universal e generalizagdo existencial — obedecendo uma certa ordem de
organizagdo légica. Estranha-se também a referéncia “Uma outra prova do Teorema
Fundamental do Calculo”, ficando a divida se outra prova pressupde uma anterior
— que ndo € identificada claramente — ou se essa referéncia quer transmitir a idéia
de uma forma diferente de demonstrag@o.

Para a forma de estruturagio deste livro — colocar a demonstragio geral num
apéndice — encontramos as seguintes justificativas:
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Um dos principais aspectos que distingnem este livro e o tornam talvez dnico em relagfio a
todos os demais € notado pelo exame dos apéndices, que comentarei rapidamente. Antes de
fazg-lo, enfatizo que este material € inteiramente separado do texto principal, podendo ser
cuidadosamente estudado, consultado ocasionalmente ou completamente ignorado, conforme
0 desejo de cada estudante ou professor (Simmons, 1987, Prefdcio).

Ou ainda;:

Do ponto de vista puramente matemdtico, é possivel para os professores dar cursos em
muitos niveis diferentes de sofisticagfo usando — ou nio — o material selecionado contido
neste apéndice (Simmeons, 1987, Preficio).

Ja Demidovitch (1986) e Carvalho e Silva (1994) ndo propdem qualquer desen-
volvimento tedrico. O objetivo de Demidovitch pareceu-nos bastante claro no
sentido de solicitaraplicagdes imediatas, antecedidas por alguns exemplos “padrio”,

da féormula resultante do teorema. A auséncia de demonstragfio neste autor &
Jjustificada pela seguinte observagio:

Os pardgrafos do Compéndio contém pequenas introdugdes tedricas e explanagdo das
férmulas. No entanto, pressupde-se que o estudante (sic) tenha assistido as aulas
correspondentes do curso de andlise matemdtica e, assim, as formulagdes apresentadas dos
teoremas t€m apenas cardter de trabalho. Por isso, em muitos casos, as condigdes de
demonstragio ndo sdo apresentadas por completo (Demidovitch , 1986, Preficio).

Carvalho e Silva (1994) ndo traz uma demonstragdo do TFC, talvez por dar “uma
énfase considerdvel as aplicag¢des” (Introdugéo, p. XI).

Ao examinarmos as demonstragdes do TFC nos livros de Célculo citados,
conforme o exposto acima, notamos que geralmente estas se adequam a padroniza-
¢80 da estrutura socialmente aceita das “exposigdes tedricas”: a demonstracdo do
TFC remete o leitor ao teorema da média para integrais, jd, a demonstrag¢io deste,
para os teoremas do valor médio, de Rolle, da existéncia de mdximo etc. Assim, o
saber contido no TFC s6 tem sentido se apresentado de forma hierarquicamente
organizada, segundo uma ordem estabelecida aos conhecimentos ditos do Célculo.

No discurso dessa forma hierdrquica, o professor, reforgado pelo livro didético,
procura fortalecer o “saber” com seus fundamentos inquestiondveis e colocar a
promogéo do aluno— ser aprovado ou ndo —como conseqiiéncia da aquisi¢do deste
“saber”, _

A organizagfo da parte tedrica do livro-texto, como ji citamos, traz sempre
afirmages e proposi¢des necessérias 4 manutengio do encadeamento 16gico, no
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entanto as justificativas nem sempre as acompanham de perto. Assim, para o aluno
real, e ndo o sujeito ideal, interlocutor pleno, sem falhas, o ponto central que lhe dé
sentido a0 TFC — como objeto pulsional — estd sempre por ser encontrado, ou
impedido de ser realgado em meio as idas e vindas que precisa realizar para
prosseguir e deixar claro o que lhe parece omisso, as justificativas. Para este aluno
que procura fazer sentido do TFC através do livro-texto, o que lhe proporcionaria
uma certa intimidade com este objeto, ndo h4 muito o que esperar, a ndo ser que ele
aprenda “um certo cdlculo” ou que ele entenda todos os passos da demonstragao.
Nessa trajetéria, quando apenas “memoriza” resultados ou quando procura a
justificagfio de todos os passos, o aluno acaba por se afastar ou até esquecer do seu
desejo inicial, que era dar sentido ao objeto estudado.

Presen¢a da nocio geométrica

De um modo geral a apresentagdo visual-geométrica de drea € usada por todos os
autores, quer seja nos preliminares do TFC, quer sejana sua demonstracdo. Comisso,
o leitor fica submetido a justificativas baseadas em seqiiéncias de argumentos
matematicos e também a ilustra¢des.

Na demonstrag@o do TFC nos livros-texto, chamamos a atenc@o para a presenca
de dois modos distintos de produ¢do de significado, através de justificativas
diferentes, que levam a constitui¢do de dois campos seménticos; “Campo Semantico
¢ um modo de produzir significado” (Lins, 1994, p. 31). Um deles consiste no campo
semdntico do pensamento diferencial dado pelo desenvolvimento do principio de
limite, com justificativas baseadas em argumentos matematicos; o outro consiste no
campo semdntico visual-geométrico, dado pela nucleagido do modelo de area, com
justificativas baseadas na ilustra¢do. Nos exercicios e aplicagdes do TFC chamamos
a atengdo para a presenga, vez ou outra, quando na constitui¢io do pensamento
diferencial e integral, do campo semdntico infinitesimal, dado pelo uso de elementos
infinitesimais. Na pratica de sala de aula, o aluno, consciente ou inconscientemente,
acaba por constituir os objetos do calculo pelos significados nesses campos seman-
licos.

Simmons (1987) e Lang (1977), antes de apresentarem o que eles chamam de
TFC, trazem respectivamente uma introdugfo e um teorema utilizando uma fungio
positiva e uma conseqiiente funcdo drea (cuja derivada é esta fun¢do positiva, ou seja,
¢ a versdo derivada da integral). No desenvolvimento dessa introduc@o e na
demonstragdo desse teorema, o apelo ao modelo visual-geométrico € direto, mas
nenhuma referéncia € feita para correlaciona-lo com o TFC.
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Observamos que para resolver o problema de calcular a integral de fungdes
b "

complicadas através do limite de somas, ou seja, [ f(x)dx = lim 3 f (2" YA,
7 ma: —3 E=1

Simmons propde, &s paginas 278-281, encontrar um método mais eficiente usando
drea: :

Em vez de pedir a frea fixada 2 esquerda na Fig. 6.16, pedimos a 4rea varidvel produzida
quando a extremidade direita € considerada mével, de modo que a drea seja uma fungéo de
x, como € sugerido pela Fig. 6.16b.

(b)

Figura 6.16

Se essa fungdo drea € denotada por A(x), entdo € claro que A(a)=0 ¢ A(b) € a drea da figura
dada em 6.16a. Nossa meta € achar uma férmula explicita para A(x) e, entdo, determinar a
4drea desejada, fazendo x=b. H4 vdrios passos nesse processo, que consideraremos
separadamente para tornd-lo mais claro.

Passo 1 Comegamos estabelecendo o fato crucial de que

ixﬁ = £ OO )

Ap6s a demonstragio desse primeiro passo, desenvolve:

Passo 2 A equagio (4) possibilita atingirmos a meta de achar uma férmula para fungo drea
A(x). O raciocinio segue o seguinte caminho. Por (4), A(x) € uma das antiderivadas de f(x).
Mas, se F(x) é qualquer antiderivada de f{x), entdo sabemos pelo Capitulo 5, que
. AX=FX)+c (&)
para algum valor da constante c¢. Para determinar ¢, pomos x=a em (5) e obtemos
Al)=F{(a)+c; mas, como A(a)=0, isto leva a ¢c=-F(q). Poertanto,
AX)=F(x)-F(@) (©)
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AX)=F(x)-F(a) (6)
que € a féormula desejada.

Passo 3 Tudo que resta é observar que
b
[fxdx = A(b) =F®) - F(a),

por (6) e pelo significado de A(x).

Apés tais considera¢Ges, este autor estabelece formalmente o TFC, sem se
reportar explicitamente a elas. Ou seja, o autor nfo evidencia a correlagio entre o
TFC e o modelo proposto (contendo os trés passos) que utiliza a nog¢éo visual-
geométrica de drea.

Se o leitor ndo perceber esta correlagio, ele tenderd a ndo produzir significados
para o TFC através das ilustragdes, ou seja, ele ndo constituird o campo seméntico
visual-geométrico, uma vez que as justificativas do TFC, para ele, estardo baseadas
somente nos argumentos matematicos da demonstragéo formal. J4 a percepgio desta
correlagdio, tenderd a levar o leitor & justaposi¢io dos dois campos seménticos
envolvidos, ou a escolha predominante de um deles, o que certamente o faria
constituir um sentido para o TFC.

Kaplan e Lewis (1972) ao demonstrarem o teorema, ndo se utilizam do aspecto
visual-geométrico de 4rea. No entanto, durante os preliminares, este aspecto €
constantemente enfatizado, sendo usado como interpretagdo geométrica de uma
func¢do positiva. Convém salientar também que esses autores, semelhantemente ao
que fazem Simmons (1987) e Lang (1977), discutem e demonstram a versdo
derivada da integral em termos de uma fungio 4rea, utilizando recursos visual-
geométricos, mas sem se referirem ao TFC. A diferenca é que em Kaplan e Lewis
(1972) esta discussdo faz parte da se¢do 4-4, muito anterior a secio 4-17 do TFC,

Swokowski (1983), Piskounov (1977) e Avila (1981), depois de enunciarem o
TFCe antes ou durante o procedimento da demonstragéo formal, salientam o aspecto
geomeétrico de drea para fungdes positivas sem, entretanto, que este aspecto seja
necessdrio para validar a demonstragdo. Vemos entdo, a presenca dos dois campos
semdanticos, quase simultaneamente. Pensamos que o objetivo dos autores, ao
utilizar o aspecto geométrico de 4rea, seja dar uma melhor compreensio da
demonstragdo do TFC. No entanto, 0 que constatamos através da pratica de sala de
aula € que, para o aluno, predomina a crenga na integral como 4drea ou como um meio
de calcula-la, isto €, 0 campo semantico visual geométrico é preferencial em relagio
ao campo seméntico do pensamento diferencial. Isso se deve, principalmente, ao
poder de convencimento da ilustra¢do.
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Guidorizzi (1985) usa auxilio visual-geométrico quando expde a soma de
Riemann, interpretando-a como

... diferenca entre a soma das 4reas dos retdngulos acima do eixo de x € a soma das 4reas dos
que estdo abaixo do eixo de x (p. 298).

Ja na demonstragdo do TFC ndo faz qualquer referéncia geométrica, usa apenas
justificativas baseadas em argumentos matematicos.

Demidovitch (1986), embora ndo demonstre o TFC, antes de enuncid-lo traz
aspectos geométricos na apresentacdo da definicdo de integral definida e nos
exemplos subseqiientes.

A utilizagdo de mais de um campo semdntico ndo € um obstdculo para a
aprendizagem, pelo contrdrio, € um meio facilitador da compreensao, desde que o
aluno constitua estes campos e faga a correlagdo (metaforicamente) entre eles. Estas
ligagdes podem ser fonte de constituigdo de novos conhecimentos, processo de
interesse e relevancia para a aprendizagem matematica.

students need to become conscious of the interactions between processes such asrepresenting
and abstracting. The working mathematician is using many processes in short succession, if
not simultaneously, and lets then interact in efficient ways (Dreyfus e Tall, 1991, p. 41).

Na constituigio do pensamento matematico, particularmente em nivel de terceiro
grau, € constante a interagdo entre campos semanticos caracterizados, em graus
variados, por representagdo e abstragdo. Por exemplo, o campo seméntico visual-
geométrico caracteriza-se preponderantemente por representagdo, enquanto que o
campo semantico do pensamento diferencial caracteriza-se preponderantemente por
abstragdo.

Como a interagio entre o campo semdantico visual-geométrico de drea e o campo
semantico do pensamento diferencial muitas vezes ndo ocorre, acontecem fatos
como: :

O aluno ao se deparar com o problema de calcular [ x’dx, e operando no campo
semantico visual-geométrico de 4rea, vé: i
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Figura 1.

Portanto ndo faz sentido o resultado ser zero, uma vez que para ele “a integral é
drea” e esta é visualmente percebida na figura, ou seja, o aluno esté constituindo os
seus significados no campo semantico visual geométrico de 4rea, sem fazer a
interagdo com o campo semantico do pensamento diferencial que o levaria natural-
mente a escrever: ] 3!

[x'dx = X
| 4

l
e

-1

Este efeito poderia ser evitado se o livro contivesse observagdes a respeito destas
mudangas de justificativas, ou se o proprio professor, fazendo a intermediagio,
provocasse a atengdo para esta justaposi¢do de campos seménticos.

Exercicios e aplicacoes

Os exemplos em que se utiliza o0 TFC, em forma de exercicios resolvidos, sdo
usados de dois modos: ou como modelos de aplicac¢do direta da teoria e referenciais
para aresolug@o dos exercicios propostos, ou como complementos da propria teoria.

As listas de exercicios propostas pelos autores analisados caracterizam-se,
predominantemente, por um estilo padrdo do tipo “Calcule...”. Geralmente, o
caminho que o aluno deve seguir para a solu¢do do exercicio € (im)posto no
enunciado, por exemplo, “Calcule as integrais seguintes, fazendo as mudangas de
varidveis indicadas.”, ou ainda, “Verifique ... utilizando o Teorema Fundamental do
Cilculo” etc. Exercicios desse tipo, que comummente encabe¢am as listas, ndo
provocam no aluno uma necessidade de buscar maiores justificativas em campos
seménticos, podando-lhe qualquer oportunidade de constituir bs fundamentos que
lhe dariam o porqué. Uma tentativa de mudanga nesse quadro parece ocorrer em
Carvalho e Silva (1994) que coloca as aplicagdes como parte central do ensino do
Célculo, afastando-se da apresentagio cldssica (teoria, exemplos e aplica¢des).

A proposta tradicional dos exercicios acaba induzindo o aluno a repetir, decorar,
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reproduzir, levando-o a conceber que estas sdo as estratégias exigidas dele, o que,
muitas vezes, acaba sendo refor¢ado pelos tipos de questdes das provas. O aluno
passa a resolver os exercicios para atingir a resposta “correta”, sem maiores
digressdes. O que notamos estar ausente nos textos € um esclarecimento, que acaba
sendo olvidado pelo professor, sobre a fungdo que estes exercicios tém, enquanto
ferramentas para aplicag®es em outras dreas, como Economia e Fisica, ou ainda para
resolucéo de problemas do tipo:

Determine m de modo que a regifio acima da curva y=mx’ (m>0), 2 direita do eixo dos y, e
abaixo da reta y=m tenha uma 4rea de K unidades, onde K>0 (Leithold, 1982, apéndice A-
26).

Calcule a integral ¢ interprete o resultado geometricamente (...)

[senvdx, a>0  (Avila, 1981, p. 213)

que podem provocar reflexdes sobre o TFC; ou mesmo podem fazer com que os
alunos que ainda ndo constituiram significado para o TFC venham a constitui-lo.

Resta destacar que tais problemas, geralmente, encontram-se em nimero reduzi-
do ao final das listas de exercicios, e por isso e talvez por irem além de meras
manipulagBes mecanicistas, sdo “deixados de lado” pelo aluno.

As aplicagdes do TFC, referem-se geralmente a célculo de: édreas, volumes,
comprimento de arco, trabalho, densidade e massa, momentos, pressdo de liquidos
e centro de massa, com justificativas baseadas na versdo integral da derivada ou
resultado equivalente. '

Chamaram-nos atengao as justificativas dadas por Simmons (1987, pp. 298-299)
para as aplicagbes de 4rea, pois sem ter abordado diferenciais, ou elementos
infinitesimais, escreve

A= [dA= ff(x)dx,

considerando “pedagos convenientemente péquenos” de 4rea, o que envolve o
campo semantico do pensamento infinitesimal. O mesmo procedimento € usado nas
demais aplicages.

Embora concordemos que este campo semantico do pensamento infinitesimal €
fértil para tratar do TFC e de suas aplicagdes, discordamos da mudanga de campos
semdanticos, sem maiores explicagdes, onde nas demonstracdes e resultados, as
justificativas estdo baseadas em argumentos que usam continuidade € limites,
enquanto que nas aplicagdes aparecem justificativas baseadas nos infinit€simos.
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Consideracoes finais

A andlise do tratamento dado ao Teorema Fundamental do Célculo por autores de
livros-texto, nos permitiu observar que:

1) hd variagdes na apresentacao do teorema e na sua demonstragfo, assim como
nas exigéncias de pré-requisitos para o encadeamento 16gico dessa demonstra-
¢ao;

2) as motivagdes apontam o TFC como elemento facilitador para o cdlculo da
integral definida, com énfase no célculo de 4reas e volumes;

3) a presenga da nogdo geométrica, encontrada em todos os autores, estd
relacionada a nogdo visual de drea;

4) as aplicagbes e os exercicios propostos sdo usados ora como modelos de
aplicacdo direta da teoria para resolugdo de exercicios propostos, ora como
complementos da prépria teoria.

Consideramos que o livro-texto desempenha papel relevante na prética pedagé-
gica de Célculo, entretanto a diferenga de tratamento em termos da apresentagio, da
nomenclatura, da forma de demonstracao, daescolha de argumentos etc., aponta para
a necessidade de um uso criterioso de um livro diditico como bibliografia basica ou
complementar, e o cuidado que devemos ter ao escolher determinado livro para ser
trabalhado em sala de aula, ou ao sugerir aos alunos que procurem na biblioteca
qualquer livro sobre o assunto, para nao transparecer a idéia de que “€ tudo a mesma
coisa”.

Os objetivos do professor em relagdo a aprendizagem, ou seja, 0 “que”, “como”
e “porque” o aluno deve saber um contetido especifico € que devem nortear a(s)
escolha(s) da abordagem do TFC. E fundamental, portanto, que o professor tenha
claro que outras formas de tratamento estdo sendo deixadas de lado em nome de um
direcionamento pré-estabelecido, por ele ou pela institui¢do. Um processo de
escolhas ndo claramente definido e nio explicitado pelo professor, (im)pde ao aluno
uma produgdo de significados segundo uma demanda dos modos do direcionamento
tutelar do professor ou do préprio livro-texto, limitando ou bloqueando as possibi-
lidades do aluno de desenvolver outros tipos de produgdo de significado para a
formag¢do do objeto matemadtico que o aluno deve apreender. '

Com base na nossa vivéncia enquanto professores de Célculo, e fundamentando-
nos na teoria dos Campos Semanticos (Lins, 1993) acreditamos que a utilizagdo de
mais de um campo semantico nio constitui obstdculo para a aprendizagem do aluno,
desde que ele esteja familiarizado com essa diversificagdo. Acrescenta-se a isso que
a correlac@o entre esses campos, quando possivel, certamente leva o aluno a um
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desenvolvimento cognitivo mais efetivo. Sendo assim, resta defender que discorda-
mos, apenas, da mudanga de campos semanticos, sem maiores explicagdes.

Particularmente na anélise dos livros, observamos que nas demonstragdes e
resultados as justificativas estdo baseadas em argumentos que usam continuidade e
limites, enquanto que em algumas aplicagdes aparecem justificativas baseadas nos
infinitésimos, onde podemos evidenciar uma diversificacdo de justificativas, e
portanto de campos seménticos. Tal diversidade, sob nosso ponto de vista, deve ser
realcada e tomada como um caminho eficaz a seguir na direcdo da aprendizagem.

E mais do que claro que a atitude do professor em sala de aula nio pode ser
imputada, de maneira absoluta, como decorréncia imediata do discurso apresentado
pelo livro-texto. A atitude do professor e dos alunos frente a um texto, ou a um
determinado discurso, depende, na verdade, da visdo e da postura critica com que
eles se assumem em relagdo ao conhecimento sistematizado. Entretanto, ¢ também
mais do que claro que a crenga na autoridade concedida pelo discurso cientifico do
livro texto — que supde um interlocutor pleno, afastado do interlocutor real, doaluno
que precisa aprender — acaba influenciando, as escolhas e decisdes de sala de aula.
Estas, dependem, sempre, da a¢do mediadora do professor.

Notas

1 Este artigo & resultado de pesquisa realizada no Subgrupo de Célculo do GPA — Grupo de
Pesquisa-A¢do — do Departamento de Matemadtica da UNESP, Rio Claro-SP, Brasil, durante o
ano de 1994, sob a orientagdo do Prof. Dr. Roberto Ribeiro Baldino.

2 Alunos do Programa de P6s-Graduagdo em Educagdo Matemdtica, IGCE, UNESP, Rio Claro-
SP, Brasil.

3 Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho”, uma das trés universidades piblicas
do Estado de Sdo Paulo, Brasil.

4Esta importincia também € evidenciada em Boyer (1959, p. 10) : “This relationship between the
derivative and the definite integral has been called the root idea of the differential and integral
calculus”.

5(5.16) Definigdo: Seja f uma fungéo definida em um intervalo fechado [a,b]. A integral definida
defdesdeaaté b,denotada porf S (x}dx  édadapor .Lbf( x)dx = Iﬁnl-l'ﬂ Y. f(w,)Ax. desde que olimite
P i

exista.
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RESUMO. Neste artigo, apresentamos um exame do tratamento do Teorema Fundamental do
Cdlculo nos livros mais fregiientemente citados nas bibliografias de programas de cursos de
Cdlculo, no ensino superior. Nosso interesse estd voltado para a metodologia visando ao ensino-
aprendizagem. Analisamos, nas exposi¢ées do teorema e da demonstragdo, a exigéncia de pré-
requisitos, o encadeamento légico da demonstragdo, as motivagées elegidas, apresenga da no¢do
geométrica, as aplicagdes e os exercicios propostos. Para esta andlise tomamos como base a
teoria dos Campos Semdnticos (Lins, 1993). Conclufmos que o objeto matemdtico Teorema
Fundamental do Cdlculo ndo é exatamente o mesmo para auiores diferentes, tanto em Sud
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Sformulagdo como em seu tratamento. Conclufmos também que os autores supéem um interlocutor
pleno que se afasta do interlocutor real, o aluno que precisa aprender.

ABSTRACT. This paper analyzes the Fundamental Theorem of Calculus as it is presented in the
most quoted text books in bibliographic references and syllabuses of college calculus courses. We
focus on the teachingllearning methodology at work in these textbooks. In the analysis of the
theorem and of its demonstration, we consider the following related aspects: pre-requisite
requirements, logical links of the demonstration, the elected motivations, the presence of the
geometric notion, applications, as well as proposed exercises. Such analysis is supported by the
theory of Semantic Fields (Lins, 1993 ). We come to the conclusion that the Fundamental Calculus
Theorem as a mathematical object is not exactly the same to different authors, not only in its
SJormulation, but also in the way it is treated. We also conclude that the authors assume an ideal
“complete interlocutor” that does not match the real interlocutor, i. e. the student who needs to
learn.
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