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Exploracao de construcoes geométricas em
ambientes computacionais dinimicos

Margarida Junqueira
Escola Secundaria de S. Jodo do Estoril

Introducio

A importincia da Geometria nos curriculos dos ensinos basico e Secundério é, na
actualidade, largamente reconhecida (Hershkowitz, 1994). Esta disciplina é uma
fonte de problemas nio rotineiros, que propiciam o desenvolvimento, entre outras,
das capacidades de visualizagdo espacial, de raciocinio e de argumentagfio,
identificadas como fundamentais para os cidados no presente e no futuro (NCTM,
1991). Discutem-se, no entanto, abordagens diversificadas para a Geometria,
propondo-se conteiidos e metodologias variadas.

A discusséo debruga-se, entre outros temas, sobre as potencialidades das novas
ferramentas computacionais — os Ambientes Geométricos Dindmicos (AGD)
(Noss, Hoyles, Healy e Hoelzl, 1994), no ensino e aprendizagem da Geometria.
Recorrendo a estes ambientes € possivel fazer investigagdes e resolver problemas
que anteriormente apenas estavam reservados a alguns, o que leva a defender que o
tipo de trabalho realizado pelos especialistas geSmetras estd agora ao alcance dos
professores e dos alunos nas escolas.

Esta promessados criadores desses ambientes, emborasuportada por investigagio,
necessita de estudos mais aprofundados. Torna-se necessario perceber como € que
arealizagdo deactividades com recursoaos AGD influencia o ensino e aprendizagem
da Geometria, que novos tipos de actividades se devem propor e como € que devem
ser usadas nas aulas (Laborde, 1993a; 1993b). Isto é uma questio pertinente,

Quadrante, Vol. §, N° 1, 1996



62

sobretudo nas escolas portuguesas, em que os AGD estdo a dar os primeiros passos,
e consequentemente a investigagdo neste dominio € ainda muito restrita.

Para investigar as aprendizagens dos alunos em contextos em que se introduzem
ambientes computacionais, podem colocar-se diferentes questdes. Se se assumir que
os alunos desempenham um papel activo na construgdo dos seus conhecimentos e
competéncias, resulta que uma questdo importante a colocar é: o que é que os alunos
fazem com esta mdquina? (De Corte, 1992). No caso da Geometria ¢ dos AGD, a
questdo pode formular-se do seguinte modo:

* Como € que os alunos exploram construgdes geometrlcas num ambiente
dinimico?
« Como € que essa exploragdo os habilita a compreender os objectos e relagdes
geométricas, a formular conjecturas e a elaborar argumentos indutivos e
dedutivos?

No sentido de encontrar respostas para estas questdes desenvolveu-se um estudo’
que tinha como finalidade caracterizar a Geometria que fazem os alunos quando
interagem comumAGD, especificamente através dadescri¢do, andlise e interpretagao
dos processos desenvolvidos para:

* fazer construgoes geométricas;
e justificar os processos de construgdo;
e investigar as construgdes e descobrir propriedades das figuras.

Este artigo comega por abordar as linhas tedricas que enquadraram o estudo,
visando a aprendizagem da Geometria com especial destaque para o papel dos novos
ambientes computacionais. Descreve-se em seguida um modelo de abordagem da
Geometria recorrendo aos AGD que tem como referéncia algumas das indicagdes
metodolégicas propostas nos curriculos da Nova Reforma. Expde-se depois a
metodologia utilizada no estudo e por 1ltimo apresentam-se as conclusdes mais
relevantes sobre os processos referidos em cima.

Aprendizagem da Geometria e os AGD

A discussdo sobre a problematica da aprendizagem da Geometria com recurso aos
AGD inicia-se através de uma perspectiva generalista em que se analisam as suas
potencialidades para o desenvolvimento de estratégias de aprendizagem poderosas
para a aprendizagem desta disciplina. Passa-se depois para perspectivas mais
restritas, reflectindo sobre: (i) a nogdo de figura geométrica e o estatuto das
construgdes geométricas enquanto forma de representar as figuras, particularmente
quando sdo feitas num AGD; (ii) o papel da prova e da formulagdo de conjecturas
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na actividade matemdtica e as ampliagdes que os AGD podem trazer a essa
actividade.

Estratégias de aprendizagem poderosas e os AGD

As ferramentas computacionais s6 podem constituirum veiculo para a construgio
de conhecimentos, capacidades e atitudes, se devidamente integradas em potentes
ambientes de ensino e aprendizagem, isto € em situagdes que promovam no aluno os
processos de aprendizagem necessérios para atingir os objectivos educacionais
desejados. Esta ideia leva De Corte (1992) a formular a nogdo de ambientes de
aprendizagem poderosos, baseado numa revisdo dos trabalhos de diversos
investigadores dos processos de ensino e aprendizagem, nomeadamente naqueles
que utilizaram o computador. No quadro 1 sintetizam-se as dimensdes e respectivos
principios orientadores dessa nogio?.

Quadro 1. Ambientes de aprendizagem poderosos.

Dimensoes Principios orientadores
Conteados: « conhecimentos especiticos
(visam a formagfo » métodos heuristicos
das competéncias) « estratégias de metacognigio
« estratégias de aprendizagem
Meétodos de ensino: * modelagao
= apoio
* estruturagio
» articulagfio
o reflexdo
= exploragdo
» generalizagdo
Sequéncia de tarefas = complexidade e diversidade progressivas
de aprendizagem = competéncias gerais antes de competéncias especificas
Contexto social = aprendizagem de forma contextualizada
de aprendizagem = contacto e observagdo de especialistas

« aprendizagem de forma intrinseca
e organizagio de didlogos

Os ambientes que permitem fazer construgdes no ecrd de um computador
utilizando propriedades das figuras geométricas, e ainda manipular essas constru-
¢bes conservando as propriedades usadas, permitem criar estratégias para o ensino
¢ a aprendizagem da Geometria que integram as quatro dimensdes do modelo de De
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Corte (1992).

Os contenidos aparecem como a primeira dimensgo desse modelo e englobam,
para além de conhecimentos especificos, outras competéncias. Os ambientes geomé-
tricos computacionais proporcionam a construgio de uma base de conhecimentos
sobre Geometria, mas, sobretudo, “apoiam os alunos nas capacidades de resolugio
de problemas: planeamento (controlo), conjecturagdo (heuristicas), e flexibilidade
(controlo e heuristicas)” (Dreyfus, 1992, p. 264). Constituem uma “andaimaria
computacional (computacional scaffolding)” que sustenta o desenvolvimento das
ideias dos alunos e lhes permitem construir o seu conhecimento geométrico a partir
do que para eles é uma “abordagem ‘natural’” (Noss e outros, 1994, p. 360). Para
resolver um determinado problema os alunos comegam por ensaiar solugdes apro-
ximadas que se sentem capazes de fazer. Essas tentativas heurfsticas levam-nos a ter
intui¢des que Ihes permitem descobrir solugdes para os problemas.

Também os métodos de ensino referidos por De Corte podem ser implementados
com recurso aos ambientes computacionais geométricos. Segundo Schwartz (1992)
o sentido de competéncia inclui o desenvolvimento da capacidade e da disposi¢do
dos alunos para fazer e explorar conjecturas. Estes ambientes sdo poderosos para a
indugdo de descobertas em Geometria, que podem ser formuladas através de
conjecturas. Os alunos podem construir figuras, manipulé-las, ser levados a intuir as
suas propriedades e a sentir a necessidade de descobrir todos 0s casos em que estas
se mantém (Saraiva, 1992). Utilizando o computador, “o estudante pode ‘ver’ com
os seus olhos, e com os olhos da mente, os invariantes de uma forma que sofre
transformagdes dindmicas” (Hershkowitz, 1994, p. 167). Estes sdo comportamentos
tipicos dos gedmetras que os alunos podem modelar e adoptar na resolugio de
problemas de Geometria, incrementando a sua compreensio € o seu a-vontade nesta
disciplina.

Ainteracgdo comestes ambientes computacionais fomenta igualmente a articulagdo
e a reflexdo, no sentido que De Corte (1992) d4 a estes termos. Utilizando-os como
“espelhos intelectuais”, os alunos podem testar as suas ideias e delinear novas
relagGes entre os objectos em estudo (Schwartz, 1989, p. 58). O feedback devolvido
pela manipulag@o das construgdes no ecrd do computador apoia o aluno naresolugdo
dos problemas e leva-o a reflectir sobre os processos de resolugéo. Esta reflexdo
produz-se ndo apenas como consequéncia da informagdo devolvida, mas também
através de uma visualizagio baseada num processo interactivo entre raciocinio
indutivo e dedutivo (Laborde e Laborde, 1992). As exploragdes desenvolvidas em
ambientes computacionais fazem com que o aluno compreenda as relagdes entre os
conceitos geométricos de uma forma mais profunda, e levam-no a pensar de um
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modo mais geral e mais abstracto.

A terceira dimensdo do modelo de De Corte refere a sequéncia de tarefas de
aprendizagem, nomeadamente a sua complexidade e diversidade progressivas. Nos
novos ambientes geométricos pode ser executado um maior leque de acgdes e
objectos mais complexos podem ser manipulados facilmente, permitindo a realiza-
¢do de tarefas progressivamente complexas, e de uma complexidade maior do que
as que eram executadas com as ferramentas cldssicas (Laborde, 1993b). Essa
complexidade, se for induzida através de situagbes de ensino e aprendizagem
adequadas, conduz a um progresso intelectual dos alunos.

Condicionalismos de ordem diversa tém levado a que as actividades com recurso
a esses ambientes acontegam em grupo, o que permite criar contextos sociais
favordveis a aprendizagem, quarta dimensio do modelo de De Corte. Como referem
Battista e Clements (1992) uma das forgas destes ambientes € a gerag@o espontinea
de aprendizagem cooperativa. McCoy (1992) concluiu que, pelo facto de nestes
contextos os alunos terem de comunicar com os outros membros do grupo, bem
como com o professor, se geram discussdes facilitadoras da organizagio do seu
préprio processo de raciocinio, levando-os a aprender de uma forma intrinseca.

Em sintese, como salienta o NCTM (1991), os programas de computador que
permitem aos alunos construir figuras geométricas e efectuar medigdes tendem a
criar um ambiente propicio a investigagio das propriedades e relagdes geométricas.
A resolugio de problemas de Geometria segue, assim, uma via semelhante a utilizada
pelos especialistas desta disciplina.

O facto de as actividades com computador se realizarem habitualmente em grupo
desenvolve nos alunos um acréscimo de competéncia, quer no dominio especifico
da Geometria, quer no dominio geral de resolugio de problemas, nomeadamente na
colocagdo e valida¢do de conjecturas.

Figuras geométricas

A dualidade de perspectivas em que a Geometria tem sido considerada —
modelagdo do espago fisico e teoria axiomética — conduziu a uma dualidade na
natureza das figuras geométricas. Por um lado sdo entidades materiais tracadas em
papel, anteriormente na areia, mais recentemente nos ecras dos computadores, mas
também sdo objectos de uma teoria, resultantes de uma abstracgdo da realidade
(Laborde, 1993a). Para retratar esta dupla natureza tem sido proposto distinguir entre
desenho e figura. O desenho refere-se a entidade material, enquanto que a figura se
refere a um objecto da teoria, ou comodiz Parzysz (Laborde, 1993a, p. 49) “o objecto
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geométrico que € descrito pelo texto que o define”. Esta defini¢fio pressup8e que o
significado de uma figura nio pode ser retirado apenas de um desenho, mas tem de
ser dado numa forma discursiva.

Embora os ge6metras adoptem algumas convengGes que os ajudam a ultrapassar
as limitagGes das representagbes graficas materiais, para Laborde (1993a, p. 52)
existe sempre um hiato entre desenho ¢ figura, por duas razdes:

* apenas alguns aspectos dos desenhos sdo relevantes para o problema a .
resolver; a interpretagdo do desenho depende das hipéteses levantadas no
problema que sé podem ser explicitadas por meio de uma linguagem;

« um desenho em Geometria ndo pode expressar a variabilidade de elementos
das figuras, enquanto que a formulagio em linguagem natural, ou por meio de
uma expressdo simbb6lica, torna possivel definir um elemento varidvel se se
indicar o universo a que pertence.

Uma figura da Geometria Euclidiana é um objecto da teoria, o significado, e pode
originar vérios significantes, desenhos ou descrigoes discursivas (Laborde, 1993a).
Muitos problemas em Geometria consistem em mostrar que diferentes descrigdes
caracterizam a mesma figura, ou em descrever uma figura por processos diferentes.
Por exemplo, um losango pode ser descrito como um guadrildtero em que os lados
opostos sdo paralelos e iguais ou como um quadrildtero em que as diagonais sGo
perpendiculares e se bissectam.

Segundo Laborde (1993a) o facto de ndo se clarificar perante os alunos a distingo
entre desenho e figura, atrés referida, dificulta a sua andlise teérica das figuras. Como
a literatura mostra (Hershkowitz, 1989) os conceitos préprios que os alunos
constroem sobre as figuras geométricas privilegiam a aparéncia material dos
desenhos, o que introduz alguns obsticulos na anélise tedrica das figuras.

Os obstdculos causados pelos aspectos perceptuais dos desenhos t€ém sido
estudados intensivamente e foram sintetizados por Yerushalmy e Chazan (1990) nas
trés categorias que se referem a seguir.

Modos de ‘ver’ um desenho. As regras da psicologia gestaltista permitem prever
o modo mais usual como um desenho € visualizado. Por vezes, essa visualizagio
pode ndo apoiar um raciocinio que conduza a solugio do problema, como mostra o
exemplo seguinte (figura 1) proposto por Duval (Laborde, 1993a, p. 53).

O desenho [figura 1] foi dado aos alunos acompanhado da informagdo adicional de que [BC]
e [B’C’] sdo paralelos, bem como [AB] e [A'B’} ¢ [AC] e [A’C’]. [Os alunos] tinham de
provar que A € o ponto médio de [B’C’}. Duval refere que apenas 18% dos alunos conseguiu
executar a tarefa. Visualmente o desenho representa quatro tridngulos num maior em vez de
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trés paralelogramos [0 que constitui a forma mais adequada de interpretar o desenho para
resolver o problemaj.

Figura 1. Neste desenho € mais fécil visualizar quatro tridngulos num maior
do que trés paralelogramos.

Para muitos alunos, a capacidade para “atingir de forma selectiva e sequencial as
partes e o todo” ndo se desenvolve facilmente. De acordo com o modelo de van Hiele
de desenvolvimento do raciocinio geométrico?, os alunos comegam por interpretar
as figuras/desenhos como um todo e sé num segundo nivel é que sdo capazes de
observar diferentes partes de um desenho e analisar propriedades das figura.

Particularidade de um desenho. Na maioria das aulas de Geometria os desenhos
sdo apresentados como modelos que representam uma classe de objectos, nos quais
estid contida a esséncia da situagdo. Contudo, cada desenho tem caracteristicas
préprias que ndo sio representativas da classe. Porexemplo, um tridngulo acutdngulo
escaleno, que normalmente representaum tridngulo qualquer,nio apresenta angulos
rectos ou obtusos. Segundo Presmeg (Yerushalmy e Chazan, 1990, pp. 199-200) este
obsticulo “apanha os alunos na ratoeira do caso concreto de uma imagem ou desenho
que pode fazer pensar em detalhes irrelevantes, ou mesmo introduzir dados falsos™.
Por exemplo, alguns alunos consideram paralelos determinados segmentos de recta
de uma figura s6 porque estes o aparentam ser no desenho que a representa.

Desenhos tipo como modelos. Através da instrugio os alunos constroem conceitos
geométricos proprios que sio parciais (ndo incluem todos os aspectos da defini¢do)
ou sdo incorrectos (incluem atributos que ndo lhes pertencem). Esses conceitos sdo
fortemente influenciados pelos exemplos prototipicos das figuras, istoé, os exemplos
privilegiados que a investigagdo tem mostrado serem adoptados como modelos dos
conceitos geométricos (Hershkowitz, 1989). Por exemplo, na figura 2 os trés
tridingulos sdo rectingulos, mas A € o tridngulo rectingulo mais tipico.
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Figura 2. Tridngulos rectingulos sucessivamente mais dificeis de identificar.

Segundo Matos (1992b, p. 109) a construgio dos conceitos geométricos ndo é
apenas influenciada pelos exemplos prototipicos. Em certos casos tora-se necessa-
riauma “interpretagio dinmica que tenha em conta as acgdes que os alunos esperam
realizar quando se lhes pede que desenhem determinados elementos das figuras
geométricas”. Para essa interpretagio Matos (1992b, p. 99) utiliza a nogdo de guido
{script) desenvolvida por Schank e Abelson — “um guido € uma sequéncia coerente
de acontecimentos esperados pelo individuo, que o envolvem como participante ou
como observador”, Por exemplo, numa investigagio relatada por Hershkowitz
(1989), em que foi solicitado aos alunos que desenhassem diagonais de diferentes
poligonos, estes apenas tragaram diagonais contidas no interior dos poligonos
cdncavos (figura 3), isto € utilizaram o guido que lhes tinha permitido resolver o
problema em contextos semelhantes (Matos, 1992b).

= oA

Figura 3. ‘Diagonais’ desenhadas por alunos em polfgonos cdncavos.

Figuras, construgées geométricas e os AGD

Desde sempre, as construges geométricas constituiram uma forma de represen-
tar figuras em que se procura materializar as suas propriedades mais do que a sua
aparéncia. Os matematicos gregos cldssicos faziam construgdes utilizando apenas
régua e compasso, o que deu origem a interessantes problemas de Geometria. Por
exemplo, a construgdo de um segmento com o dobro do comprimento de um
segmento dado e de um quadrado com o dobro da drea de um quadrado dado, levaram
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ao problema da determinagio do lado de um cubo cujo volume fosse o dobro do
-volume de um cubo dado. Ao longo de varios séculos procurou-se a solugdo para este
problema que no final do século XIX se demonstrou ser impossivel de resolver
apenas com régua e compasso. Mas o principal interesse da procura de solugdes para
este problema, e para outros problemas de constru¢io geométrica, esteve na
investigacdo das figuras que propiciou e na descoberta das suas propriedades.

A realizagio e exploragio de construgSes geométricas, praticada pelos especia-
listas geémetras ao longos dos tempos, constitui uma forma poderosa de ensinar e
aprender a Geometria. Pode ser muito ampliada se recorrer aos AGD. Estas
ferramentas computacionais possibilitam a construgfo de figuras geométricas utili-
zando explicitamente as suas propriedades, mas, sobretudo, viabilizam a variagdo
dessas construgdes, proporcionando a visualizago de muitas e diferentes represen-
tagGes de uma figura. Por exemplo, no ambiente computacional dindmico Cabri-
géométre é possivel construir umlosangoutilizando propriedades das suas diagonais:
bissectam-se e s3o perpendiculares. Ao deslocar com o rato, no ecrd do computador,
os pontos de base dessa construgio, esta toma diferentes aparéncias mas conserva
sempre as propriedades referidas, bem como outras decorrentes dessas (por exem-
plo, os quatro lados iguais, os dngulos opostos iguais, etc.). A figura 4 tenta transmitir
esta ideia. Deslocando certos pontos (vértices) em A a construgdo adquiriu sucessi-
vamente as aparéncias B e C, mas manteve as propriedades do losango. Num AGD
é pois possivel materializarum losango qualquer, salientando as propriedades dessa
figura e néo s6 2 sua aparéncia.

—
\1/

Figura 4. Aparéncias da construg@o de um losango num AGD
obtidas por deslocagdo de vértices.

O processo utilizado para obter uma construgio num AGD determina a forma
como ela pode variar e as diferentes aparéncias com que pode ser visualizada.
Voltando ao exemplo do losango, também é possivel construi-lo colocando adequa-
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damente quatro pontos no ecri do computador, (0s vértices) e construindo os quatro
segmentos (os lados) definidos por esses pontos. No entanto a construgdo assim
obtida desmancha-se (Noss e outros, 1994), isto €, quando se desloca um desses
vértices perde a aparéncia da figura losango, uma vez que nio foi feita recorrendo
a uma descrigfio explicita das suas propriedades e relagdes geométricas caracteris-
ticas. No entanto, se se construirem os vértices do losango a partir de dois segmentos
de recta perpendiculares que se bissectamn, obtém-se um losango resistente (Laborde,
1993a), isto €, quando se manipula a construgfo, esta conserva sempre a aparéncia
do losango, mas, sobretudo, conserva as relagGes utilizadas para a fazer e permite
visualizar outras relagdes e propriedades decorrentes de essas.

Uma construgdo feita num AGD, visualizada no ecrd de um computador,
representa uma figura geomeétrica definida pelo conjunto de propriedades e relagoes
que se conservam invariantes através da manipulagdo. Na medida em que através
dessas constru¢des € possivel, por exemplo, visualizar figuras quaisquer, €las
adquirem um estatuto diferente das construgtes feitas em papel com régua e
compasso. Por isso Laborde (1993a) considera que estas novas representagdes
materiais dos conceitos geométricos estio “mais préximas” da nogfo tedrica de
figura geométrica.

Conjecturas e provas

Habitualmente os matematicos chamam prova ao raciocinio 16gico-dedutivo que
utilizam para estabeleceraverdade das suas afirmagdes e para comunicarem uns com
os outros. A prova € um argumento que convence alguém que sabe do assunto. Mas
é preciso ir mais ao fundo na questio. Se se analisar o papel da prova na actividade
dos mateméticos, em particular o facto de estes procurarem, de forma sistemitica,
novas demonstragdes para teoremas cldssicos — como € o caso, por exemplo, do
teorema de Pitdgoras — verifica-se que a prova leva também a colocagéo de novos
problemas e consequentemente a criagio de nova Matematica:

A prova tem vérios objectivos simultdneos. Sendo exposta ao escrutinio e ao julgamento de
uma nova audiéncia, a prova € sujeita a um processo constante de critica e revalidagio. Erros,
ambiguidades e equivocos sdo desfeitos pela exposi¢io permanente. [...] A prova, emltima
andlise, aumenta a compreensio, através da revelagdo do d&mago do assunto. A prova faz
surgir nova matemdtica. O jovem matemdtico que estuda provas chega mais perto do
processo de criagdo de nova matemdtica (Davis e Hersh, 1981, p. 151).

Esta nog@o de prova € influenciada pelas teses de Lakatos (1984) para quem a
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Matemitica ndo se desenvolveu num crescendo continuo do mimero de teoremas
indubitavelmente estabelecidos, mas através da melhoria incessante das conjecturas
gragas a especulagio e 2 critica, gragas 4 16gica das provas e refutagdes. Na criagio
da Matemadtica colocam-se problemas, fazem-se conjecturas, analisam-se exemplos,
apresentam-se contra-exemplos, refazem-se conjecturas; formula-se um teorema
quando se considera que este refinamento de ideias responde a uma questio
significativa.

Certas provas matemdticas, para além do sentido de convencer sobre o que se
sabe, t€m ainda outros dois: esclarecer sobre como se sabe e interessar em perceber
porque € que se sabe (Barbin, 1993). Duas experiéncias de ensino e aprendizagem
do teorema da soma das amplitudes dos 4ngulos internos de um tridngulo ilustram
estes diferentes sentidos da prova (Barbin, 1993). Primeiro um trabalho realizado por
Balacheff. Este autor prop6s uma sequéncia em que comegou por solicitar aos varios
grupos de alunos de uma turma que medissem e somassem as amplitudes dos dngulos
de vériostridngulos. Perante os diferentes valores obtidos pelos grupos, a demonstragio
(tradicional) do teorema apareceu como um meio de pdrtoda a turma de acordo sobre
o resultado. Mas essa no é a tinica raz3o pela qual se constroem conceitos e saberes
mateméticos. O primeiro objectivo do matemético é o de resolver os problemas,
aparecendo a prova com uma das ferramentas dessa resolugdo. Esta ideia estd
subjacente numa outra sequéncia didictica proposta por Dina van Hiele. Os alunos
comegaram por explorar pavimentagdes do plano, o que lhes permitiu organizar os
conhecimentos geométricos em drvore genealégica. Comegaram por comprovar
experimentalmente a igualdade dos angulos em escadas e serras (figura 5) — os
antepassados — e a partir dai deduziram as proposigdes geométricas.

L A

Escada Serra
Figura 5. Igualdade de dngulos em Escadas e Serras.

O valor da soma das amplitudes dos Angulos de um tridngulo apareceu a propdsito
do problema dos nés de uma pavimentagdo triangular (figura 6). Esse saber
justificou-se pela necessidade de assegurar o bom pegamento da pavimentagfo e a
demonstragio surgiu quando se tratou de encontrar os antepassados na drvore da
Geometria. Ao contrério da situagfo tradicional, em que a recta auxiliar usada nesta
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demonstragio, paralela a um dos lados do tridingulo e passando pelo vértice oposto,
aparece como que por magia, nesta sequéncia didictica foram os alunos quem
descobriu a sua necessidade.

Figura 6. Pavimentag#o triangular e a soma das amplitudes
dos angulos internos de um tridngulo.

Esta forma de ensino revela uma concepgéo construtivista do conhecimento
matematico na medidaem que, a partir de situagdes probleméticas, permite construir
ao mesmo tempo conceitos e demonstragdes. A actividade de demonstrar ndo tem
como objectivo apenas convencer mas procura também compreender comos €
porqués. A demonstragdo aprende-se por etapas em que o seu sentido €
progressivamente esclarecido,

O modo como a demonstragdo € tradicionalmente apresentada aos alunos ndo
facilita a sua aprendizagem. Considera-se a Geometria como o tépico privilegiado
para a aprendizagem da prova, mas, para comegar, propde-se-lhes que provem
propriedades féceis de visualizar, o que os confunde sobre o papel da demonstragdo
em Matemadtica (Dreyfus e Hadas, 1987).

Muitos alunos obtém conclusdes a partir de acgdes realizadas sobre um niimero
reduzido de casos. Porexemplo, deduzem que amediana divide um tridngulo em dois
tridngulos com a mesma 4rea a partir de medigGes efectuadas em trés trisngulos.
Outros consideram que uma prova se refere a um tnico caso, aquele que esti
especificamente representado no desenho associado a essa prova. Esses alunos néo
tém em conta o aspecto genérico dos desenhos nas provas geométricas. Ndo
compreendem que a validade da conclusdo se pode generalizar a todas as figuras que
satisfazem os dados. Alguns alunos rejeitam esta ideia ao ponto de considerarem que
uma prova dedutiva nfo € suficiente para garantir a nio existéncia de contra-
exemplos (Chazan, 1993). A prova matemética aparece, em iiltima andlise, como
uma espécie de retrica especifica para a aula de Matemdtica, o que leva os alunos
anfio se empenharem na realizagio de provas, ndo porque nio sejam capazes de o
fazer, mas porque nio véem qualquer razdo para o fazer (Balacheff, 1991a).
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O sucesso ou o insucesso na produgfo de provas também aparece associado ao
nivel de van Hiele de desenvolvimento de raciocinio geométrico dos alunos. No
Nivel 1 (Visual) os julgamentos dos alunos baseiam-se apenas nos modelos das
figuras que observam. Por exemplo, podem dizer que uma dada figura é um
rectingulo porque parece uma porta. No Nivel 2 (Descritivo/Analitico), embora
continuem a observar ou a visualizar representagdes das figuras, baseiam os seus
julgamentos na rede de relages nelas representadas. Por exemplo, um aluno pode
pensar num losango como uma figura com os quatro lados iguais. Neste Nivel sdo
capazes de estabelecer e reflectir sobre relagdes entre figuras, mas ainda ndo sdo
capazes de perceber o que significa dizer que uma propriedade decorre de outra. Nos
Niveis 1 e 2 os alunos ndo duvidam da validade das suas observagdes empiricas, pelo
que ndo atribuem significado a prova, véem-na como a justificagdo do ébvio. O
raciocinio dedutivo ocorre primeiramente no Nivel 3 (Abstracto/Relacional), quan-
do se estabelece a rede de relagdes 16gicas entre propriedades dos conceitos. Por
exemplo, podem dizer que um quadrado é um losango porque é um losango com
algumas propriedades extra (Battista e Clements, 1992).

Conjecturas, provas e os AGD

A grande maioria das propriedades das figuras geométricas pode ser (re)descoberta
através do seguinte método heuristico, proposto por Schumann (1991), que parte da
realiza¢do de construgdes geométricas e coloca o desafio de perceber porque € que
essas construgdes funcionam e descobrir as suas consequéncias:

1. Descoberta indutiva de teoremas através de construgdes graficas.

* Resolugio de um problema adequado de constru¢do. Resultado: uma confi-
guragdo* geométrica.

* Anilise do resultado da construgio (também através da inclusdo e destaque de
elementos essenciais, obtidos através de medicdes e de calculos baseados em
medi¢des). Resultado: uma primeira suposigéo.

* Realizagdo de novas construgdes que tenham em considerag@o casos diferen-
ciados e verificagdo da suposi¢do nessas construgdes. Resultado: confirmagéo
da suposi¢do com a formulagdo de um primeiro teorema ou negagdo da
suposigdo.

2. Descoberta e apresentagdo da prova.

« Necessidade da prova: motivagio.

* Anilise do problema: estabelecer as hipéteses e a tese.

» Aplicagio de métodos heuristicos para descobrir provas (avangar da hipétese
para a tese, trabalhar em sentido contrdrio, raciocinar por analogia com outras
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provas, etc.).
» Documentacio da prova tendo em vista a sua compreensao.
3. Tratamento do teorema e da prova (metabase).
» Discusséo e explicagdo da metodologia para descobrir teoremas e provas.
¢ Aplicagido de métodos heuristicos, como especializagio, generalizagio,
comparagio, inversdo, para produzir novas afirmagoes.

(Re)descobrir propriedades geométricas com recurso apenas as ferramentas
classicas tem trés grandes inconvenientes: o tempo que se gasta na construgdo deum
nimero suficientemente grande de exemplos relacionados com a propriedade, com
frequéncia pouco precisos; o tempo que se gasta narealizagio de medig¢oes e calculos
pouco precisos; as construgdes resultantes sdo estaticas e apenas podem ser tornadas
flexiveis por meio da imaginagfo. Se a exploragdo das construgdes se fizer com
recurso aos AGD ultrapassam-se estes inconvenientes. Realizando uma construgdo
geométrica e observando as suas modificagdes, feitas em tempo real e segundo
critérios do proprio utilizador, este pode perceber que caracteristicas permanecem
invariantes, quais as que se modificam, fazer experiéncias que Ihe permitam
compreender as causas das invaridncias, em suma, investigar as propriedades
geométricas das figuras num permanente vai ¢ vem entre indugdo e dedugdo,
adaptando os métodos antigos a dindmica do mundo actual.

A investigagdo (Battista e Clements, 1992) mostra que o trabalho de alunos que
utilizaram ambientes geométricos computacionaistemuma qualidade manifestamente
superior a usual. Ultrapassaram os contetidos de Geometria habituais, reinventaram
defini¢des, fizeram conjecturas, colocaram e resolveram problemas significativos e
desenvolveram provas originais. A formulag@o de conjecturas nem sempre acontece
facilmente e, por vezes, causa mesmo frustagdo, sobretudo na fase inicial em que
constitui um tipo de actividade com que a grande maioria dos alunos estd pouco
familiarizada. A for¢a daevidéncia das imagens constitui um obsticulo a necessidade
da feitura de uma prova para validar uma conjectura. Principalmente os alunos mais
fracos formulam generalizagdes e consideraram-nas automaticamente validas com
base nos poucos casos por eles experimentados, mas, a pouco e pouco, passam da
elaboragdo de generalizagdes por testagem de um mimero de casos particulares para
a testagem de casos mais gerais. No final muitos alunos fazem conjecturas e sentem
a necessidade de as justificar. Alguns percebem que os teoremas por si descobertos
necessitam de ser provados antes de serem aceites como verdadeiros, ao contrdrio do
que acontece com os teoremas dos livros de texto.

Observagdes anédlogas sdo também referidas por Saraiva (1992) num estudo que
realizou com alunos do 102 ano de escolaridade, sobre exploragio de figuras
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geométricas em computador, formulagdo de conjecturas e respectiva prova. Este
autor salienta, em particular, o facto de alguns alunos conseguirem entender a
importdncia da prova formal como meio de estabelecer a verdade matemdtica,
principalmente no sentido de elucidar porque € que essa verdade acontece.

Novas perspectivas para abordar a Geometria

Os alunos do estudo referido em cima (Saraiva, 1992) tiveram um contacto com
a Geometria bastante diferente do habitual em escolas portuguesas. De facto, t€ém
estado arredadas dos nossos curriculos, e da maioria das nossas salas de aula,
abordagens experimentais da Geometria assentes num vai e vem entre indugfo e
dedugio.

A Nova Reforma criou uma oportunidade para alterar esta situagdo. Foi assim
que, tendo como referéncia algumas das suas propostas, se concebeu um modelo de
abordagem da Geometria que, a partir da exploragfo de figuras geométricas no ecrd
do computador através de processos dinimicos, visava levar os alunos a familiari-
zarem-se (Teodoro, 1993) com as fighras geométricas, as suas propriedades e
aplicagdes.

Descreve-se a seguir como isto foi concretizado.

A Geometria no curriculo da Nova Reforma

O ensino e aprendizagem da Geometria em Portugal, como em muitos outros
paises, atravessou uma séria crise, em grande parte consequéncia do movimento da
Matemdtica Moderna que trouxe para o seu estudo o cardcter excessivamente formal
e abstracto da teoria de conjuntos. Anteriormente 3 Nova Reforma a Geometria
reduzia-se na prética ao estudo de transformagdes geométricas e algumas das suas
propriedades. Mas quase sempre esses contetidos eram empurrados para o final do
ano lectivo, sendo apresentados bastante d pressa e de um modo muito formal e
tedrico, subestimando-se a exploragio de problemas geométricos através de
abordagens intuitivas e manipulativas.

O reconhecimento dessa situagdo levou os autores dos novos programas a
‘recuperar’ a Geometria e a dar-lhe ai um lugar de destaque (Lobato, 1992). Como
refere esta co-autora dos programas do Ensino B4sico, este nivel de ensino privilegia
o desenvolvimento do conhecimento do espago baseado sempre na experimentago
sobre figuras. Nesta linha, indicam-se como objectivos os seguintes (DGEBS,
1991a, p. 11):
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« Identificar, descrever e comparar figuras geométricas.

« Conhecer e aplicar propriedades e relagdes geométricas, nomeadamente a igualdade e a
semelhanga na andlise de figuras e na resolugdo de problemas.

« Realizar construgdes geométricas usando instrumentos adequados.

* Efectuar medigdes em situagdes reais com a precisdo requerida ou estimando a margem de
erro.

Aplicar conhecimentos sobre perimetros, 4reas e volumes na resolugdo de problemas.
« Reconhecer e aplicar simetrias, translages e rotagdes a um estudo dindmico do plano.

Mas a parte mais inovadora desses programas sio as metodologias que recomen-
dam, as quais implicam o envolvimento activo do aluno na construgdo do seu
conhecimento geométrico. Por exemplo, o programa do 7° ano refere (DGEBS,
1991a, p. 15):

Pretende-se, na Geometriado 7° ano, fornecer umconjunto de conhecimentos bsicos a partir
de actividades de medigdo e construgio e simultaneamente ir propondo situagdes tais que,
através da andlise e comparagdo de figuras, o aluno possa efectuar raciocinios dedutivos e
indutivos, justificando propriedades simples, prevendo outras, comparando e sistematizando
conhecimentos adquiridos fazendo eventualmente alguma demonstrago desde que esta seja
posta como um problema e encarada como um desafio.

Aoresolverproblemas geométricos, individualmente ou em grupo— através de construgdes,
fazendo experi€ncias, seleccionando estratégias, formulando hipéteses, descrevendo processos
e justificando o modo de proceder — o aluno vai desenvolvendo ndo s6 a capacidade de
raciocfnio como também a capacidade de comunicagdo.

Estas mesmas ideias sdo desenvolvidas nos programas do 82 ano e do 92 ano
(DGEBS, 1991a, pp. 31 ¢ 47), e também no programa do Ensino Secundério
(DGEBS, 1991b).

A Geometria através de constru¢oes em AGD

Foi com este pano de fundo que se concebeu e implementou uma experiéncia de
ensino, a que se deu o nome Cabri 9° 5 - Exploracdo de Construcoes em AGD, que
visou o ensino e¢ aprendizagem da unidade Geometria no Plano no 9° ano de
escolaridade e que utilizou como recurso o Cabri-géometre. Esta experiéncia teve
como ideia-chave a exploragio de figuras geométricas pelos préprios alunos através
da realizagfo, justificagdo e investigagdo de construgdes resistentes, isto €, que
conservassem determinadas caracteristicas através do arrastamento.

Uma vez que normalmente os alunos ndo sdo peritos em colocar e resolver
problemas, e podem mesmo ndo ter os conhecimentos geométricos necessdrios para
elaborar argumentos dedutivos nem a capacidade de procurar respostas gerais, as
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actividades de construgio podem ser um bom ponto de partida para os iniciar na
actividade tipica dos geémetras, (Yerushalmy, Chazan e Gordon, 1990). Tendo isto
em conta, comegou-se por solicitar aos alunos a realizagdo de actividades que, de
forma mais ou menos directa, propunham a construgdo de figuras geométricas.
Através de um processo heuristico, gerado pelo feedback proporcionado pelo
arrastamento do rato, os alunos executavam a construgdo no ecrd do computador e
corrigiam-na até obterem as caracteristicas da figura pretendida. A regra de resisténcia
ao arrastamento obrigava-os a imaginar um processo de fazer a construgdo que
tivesse subjacente uma descrigio da figura em termos das suas propriedades e ndo
se baseasse apenas na sua aparéncia.

Se se limitar o trabalho num AGD 2 realizagio de construgdes que nio se
desmanchem, corre-se o risco de se reduzir a actividade geométrica ao
desenvolvimento de algoritmos mecanizados (Battista e Clements, 1992). Para
conseguir que os alunos reconhecessem explicitamente propriedades das figuras e
estabelecessem o seu relacionamento e ordenagio l6gica, solicitou-se que justificas-
sem as construgdes, isto &, que explicitassem razdes por que a construgdo funciona-
va. Considerou-se, neste caso, a justificagdo como actividade mateméticando sé com
sentido de convencer da validade da construgdo, mas sobretudo de esclarecer como
tinha sido feita e de interessar em perceber porque é que se tinha sabido fazer. A
justificagdo de uma construgdio aparecia, neste contexto, COmo uma prova que
explica (Chazan, 1993), tipo de provas que este autor considera particularmente
adequadas para introduzir os alunos na necessidade da prova matemdtica.

Para aprofundar a actividade geométrica dos alunos, para além da dedugdo de
propriedades das figuras j4 conhecidas, propds-se também a pesquisa de outras
propriedades, induzidas por observagdo da transformagdo das construgdes através
do arrastamento. Solicitou-se que investigassem algumas das suas construgées, que
tentassem descobrir novas propriedades das figuras representadas e ainda que
justificassem algumas das propriedades que descobriram.

Neste quadro as propriedades geométricas apareceram aos alunos como um
recurso para a resolugio de actividades especificas, € ndo como “uma coisa” que
tinham de decorar e aplicar de forma rotineira.

Com a realizagdo dessas actividades esperava-se que, progressivamente, os
alunos identificassem propriedades das figuras geométricas, as ordenassem e
estabelecessem relagdes entreelas. Poroutras palavras, considerou-se que a exploragao
de construgdes em AGD, na perspectiva tripla: realizagdo, justificagdo e investiga-
¢do, poderia constituir uma estratégia de intervengio poderosa, no sentido de De
Corte (1992), para o desenvolvimento do raciocinio geométrico, em particular tendo
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em conta o modelo de van Hiele.
O modelo didictico implementado est4 esquematizado na figura 7.

Figura
nova nova
(desenho, texto, problema...) o
Realizacfio da Validag&o através da
construgéo - manipulag&o
4 ) F )
Justificagéio da Investigacéio da
construcéo construgéo
] t - !
Deduggo de Indug&o de novas
propriedades propriedades
. ) —)

Figura 7. Uma abordagem da Geometria via construgdes em AGD

A experiéncia Cabri 9° 5

Aexperiéncia de ensino Cabri 925 teve lugar numa turma do 9° ano® de umaescola
secundiria dos arredores de Lisboa, no ano lectivo 1992/93. A unidade Geometria
do Plano foi leccionada intercalando aulas em que a professora da turma apresentou
conceitos e propriedades geométricas novos, com outras aulas em que os alunos
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realizaram actividades de construgfo de figuras geométricas e de exploragio dessas
construgdes (actividades essas que foram concebidas no quadro do modelodidéctico
descrito na secg@o anterior).

A experiéncia ocupou vinte e quatro aulas, em duas fases. A primeira fase
decorreu a meio do Segundo Periodo do ano lectivo e ocupou cinco aulas. Nesta fase,
para além de testar condigdes logisticas, tiveram-se como principais objectivos
habituar os alunos a trabalhar em grupo e proporcionar-lhes um primeiro contacto
com o Cabri-géométre. Assim, na primeira aula apresentou-se este programa
computacional, tendo-se, desde logo, discutido a questdo das construgdes que se
desmancham ou nfo. Nas restantes aulas os alunos realizaram construgdes de um
tridngulo rectingulo, de um rectingulo e de um tridingulo com os lados paralelos a
outro. Descreveram os processos que utilizaram para obterem construgdes resistentes
destas figuras e comegaram a fazer pequenas exploragGes (descobriram que podiam
transformar a construgfo do rectangulo num quadrado e verificaram que os angulos
de dois tridngulos com os lados paralelos sdo iguais). As actividades foram propostas
por meio de fichas de trabalho elaboradas pela professora da turma e pela
investigadora®.

As dezanove aulas que constituiram a parte principal da experiéncia realizaram-
se no Terceiro Perfodo do ano lectivo. Alternaram entre realizagdo de actividades na
sala dos computadores (CEM - onze aulas) e discussdo das fichas de trabalho e
apresentagdo de novos conceitos e propriedades na sala habitual (SH - oito aulas).
Em média duas das quatro aulas semanais foram na sala dos computadores.

Para trabalhar nos computadores os vinte e oito alunos da turma formaram oito
grupos (ndmero de postos computacionais disponiveis). Nas aulas que tiveram lugar
na sua sala habitual os alunos mantiveram os lugares usuais, onde trabalhavam aos
pares na resolugfo de exercicios e problemas sempre que era caso disso.

A investigadora participou em todas as aulas da experiéncia. Nas que utilizaram
o computador, acompanhou o trabalho dos grupos, dialogou com eles, apoiando-os
na explicitago das suas ideias e na ultrapassagem de dificuldades.

O quadro 2 resume as aulas realizadas. Como se pode ver, na segunda fase, mais
ou menos a meio e no final, os alunos realizaram duas fichas de Avaliagdo (cuja
classificagéo foi tida em conta na sua classificagfo final). Estas fichas foram feitas
com recurso ao Cabri-géomeétre. Para a ficha Avaliagdo 1 os alunos mantiveram os
seus grupos habituais. Parafazerem a ficha Avaliagdo 2 ainvestigadora e a professora
da turma formaram pares. Para cada par escolheram-se alunos de nivel idéntico e que
estivessem habituados a trabalhar juntos.
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Quadro 2. Resumo das aulas realizadas.

Ne® Data Local Sumdrio

Primeira fase ‘

1 09.03.93 SH Figuras semelhantes. Semelhanga de tridangulos

2 11.03.93 CEM  Apresentagdo do Cabri-géometre; exploragio livre

3 12.03.93 CEM Triangulo rectdngulo (ficha 1)

4 15.03.93 CEM Rectingulo (ficha 2)

5 16.03.93 CEM Rectingulo (ficha 2). Tridngulos de lados paralelos (ficha 3)
Segunda fase

1 23.04.93 CEM Tridngulos e quadrildteros com os lados iguais (ficha 4)

2 26.04.93 CEM Tridngulos com dois lados iguais (ficha 5)

3 270493 SH Classificagdio e propriedades dos tridngulos (ficha 6)

4 29.04.93 CEM Hexdgonos e triingulos inscritos em circunferéncias (ficha 7)

5 03.05.93 SH Angulo ao centro, corda e arco correspondente. Angulo inscrito
6 04.05.93 CEM Avaliagdo 1

7 10.05.93 SH Propriedades do dngulo inscrito (ficha 8)

8 13.0593 CEM Propriedades da mediatriz. Circunferéncia circunscrita (ficha 9)
9 14.0593 SH Propriedades da mediatriz

10 17.0593 CEM Aplicagdes da mediatriz e circunferéncia (ficha 10)

11 180593 SH Propriedades geométricas em circunferéncias

12 20.0593 CEM Aplicagdes das propriedades das circunferéncias (ficha 11)

13 21.0593 SH Angulos com o vértice na circunferéncia

14 24.0593 CEM Distincia de um ponto a uma recta. Bissect. de um angulo (ficha 12)
15 25.0593 SH Angulos excéntricos da circunferéncia

16 27.0593 CEM Incentro de um tridngulo (ficha 13)

17 28.0593 SH Revisdes

18A 31.0593 CEM Avaliagdo 2 (metade da turma)

18B 01.06.93 CEM Avaliagiio 2 (metade da turma)

Experiéncia de ensino uma metodologia para estudar processos

desenvolvidos por alunos

A investigagdo levada a cabo visava descrever e interpretar processos desenvol-
vidos por alunos para fazer e explorar construgdes de figuras geométricas com
recurso a um AGD. Pretendia-se observar esses processos como acontecem em
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tempo real e no seu contexto habitual, e ainda intervir no seu desenvolvimento
ensaiando diferentes vias de actuagfo, como normalmente o professor faz.

Tendo em conta estes objectivos, considerou-se adequado implementar uma
experiéncia de ensino (teaching experiment), “poderosa metodologia de investiga-
¢do construtivista” (Lesh, Amit e Kelly, 1994, p. 160) “utilizada na formulagio de
explicagdes do comportamento matemadtico das criangas” (Cobb e Steffe, 1983, p.
83) que tem como objectivo “’apanhar’ os processos no seu desenvolvimento e
determinar como € que o ensino pode influenciar de maneira optimizada esses
processos” (Kantowski, 1978, p. 45).

Esta caracterizagdo de experiéncia de ensino desfaz qualquer associagio apres-
sada com a. nogio de estudo experimental, que o nome possa sugerir. Essas
investigagdes visam determinar as causas dos fenédmenos que estudam, formuladas
através de hipdteses sujeitas a experimentagdes laboratoriais. As experiéncias de
ensino, como aqui se consideram, t€m como finalidade descrever e interpretar
processos de desenvolvimento dos fenémenos sobre que se debrugam, induzidos por
meio de intervengdes planificadas.

Origens e desenvolvimento das experiéncias de ensino

Esta abordagem metodoldgica remonta aos trabalhos de Vygotsky e de outros
psicélogos e pedagogos soviéticos seus contemporineos. Mais tarde as experi€ncias
de ensino foram retomadas por investigadores norte americanos preocupados em
estabelecer pontes entre a investiga¢@o educacional e a realidade das salas de aula.
Kantowski (1978) promoveu uma ampla divulgacdo desta metodologia de
investigag#o, que usou na sua tese de doutoramento para estudar o desenvolvimento
de capacidades na resolugdo de problemas em Geometria. Outros autores norte
americanos seguem as propostas de Kantowski, desenvolvem teoricamente as
experiéncias de ensino e utilizam-nas nos seus estudos, principalmente Cobb e Steffe
(1983).

Recentemente vérios autores advogam as experiéncias de ensino como forma
adequada de efectuar estudos em contextos de salas de aula reais. Por exemplo, Lesh
e outros (1994) fazem a sua apologia no estudo do desenvolvimento do conhecimento
matematico e das capacidades de alunos e professores.

Caracteristicas das experiéncias de ensino

Identificam-se na literatura trés caracteristicas gerais das experiéncias de ensino.
Em primeiro lugar a sua natureza longitudinal. “Uma caracteristica geral das
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experiéncias de ensino € a interacgfio ‘longo prazo’ entre os experimentadores € um
grupo de criangas” (Cobb e Steffe, 1983, p. 87), que duram normalmente periodos
de seis semanas a dois anos. Também Kantowski (1978, p. 46) refere que o
“tratamento instrucional” € aplicado e os dados sdo recolhidos num extenso periodo
de tempo.

Uma segunda caracteristica € o estudo dos processos de passagem dindmica de
um estado de conhecimento para outro. Embora tenha importancia o que os alunos
fazem, o maior interesse estd em como o fazem (Cobb e Steffe, 1983). Para
Kantowski (1978, p. 45) ‘dinimica’ caracteriza numa palavra a experiéncia de
ensino, uma vez que € “o movimento da ignorancia para o conhecimento, de umnivel
de operagdo para outro, de um problema para uma solugdo” que interessa os
investigadores. A terceira caracteristica é a natureza qualitativa dos dados. Os dados
qualitativos emanam de duas possiveis fontes. A primeira sdo episddios de ensino
(teaching episodes), nos quais os dados tomam a forma de trocas textuais entre o
professor e os alunos, bem como descrigdes dos contextos instrucionais e das
respostas dos alunos nesses contextos. A segunda fonte sdo entrevistas clinicas
conduzidas em momentos seleccionados da experiéncia de ensino (Cobb e Steffe,
1983). Estes autores salientam que nos seus estudos colocaram a énfase em episédios
de ensino, pois estes proporcionaram-lhes as melhores oportunidades para investigar
as constru¢des mateméticas dos alunos. Dada a sua natureza, os resultados das
experiéncias de ensino sdo apresentados normalmente na forma de narrativas que
incluem andlise dos comportamentos observados e conclusdes retiradas dessa
andlise (Kantowski, 1978).

Recolha e tratamento de dados na experiéncia Cabri 9° 5

Para caracterizar os processos desenvolvidos pelos alunos que constituiam o
objectivo especifico deste estudo, a principal fonte de dados foram sete episédios de
ensino (Cobb e Steffe, 1983) realizados com pares ou trios de alunos de cada um dos
grupos da turma. Os episédios de ensino aconteceram durante a segunda fase da
experiéncia. Quatro mais ou menos a meio e os outros trés perto do final, de acordo
com as disponibilidades dos alunos. Todos os episédios obedeceram 3 mesma
planificagdo geral, que teve a preocupagio de respeitar as condi¢des de trabalho
habituais dos alunos. A investigadora prop6s a cada grupo que refizesse e discutisse
algumas das actividades que tinha resolvido nas aulas, nomeadamente aquelas em
que detectou particularidades relevantes na resolug@o: dificuldades, contradigdes ou
resolugdes inesperadas. Cada episédio terminou com a resolugio de uma actividade
nova. Durante a realizagio das actividades a investigadora questionou bastante os
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alunos para os levar a falar sobre o que estavam a fazer, mas também lhes deu
sugestdes, para ultrapassarem dificuldades e para os levar a reflectir de forma mais
aprofundada sobre os seus processos de resolugioe para os ajudara verbalizaras suas
ideias. Segundo Kantowski (1978) em estudos deste tipo € aceitdvel dar sugestdes
aos sujeitos, de modo a serem observadas as aprendizagens que ocorram durante a
situagdo de testagem.

Para cadaum dosepisddios de ensino elaborou-se um guido’, 0 qual apenas referia
as actividades a propor, seleccionadas das fichas que os alunos ji tinham resolvido
e ainda uma actividade nova. A forma como a discusséo das actividades seria feita
ndo estava estruturada, acontecia em fungio dos desempenhos dos alunos. Assim,
por vezes, optou-se por seguir ou aprofundar ideias dos alunos e abandonar
actividades pré-seleccionadas.

Os episédios de ensino ficaram registados em video. Dificuldades de ordem
técnica na realizagdo das gravagdes estiveram na origem de terem sido realizados
extra-aula e com um méximo de trés alunos por grupo. Mas essa contingéncia
revelou-se enriquecedora, uma vez que permitiu 2 investigadora concentrar a sua
atengdo num tnico grupo de alunos durante um maior periodo de tempo e leva-los
a aprofundar o seu trabalho, ao contrério do que acontecia normalmente nas aulas,
em que a maioria dos alunos tinha tendéncia para “despachar” depressa as tarefas
propostas.

O acervo dos dados recolhidos foi submetido a técnica de analise de contetido,
visando a formulag#o de categorias que permitissem descrever, analisar e interpretar
os processos desenvolvidos pelos alunos para realizar, justificar e investigar cons-
trugOes geométricas. Para o efeito nio se dispunha de um sistema de categorias pré-
definido. As categorias obtidas (quadro 3) emergiram dos dados e foram refinadas
em diferente etapas de andlise.

A partir destas categorias e sub-categorias foi possivel caracterizar a Geometria
que os alunos participantes neste estudo fizeram, como se mostra a seguir.
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Quadro 3. Categorias de andlise.

Aparéncia das construgdes

Construgdes Percursos de construgdo
Construgdes resistentes
Descrigdo das construgoes

Justificagdes Tipos de justificagio

Obstéculos na justificagdo das construgdes
Observagao de relagoes invariantes explicitadas
Orientagdo da investigagio de construgdes

Investigagdes Destaque dado s relages que variam
Ultrapassagem de obstdculos visuais
Apropriagdo de uma investigagdo aberta
Formulagdo de conjecturas

Construgoes +
Justificagdes + Utilizagdo da manipulagdo
Investigagbes

A Geometria feita por alunos com recurso a um AGD

Nesta seég:io referem-se os processos desenvolvidos pelos alunos para fazerem
construgbes geométricas, justificarem os processos de construgio utilizados e para
investigarem as suas constru¢des com vista a (re)descoberta de propriedades das
figuras.

Realizacdo de construgdes geométricas

Na experiéncia que se implementou propuseram-se aos alunos diversas activida-
des de construgio geométrica, verificando a regra da resisténcia. Uma construgio
deveria basear-se em propriedades e relagdes da figura que pretendia representar de
modo a conservar as suas caracteristicas através da manipulagio, e ndo “copiar”
apenas a sua aparéncia, desmanchando-se em seguida.

A realizagdio de construgdes geométricas com recurso ao computador suscitou a
adesdo da grande maioria daqueles alunos, sobretudo dos que participaram nos
episddios de ensino. Sentiram que foram capazes de fazer as actividades propostas,
ainda que em alguns casos necessitassem de apoio, ao contrério do que acontecia
com muitas actividades nas aulas habituais, como afirmaram expressamente alguns
alunos (Junqueira, 1994).

Sobre os processos de construgio desenvolvidos destacam-se os pontos seguin-
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1. Aaparéncia das figuras geométricas, considerada no sentido do Nivel 1 de van
Hiele, foi preponderante nas construgdes que os alunos fizeram. Indicadores desta
tendéncia foram, porum lado, a necessidade, manifestada por quase todos os alunos,
de reproduzir os desenhos propostos nas fichas de trabalho; por outro lado, a
preferéncia manifestada pelarealizagfo de construgdes com a aparéncia de exemplos
prototipicos das figuras geométricas (Hershkowitz, 1989), principalmente colocando-
as na posigao preferida, horizontal/vertical (Matos, 1992b).

O “conhecimento cultural” (Laborde, 1993a, p. 66) que os alunos constroem
sobre as figuras geométricas leva-os a reconhecerem-nas e a analisarem-nas mais
facilmente quando sio representadas em posi¢des familiares. Por outro lado, a
maioria dos alunos gostava de apresentar “construgdes bonitas”, como eles préprios
diziam, e condicionalismos culturais faziam-nos considerar visualmente “mais
bonitas™ as constru¢Ges na posigéo preferida (tendo em conta as imagens gréficas no
ecrd do computador).

Por exemplo, para obter um quadrado inscrito numa circunferéncia, um grupo de
alunos comegou por fazer a construgio na posigio sugerida pela ficha (figura 8A),
mas posteriormente rodaram o quadrado e colocaram-no com dois lados na horizontal
(figura 8B). Interrogados sobre se a construg@o deixava de representar um quadrado
por estar numa ou noutra posi¢ao responderam que ndo, mas que estavam “mais
habituados aquela forma de quadrado, [em A] parecia mais um losango”.

\-,\

Figura 8. O quadrado B ¢ mais tipico do que o quadrado A.

A observagio das construgdes com muitas e variadas aparéncias no ecrd do
computador levou muitos alunos a generalizar os seus conceitos sobre as figuras
geométricas exploradas durante a experi€ncia de ensino — tridngulos, quadrilateros
e circunferéncia —, ¢ a atribuirem menos importancia a aparéncia das figuras.

Por exemplo, numa actividade da ltima ficha (Avaliagdo 2) apareceram tridingu-
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los rectingulos nas posigdes indicadas na figura 9.

SO DS

Figura 9. Tridngulos rectdngulos em diferentes posigoes.

2. Para fazerem as suas construgGes os alunos utilizaram processos de construgo
diversificados. Descobriram esses processos seguindo determinados percursos que
se agruparam nos quatro tipos descritos a seguir.

 Construgdes que se desmancham. Os alunos obtinham uma construgfo que se
desmanchava, aparentemente com as caracteristicas solicitadas, mas que nfio
resistia & manipulagfo, e ficavam-se por ai.

* Construgoes que se desmancham, depois resistentes. Os alunos comegavam
por fazer uma construgfo que se desmanchava, manipulavam-na e observavam
a nio conservagdo das caracteristicas da figura. A partir dai descobriam
processos de obteruma construgio resistente, utilizando propriedades e relagdes
geométricas.

» Construgdes resistentes com ensaios. Os alunos ensaiavam varios processos
para obter uma construgfio resistente, em que utilizavam propriedades e
relagbes geométricas.

« Construgoes resistentes sem ensaios. Os alunos, sem fazerem quaisquer
ensaios, obtinham uma construgio resistente, em que utilizavam propriedades
e relagdes geométricas da figura.

Os dois primeiros tipos de percursos tém em comum o facto de os alunos terem
comegado por fazer tentativas que se desmanchavam, o que ndo acontece nos dois
ultimos, em que os processos de constru¢do recorreram a propriedades e relagdes
geométricas. No entanto, a classificagdo dos percursos feita nio deve ser entendida
hierarquicamente. Os mesmos alunos utilizaram um ou outro desses percursos em
diferentes situagdes, consoante a figura a construir lhes era mais ou menos familiar.

3. Até ao final da experiéncia apareceram constru¢Ses que se desmanchavam.
Para alguns alunos a necessidade de obter construgdes que ndo se desmanchassem
terd sido uma regra de jogo de que ndo compreenderam a necessidade. Mas, noutros
casos, o regresso pontual a construgdes que se desmanchavam pode considerar-se
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uma “alteragao de tarefa” (Laborde, 1993a) resultante da necessidade de apresentar
uma resposta, em situagdes em que os alunos nio eram capazes de descobrir outra
solugdo.

A maioria das construgdes realizadas comegaram por se desmanchar, mas depois
transformaram-se em resistentes. A realiza¢do de construgbes temporarias que se
desmanchavam e sua manipulaggo pode ser considerada um mecanismo auxiliar que
apoiava os alunos na realizagdo de construgdes resistentes, mais definitivas, o que
¢ afinal a ideia da colocagfo de andaimes (scaffolding) como referem Noss e outros
(1994).

A visualizagdo das suas ideias espelhadas no ecrd do computador (Schwartz,
1989) permitiu aos alunos, por um lado, perceber a incorrecgio das construgtes
quando estas se desmanchavam, e, por outro, testar a adequagio das suas ideias para
resolver os problemas em causa.

Por exemplo, para construir um quadrado com os lados tangentes a uma
circunferéncia, varios grupos comegaram por construir dois ou mais pontos sobre a
circunferéncia e astangentes i circunferéncianesses pontos (figura 10A). Deslocaram
os pontos sobre a circunferéncia de modo a colocarem tangentes comnsecutivas,
aparentemente, perpendiculares. A partir dessas tentativas descobriram que se os
quatro pontos de tangéncia fossem os extremos de dois didmetros perpendiculares
a perpendicularidade das tangentes ndo se desmanchava (figura 10B).

Figura 10. Tentativas para construir um quadrado com os lados tangentes a uma circunferéncia.

Para realizar certas construgdes resistentes os alunos inventaram processos que
depois passaram a repetir em novas construgdes — guides, segundo Matos (1992b).
Esses guides tiveram um papel significativo no trabalho dos alunos, na medida em
que lhes facultaram uma forma de iniciar as actividades propostas, ¢ também uma
certa “economia de pensamento” (Matos, 1994). No entanto, com frequéncia, esses
guides eram usados de forma automdtica, sem que os alunos tivessem muito
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explicitas as propriedades e relagGes geométricas que lhes estavam subjacentes.

Os guides e a aparéncia visual pareciam garantir aos alunos a validade das suas
construgdes.

Por exemplo, para obter o centro de uma circunferéncia os grupos adaptaram um
algoritmo seu conhecido. Anteriormente tinham construido e observado que as
mediatrizes dos trés lados de um tridngulo se intersectavam no mesmo ponto, o
centro da circunferéncia circunscrita. Para resolver o novo problema todos os grupos
inverteram esta situagdo, baseados no efeito visual familiar daquela sequéncia de
acg¢des. Nenhum grupo se lembrou de que bastavam duas cordas e duas mediatrizes
para determinar o centro, apesar de sé terem intersectado duas das trés mediatrizes
que construiram.

A influéncia deste guifo levou um dos grupos a ignorar um processo correcto que
tinham utilizado para fazer a construgdo (figura 11). Construiram o tridngulo e a
mediatriz de um dos lados, intersectaram essa mediatriz com a circunferéncia e
determinaram o ponto médio do segmento definido por esses pontos de intersecgdo.
Depois continuaram e construiram as mediatrizes dos outros dois lados e o seu ponto
de intersecgo.

Construgao VISION10

Circunferéncia

Pontos sobre circ. A, B, C

Segmentos def. por 2 pontos [AB], [AC], [BC]
Pt. médio D

Recta perpendicular r

Intersecgo recta-circ. E, F

Pt. médio G

Pt. médio H

Mediatrizes s, ¢

Intersecgdo de 2 rectas /

Figura 11. Histéria da construgio feita pelos alunos e registada pelo Cabri-géomeétre®,

A obrigagio de realizar construges resistentes, ainda que de inicio. pudesse
parecer uma regra arbitriria aos alunos, foi um pretexto para a realizagdo de
actividades geométricas complexas. Ao procurarem processos de construgdo que
conservassem determinadas relagdes e propriedades das figuras envolveram-se em
exploragdes que lhes permitiram aprofundar os seus conhecimentos geométricos.
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Justificagao de construgoes geométricas

Durante a experi€ncia esteve sempre presente a nogdo de que, sé por si, a
realizag@o de construgdes geométricas que ndo se desmanchassem poderia colocar
a énfase apenas nos processos de construgio. Assim, tentou-se induzir nos alunos a
necessidade de mostrar porque € que as suas construgdes funcionavam, através da
explicitagdo e ordenagdo de propriedades das figuras usadas para fazer a construcao
e outras deduzidas dessas.

Verificou-se que a maioria dos alunos participantes neste estudo demorou
bastante tempo para perceber o sentido da justificagdo de uma construgdo €, na
medida em que esse tipo de actividade lhes trouxe mais dificuldades do que a
realizagdo das construgdes, ndo aderiram tio facilmente como a esta dltima.

Os processos desenvolvidos pelos alunos na justificagdo de construgbes podem
ser sintetizados nos pontos a seguir.

1. A justificagdo dos processos de construgfo foi antecedida de uma fase em que
os alunos descreviam o processo de construgdo. De inicio essas descrigdes eram
pouco claras. Referiam sobretudo as ac¢des que tinham executado, sem parecerem
distinguir os objectos geométricos e suas relagdes, das primitivas do Cabri-géometre
que permitiam obté-los. Apoiando-se na primitiva Histéria muitos alunos comega-
ram a estruturar melhor as descrigdes e a utilizar de forma mais adequada a
terminologia geométrica. Em particular, passaram a nomear os objectos que constru-
fam, e a referir-se-lhes por esses nomes, o que inicialmente ndo faziam mesmo
quando isso era expressamente solicitado.

2. Para justificar as suas construgdes os alunos utilizaram processos variados que
se agruparam nos oito tipos descritos em baixo.

» Ad hoc. Os alunos davam uma resposta qualquer, umas vezes sem muito
sentido, outras repetindo propriedades (semi)decoradas nem sempre adequadas
a situacdo em andlise.
e Circular. Os alunos usavam na justificagio o que era necessario justificar,
normalmente a defini¢io da figura representada pela construgdo.
Por exemplo, numa determinada actividade dizia-se que “um papagaio é um
quadrildtero com os lados consecutivos iguais dois a dois”, pedia-se que
construissem um papagaio e perguntava-se como podiam garantir que a figura
obtida era um papagaio. Entre os nove pares que fizeram esta actividade dois
responderam tem os lados iguais 2 a 2 e trés pares responderam tem os lados
consecutivos iguais 2 a 2. Isto €, cinco pares justificaram utilizando a defini¢o
que era dada.
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* Aparéncia visual. Os alunos justificavam baseados na observagao da aparén-
cia da construgfo, sem serem capazes de explicitar as propriedades subjacentes
da figura.

Por exemplo, para obter o centro de uma circunferéncia, um par de alunos
inscreveu um rectangulo na circunferéncia, e, em seguida, construfram as duas
diagonais do rectdngulo e o seu ponto de intersecgio. Quando se Ihes pedili que
justificassem porque é que as diagonais do rectingulo passavam no centro da
circunferéncia, um dos alunos respondeu, apontarido a construgio no ecra, que
era metade do rectdngulo para um lado e metade para o outro e ndo deu
qualquer outra resposta.

* Descrigdo do processo de construgdo. Os alunos repetiam parcialmente ou
integralmente o processo utilizado para fazer a construg¢@o, algumas vezes
identificando explicitamente propriedades da figura.

« Identificagdo de relagbes invariantes através da manipulagdo. Os alunos
referiam relagbes (principalmente de igualdade de segmentos) que tinham
observado permanecerem invariantes através da manipulagdo.

* Aritméticasialgébricas. Os alunos operavamcom comprimentos ou amplitudes.
e Deduzidas em um ou dois passos. Os alunos seleccionavam e ordenavam
logicamente uma ou duas propriedades da figura, deduzidas do processo de
construgdo. Porexemplo, um par de alunos construiu um losango dada uma das
diagonais, como se mostra na figura 12, e justificou que os lados do losango
[eram] iguais ao raio das circunferéncias que o envolv[iam].

Figura 12. Construgdo de um losango.

* Mistas. Os alunos misturavam tipos de justificagio, nomeadamente aparéncia
visual, processo de construgdo e dedu¢do de uma ou duas propriedades. Por
exemplo, para construir um quadrado com os lados tangentes a uma circunfe-
réncia, uma aluna tragou duas rectas perpendiculares passando pelo seu centro,
determinou os pontos de intersecgio dessas rectas coma circunferéncia e tragou
quatro tangentes passando por esses pontos (figura 13).
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Figura 13. Construgio de um quadrado com os lados tangentes a uma circunferéncia.

Para justificar que os lados da figura obtida eram iguais disse: As tangentes sdo
perpendiculares aos raios e ... um raio vai desde qualquer ponto da
circunferéncia ao centro, o centro é como se fosse o ponto médio ... logo tem
sempre a mesma medida para qualquer um dos lados. O raio vai medir metade
do lado do quadrado ... Se nés fizéssemos os quatro raios iriamos ter quatro
quadradinhos pequeninos.

Os tipos de justificagio baseados na evidéncia empirica foram os preferidos pelos
alunos, principalmente a observagdio da aparéncia da construgio e a descrigdo,
integral ou parcial, do processo de construgio. Muitas vezes recorriam a justificagdes
empiricas para reforgar outra argumentagdo. Schoenfeld (referido por Battista e
Clements, 1992) observou igualmente uma preferéncia por justificagdes recorrendo
a dados empiricos, Também Chazan (1993) detectou o uso de evidéncia empirica
como reforgo de argumentagfo 16gica.

3. Identificaram-se dois grandes tipos de obst4culos na justificagdo das constru-
¢Oes, respectivamente de natureza visual e verbal.

Os obstéculos visuais foram causados pelos aspectos perceptuais das representa-
¢Oes materiais das figuras. A preferéncia dos alunos pelos exemplos prototipicos das
figuras levou-os a visualizar determinadas propriedades associadas a esses exemplos.
Essa visualizagio influenciava as suas justificagdes na medida em que ficavam fixos
nela e dificilmente a generalizavam. A dificuldade em analisar diferentes aspectos
de uma construgao para atender de forma selectiva e sequencial as partes e ao todo
(Yerushalmy e Chazan, 1990) constituiu outro obsticulo de natureza visual as
justificagGes. Os alunos fixavam-se em propriedades para eles mais evidentes, num
sentido gestaltista, e/ou directamente associadas ao processo de construgo, € ndo
reorganizavam o campo de uma forma que lhes permitisse fazer a respectiva
justificagdo. Segundo Laborde (1993a) os obstdculos de natureza perceptual sdo
consequéncia de os alunos analisarem efectivamente a construgdo no ecrd do
computador € ndo a figura representada por essa construgio.
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Na opinido de muitos alunos, a maior dificuldade em justificar as construgdes
decorria da sua falta de capacidade para exprimirem oralmente, e sobretudo por
escrito, as ideias “que tinham na cabega”, dificuldade esta que se tornou muito
patente nos episédios de ensino.

A diferenga entre o discurso da investigadora e o dos alunos causou também
alguns obsticulos. Os alunos consideravam que as suas respostas empiricas serviam
como justificagio, a investigadora insistia em obter justificagdes mais formalizadas
¢ os alunos nio percebiam o que deveriam responder. O debate mantido ao longo dos
episédios de ensino aproximou os niveis de discurso e, emalguns casos, permitiu que
os alunos deduzissem progressivamente as justificagGes.

4. Alguns dos tipos de justificagdo referidos anteriormente deram destaque,
respectivamente, a aparéncia visual da figura, 2 identifica¢do de propriedades ou ao
relacionamento de propriedades. De acordo com o destaque dado inseriram-se esses
tipos de justificagdo num dos trés primeiros niveis de van Hiele, como se mostra no
quadro 4.

Quadro 4. Tipos de justificagdo e niveis de van Hiele.

Justificacio Nivel de van Hiele

Aparencia visual - Nivel 1 (Visual)

Descrigdo do processo de construgdo

Observagdo de relagSes invariantes Nivel 2 (Descritivo/Analitico)
Deduzida em um ou dois passos “Nivel 3 (Abstracto/Reilacionai)

Muitas justificagdes apresentadas pelos alunos nio podem ser inseridas no
modelo de van Hiele. Certas justificagBes circulares e certas justificagbes mistas
podem considerar-se “a meio caminho” entre aparéncia visual e utilizagdo implicita
de propriedades e/ou entre utilizagio implicitae explicita de propriedades, revelando
uma transigdo entre niveis. As justificagdes ad hoc, em certa medida decorrentes de
sistemas de crengas dos alunos, e as justificagGes aritméticas/algébricas néo estdo
previstas no modelo.

Em parte, a dificuldade que muitos alunos experimentaram em fazer, e mesmo em
entender, o sentido da justifica¢@o de uma construgfo pode ter a ver com o seu nivel
de van Hiele de desenvolvimento de raciocinio geométrico. Segundo De Villiers
(referido por Battista e Clements, 1992) apenas no Nivel 3 um aluno é capaz de
acompanhare daruma justificago 16gica de uma construgdo. Ora apenas um niimero
reduzido de alunos da turma participante terd atingido esse nivel no final da
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experiéncia.

5. Ainda que a justificagdo das construgGes se tivesse revelado um tipo de
actividade dificil para os alunos, a insisténcia nesse tipo de actividade levou alguns
a empenharem-se nisso e, tendo umas vezes o apoio da professora, outras vezes
recorrendo a apontamentos pessoais, comegaram a apresentar pequenas justifica-
¢Oes formais. A interpretagfo destes resultados no quadro da teoria de aprendizagem
de Vygotsky leva a considerar que “a influéncia de outros individuos foi mais
transformadora” (Oliveira, 1993, p. 61) nos alunos em que a justificagdo das
construgdes por via dedutiva estaria na sua zona préxima de desenvolvimento.

Investigagao de construgdes geométricas

Na experiéncia de ensino levada a cabo, para além da realizagio de construgdes
resistentes e da respectiva justificagfo, previa-se a investigagdo das construgdes
através da sua manipulagdo, procurando que os alunos descobrissem novas relagbes
invariantes, formulassem conjecturas sobre propriedades das figuras e eventualmente
justificassem-nas também.

No que se refere aos processos de investigagdo de construgdes merecem destaque
0s pontos seguintes.

1. De inicio, a investiga¢do das construgSes pelos alunos entregues a si préprios
revelou-se uma actividade quase sempre aleatéria. Ficavam fascinados pela possi-
bilidade de manipular as construgdes no ecrd dos computadores, gostavam de o fazer
depressa e de as aumentar e reduzir até aos limites possiveis. Eram particularmente
atraidos por aquilo que observavam variar (Laborde, 1993a).

No entanto, reconheciam relagdes invariantes e propriedades para as quais se lhes
chamava a atengdo e que ja esperavam ver acontecer.

Por exemplo, todos os grupos reconheceram que o dngulo que inscreveramnuma
semicircunferéncia era sempre recto; também concluiram que os segmentos que
unem um ponto da mediatriz de um segmento com os respectivos extremos sdo
sempre iguais.

2. Os alunos precisaram de considerdvel orientagdo e apoio para se habituarem a
manipular as construgdes de forma sistematizada e ordenada e a reflectirem sobre o
feedback devolvido pelo software, como Laborde e Laborde (1992) fazem notar.
Discutiu-se, em particular, a necessidade de prestar atengdo ndo s6 ao que variava,
mas também ao que permanecia invariante, como fazem os gedmetras no seu
trabalbo. Adaptando uma meté4fora proposta por Mason (1993), tentou-se que os
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alunos ndo olhassem apenas para as construgdes no ecrdi, mas que através delas
olhassem para as figuras geométricas e as analisassem.

3. O longo tempo dispendido na investigag¢do de algumas construgdes proporci-
onou a ultrapassagem de obstdculos visuais que de inicio impediram uma andlise
adequada das figuras, e permitiu, em alguns casos, a identificagio de relagdes
invariantes, a descoberta da respectiva justificagfo, e a generalizagdo de certos
conceitos geométricos explorados. O didlogo que os-alunos mantiveram entre si e
com a investigadora teve ai um papel relevante.

Por exemplo, ndo foi ficil para um par de alunos perceber porque é que sio iguais
0s segmentos que unem o ponto de intersecgdo das mediatrizes dos lados de um
tridngulo com os respectivos vértices. Ja tinham observado que os segmentos que
unem um ponto da mediatriz de um segmento com os respectivos extremos sdo
iguais, mas visualizavam essa propriedade através de um segmento horizontal e a
respectiva mediatriz vertical o que era impossivel de acontecer com os trés lados do
tridngulo. Depois de observarem a construgdo em muitas posi¢des e de bastante
conversa com a investigadora um dos alunos percebeu como devia usarapropriedade
para fazer a justificagfo pretendida e ele préprio explicou a situagdo ao colega.

4. A proposta de investigagio de certas constru¢des de uma forma muito aberta,
sem um objectivo explicito para os alunos, pareceu provocar-lhes alguma inseguran-
¢a. Apenas se apropriaram dessas actividades quando comegaram a descortinar que
conclusdes poderiam obter. Nesses casos os alunos comegaram por formular
conjecturas restritas, isto é, baseadas na observagdo de um ntimero limitado de
aparéncias da construgio. Contra-exemplos, por vezes sugeridos pela investigadora,
levaram-nos a rejeitar algumas conjecturas. A anélise de um exemplo bastante
familiar de uma figura em discussdo, constituiu uma etapa fundamental na
(re)formulagio e validagdo de conjecturas, a partir da qual os alunos observaram
aparéncias diversificadas da construgio que lhes permitiram estabelecer conjecturas
genéricas (Balacheff, 1991),

Por exemplo, em trés episédios de ensino foi proposto aos alunos que tentassem
descobrir o que é que acontecia ao ponto de intersec¢do das mediatrizes dos lados
de um tridngulo quando se deslocavam os seus vértices. No inicio os alunos nio
tinham qualquer ideia sobre o que € que procuravam. Um dos grupos comegou por
formular a conjectura de que o ponto variava de acordo com: o tamanho dos lados
do tridngulo, mas verificaram que podiam encolher um dos lados sem que isso
acontecesse. Deslocando um dos vértices acabaram por transformar o tridngulo num
tridngulo rectingulo e conjecturaram que, nesse caso, o ponto coincidia com o ponto
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médio da hipotenusa. Por sugestio da investigadora, deslocaram outros vértices de
modo a obterem outros tridngulos rectingulos e confirmaram experimentalmente a
sua conjectura (figura 14). (Qutro grupo chegoumesmoao justificaresta conjectura.)
Em seguida foram ver o que é que acontecia com outros tipos de tridngulos.
Observaram diferentes tridngulos com os trés angulos agudos e com um &ngulo
obtuso e conclufram que o ponto de intersecgdo das mediatrizes se localizava,
respectivamente, no interior dos tridingulos e no seu exterior.

Figura 14. O ponto de intersecgdo das mediatrizes dos lados de um tridngulo rectangulo
coincide com o ponto médio da hipotenusa.

Exploragao de construgoes geométricas e a manipulacao

Analisam-se, por dltimo, as actividades realizadas pelos alunos de um ponto de
vista global, referindo a finalidade com que manipularam as suas construgdes € a
forma como o fizeram, tendo em conta que a manipulagio das construgdes e a
interpretagdo do feedback devolvido pelo software foi um denominador comum dos
trés tipos de actividades.

1. Os alunos manipulavam as suas construgdes para as explorarem, no sentido de
descobrirem processos de as obter, de as justificar e/ou de investigar propriedades
das figuras. Na maioria das vezes, a exploragdo incluia fases de validagdo em que
aconstrugio era arrastada para verificar se conservava as caracteristicas pretendidas.
Também Laborde (1993a) refere que exploragdo e validagdo sio as duas grandes
finalidades com que os alunos manipulam as construgdes.

Identificaram-se quatro tipos principais de utilizagdo da manipulagdo das cons-
trugdes, que se caracterizam no quadro 5.
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Quadro 5. Tipos de utilizagio da manipulagio.

Manipulagéo Caracterizagio
Obter uma construgao com uma aparencia especilica
Os alunos manipulavam as construgdes para lhes dar uma determinada
aparéncia, a fim de:
« adaptar a construgiio a uma tarefa que ndo conseguiam realizar por
OULTO Processo;
« obter exemplos prototipicos das figuras.
Invalidar construgdes
Os alunos manipulavam as construgdes para verificar se se
desmanchavam.
Reconhecer relagdes e propriedades
Os alunos manipulavam as construgdes para identificar relagbes e
propriedades das figuras:
« sugeridas explicitamente;
« generalizadas a partir de exemplos prototipicos;
« outras propriedades.

Testar ideias
Os alunos manipulavam as construgdes para testar ideias € perceber a
sua adequagdo (ou ndo) para realizar as actividades.

2. Identificaram-se trés niveis na forma como os alunos utilizaram a manipulagio
das construgdes € interpretaram o feedback devolvido. Esses niveis evoluem do
reconhecimento das figuras através da aparéncia das construges, para o reconheci-
mento empirico de propriedades das figuras e para o relacionamento de proprieda-
des. No quadro 6 caracterizam-se esses niveis: Elementar, Intermédio € Elaborado.

Nestes niveis reconhecem-se caracteristicas dos trés primeiros niveis do modelo
de van Hiele. Respectivamente, o nivel Elementar associa-se ao Nivel 1 (Visual) de
van Hiele, o nivel Intermédio associa-se ao Nivel 2 (Descritivo/Analitico) de van
Hiele e o nivel Elaborado associa-se ao Nivel 3 (Abstracto/Relacional) de van Hiele
Esta associac¢io fundamenta-se no facto de os alunos utilizarem a manipulagdo e
interpretarem o feedback, dando relevo 2 aparéncia da figura, & identificagdo de
propriedades, ou ao relacionamento de propriedades, tal como aconteceu na justifi-
cacdo das construgdes. _ '

Laborde (1993a; 1993b) também refere trés niveis na utilizacdo da manipulac@o
e interpretagfo do feedback devolvido pelo software, nos quais a autora reconhece
os trés primeiros niveis de van Hiele.
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Quadro 6. Niveis de utilizagdo da manipulagdo.

Nivel Caracterizagio
Elementar A manipulag3o era utilizada para:
* obter construgdes com uma determinada aparéncia (normalmente exemplos
prototipicos da figura), mas que s¢ desmanchavam;
« identificar relagdes e propriedades explicitamente sugeridas em construgdes
prototipicas.
O feedback devolvido era interpretado segundo a aparéncia das construgdes.
Intermedio A manipulagao era utilizada para:
« comprovar se as construgdes se desmanchavam;
« testar ideias e descobrir processos de obter construgdes resistentes;
« dar as construgdes aparéncias prototipicas, para facilitar a sua andlise;
« reconhecer nas construgdes propriedades e relagdes sugeridas explicitamente e
implicitamente.
O feedback devolvido era interpretado baseado na identificag@o de propriedades e
relagoes.
Elaborado A manipulagdo era utilizada para:
« dar & construgio diferentes aparéncias para analisar diferentes perspectivas de
uma figura;
« comprovar ¢ generalizar relagGes e propriedades identificadas em exemplos
prototipicos da figura;
« investigar construgdes e descobrir novas propriedades ¢ relagSes das figuras.
O feedback devolvido era interpretado com base na identificagdo ¢ no
relacionamento de propriedades ¢ relagdes.

3. A observagio do trabalho dos alunos, nas aulas e nos episédios de ensino,
permitiu comprovar que o nivel Infermédio de utilizagdo da manipulagdo foi o
dominante, seguindo-se o nivel Elementar e depois o nivel Elaborado. Estes
resultados, a par das relagdes estabelecidas entre tipos de justificagdo e niveis de van
Hiele, apontam para o facto de o Nivel 2 de van Hiele parecer ser o nivel maioritério
na turma, no final da experiéncia de ensino. Um nimero razodvel de alunos nido
atingiu esse Nivel (2) e alguns alunos, em mimero reduzido, atingiram o Nivel 3.

Esta situacfio estd de acordo com os resultados de diversos estudos internacionais,
que mostram serem os Niveis 1, 2 e 3 os identificados em alunos deste grau de
escolaridade (9° ano), predominando o Nivel 2 (Battista e Clements, 1992).

Os desempenhos de alguns alunos mostraram que estes nem sempre permaneci-
am num mesmo nivel de utilizagdo da manipulagio, antes oscilavam entre eles, por
vezes regressando a um nivel mais baixo quando se thes deparava alguma situagdo
nova cuja solucdo ndo descobriam rapidamente.

Esta observagio leva a admitir a hip6tese de que alguns alunos da turma estariam
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em trénsito entre niveis de van Hiele, a exemplo do que referem Gutiérrez, Jaime e
Fortuny (1991). Aponta ainda no sentido de um aluno num determinado nivel de van
Hiele poder voltar pontualmente a niveis mais baixos quando se lhes deparam tarefas
que ndo dominam, como referem Fuys, Geddes e Tischler (1988). Estas observagdes
estdo na linha das criticas feitas ao modelo de van Hiele sobre a descontinuidade nos
niveis e a sua independéncia de contetidos especificos, salientadas por Battista e
Clements (1992). ’

Conclusao

Asconclusdes descritas na sec¢fio anterior, ainda que de uma forma necessariamente
redutora, podem sintetizar-se no seguinte:

* Realizagdo de construgdes. Foram actividades que os alunos apreciaram
porque se sentiram capazes de descobrir processos de as fazer. Seguiram
caminhos diversificados, muitas vezes comegando por ensaiar tentativas que
Ihes forneciam pistas para a resolugdo. Privilegiavam a aparéncia das figuras e
reproduziam sequéncias de objectos e relagdes que tinham experimentado
produzirem construgdes resistentes 3 manipulagdo. Progressivamente substitu-
fram os exemplos prototipicos das figuras pela variedade de outros que
obtinham através da manipulagio (mas preferiam os exemplos tipicos porque
os trabalhos ficavam “mais bonitos™).
» Justificagdo das construgées. Foi um tipo de actividade em que os alunos
tiveram dificuldade. A justifica¢fio das construgdes, explicitando propriedades
geométricas por uma certa ordem, pareceu ndo fazer muito sentido para alguns
alunos, pois a evidéncia mostrava-lhes o que era pedido. Desenvolveram
métodos préprios, variados, de justificagdo, baseados essencialmente na
aparéncia visual da construgio e/ou na descrigdo do processo que tinham
utilizado para a fazer. Mas a pouco e pouco, alguns comegaram a deduzir uma
ou duas propriedades das figuras e a utilizd-las nas justificagGes.
= Investigacdo das construgédes. Neste tipo de actividades a atengdo dos alunos
era sobretudo atraida pelo que viam modificar-se. Formulavam conjecturas
com base em poucos exemplos. Necessitaram de orientagdo para, progressiva-
mente, comegarem a observar invariancias e a formular conjecturas baseadas
na observagio de exemplos variados da figura.
= Exploragdo das construgées: na forma como os alunos globalmente, realiza-
ram, justificaram e investigaram as construg¢des, identificaram-se trés niveis:
Elementar, Intermédio e Elaborado, que se associaram respectivamente aos
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Niveis 1, 2 e-3 do modelo de van Hiele de desenvolvimento do raciocinio
geométrico. O nivel Intermédio foi dominante na turma, o que pode significar
que a maioria daqueles alunos estaria no Nivel 2 de van Hiele. Alguns alunos
atingiram o Nivel 3 mas outros ndo passaram do Nivel 1 de van Hiele.

O estudo reforga a hipétese, defendida teoricamente, de que a realizagdo,
justificagio e investigagio de construgdes num AGD pode constituir uma estratégia
de intervengdo poderosa para a aprendizagem da Geometria. No entanto, para dar
frutos, necessita de serdesenvolvida alongo prazo, percorrendo as etapas necessarias
ao desenvolvimento do raciocinio geométrico sem as ultrapassar, fazendo uso de
actividades progressivamente complexas, que devem ser realizadas pessoalmente
mas, sobretudo, partithadas, numa dialéctica de justificagbes e refutagdes, com
colegas e professores.

Qualquer investigagio que se debruce sobre a utilizagio educativa de ambientes
computacionais depara-se com um vasto campo de anilise influenciado por muitas
e diferentes varidveis. O poder educativo dos ambientes computacionais estd no
ambiente de aprendizagem que patrocinam, entendido este como o conjunto de inter-
relagBes que se estabelecem entre alunos, professores, aparelhagem tecnolégica,
materiais de apoio, etc. (Teodoro, 1993). Embora este estudo tenha tido a preocupagio
deinterligar diferentes componentes do campoque analisou, as “limpadas” utilizadas
na observagio iluminaram preferencialmente certos fenémenos e deixaram outros
na sombra ou mesmo na obscuridade, como seria inevitdvel. Dessas “zonas de
sombra”, sugeridas pela pesquisa teérico/empirica a que se procedeu, emergiram,
entre outras, as questGes seguintes, que merecem ser mais desenvolvidas em
investigagdes futuras: Que papéis t8m as representagdes de figuras geométricas na
aprendizagem, particularmente das novas representagdes em AGD? Quais sdo os
papéis das conjecturas e provas no desenvolvimento do conhecimento geométrico
dos alunos? Que contribui¢des trazem os AGD? O Modelo de van Hiele explica
adequadamente o desenvolvimento do raciocinio geométrico? De que reformulagdes
necessita? A tradi¢do da sala de aula, as interacges que ai acontecem, as atitudes dos
alunos, como se modificam num contexto em que se introduz um AGD? Que
influéncias tém essas modificagbes? Que materiais se devem desenvolver para
apoiar a utilizagdo dos AGD e como os utilizar?

Notas

1 Estudo realizado no 4mbito de uma dissertagdo de Mestrado (Junqueira, 1995).
2 A nogdo de ambiente de aprendizagem poderoso encontram-se desenvolvida em De Corte
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(1992).

3 Existe abundante literatura sobre o modelo de van Hiele de desenvolvimento do raciocinio
geométrico, bem sintetizada por Battista e Clements (1992). Em niimeros anteriores da Quadrante
este modelo € também analisado (Junqueira, 1993; Matos, 1992a).

Para-uma melhor compreensio de algumas questdes discutidas no artigo caracterizam-se resumi-
damente os trés primeiros niveis de van Hiele (Battista e Clements, 1995):

« Ntvel 1 (Visual). Os alunos raciocinam sobre figuras geométricas com base na aparéncia de
representagdes das figuras e nas transformagdes visuais que executam sobre elas. Identificam
figuras, como quadrados e tridfngulos, como gestalts visuais, com frequéncia depois de terem
visionado protétipos. Por exemplo, podem dizer que uma dada figura € um rectingulo porque
‘parece uma porta’.

« Nivel 2 (Descritivo/Analitico). Os alunos raciocinam experimentalmente; estabelecem proprie-
dades das figuras observando, medindo, desenhando, e fazendo modelos. Identificam as figuras
através das suas propriedades ¢ ndo sé como globalidades visuais. Por exemplo, um aluno pode
pensar num losango como uma figura com quatro lados iguais.

« Nivel 3 (Abstracto/Relacional). Os alunos comegam a raciocinar logicamente. Formam defini-
¢Bes abstractas, distinguem condigdes necessérias ¢ suficientes para definir um conceito, compre-
endem e, por vezes, apresentam argumentos légicos. Classificam as figuras hierarquicamente
analisando as suas propriedades e d3o argumentos informais para justificar as suas classificages.
Por exemplo, dizem que um quadrado é um losango porque ‘€ um losango com algumas
propriedades extra’.

4 Seguindo uma linha defendida por autores franceses ¢ alemides, Schumann (1991, p. 104)
considera que “a rede de pontos, rectas, semi-rectas, segmentos de recta, dngulos em circunferén-
cias, arcos de circunferéncia, etc., e suas incidéncias deve ser entendida como uma configuragio
geométrica”.

5 Por falta de condigdes logisticas ndo foi possivel realizar a experiéncia numa turma da Nova
Reforma. Uma vez que os contexidos da unidade Geometria do Plano do antigo curriculo do 9% ano
transitaram para o novo curriculo, optou-se por trabathar essa unidade did4ctica mas com uma
abordagem metodolégica recomendada nos novos programas.

6 Para mais detalhes sobre esta experiéncia ver Junqueira (1994; 1995). Em anexo (I) apresentam-
se duas das fichas propostas.
7 Em anexo (II) apresenta-se um desses guides.

8 Os pontos e as rectas ndo foram nomeados pelosalunos, as letras indicama ordem pelaqual foram
construfdos objectos do mesmo tipo. O nome da construgdo foi atribufdo pelos alunos.
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do Estoril, 2675 ESTORIL.

RESUMO. Umambiente geométricodinamico (AGD ) computacional permite fazer construgoes
e manipuld-las, conservando invariantes as relagoes estabelecidas. A literatura salienta que
recorrendo a um AGD se podem criar estratégias poderosas para a construgdo pessoal e social do
conhecimento geométrico. Neste quadro, investigou-se como é que os alunos de uma turma do 9°
ano de escolaridade fizeram e exploraram construgées num AGD e como é que isso os habilitou
a compreender objectos e relagoes geométricas, a formular conjecturas e a elaborar argumentos
indutivos e dedutivos.

Os alunos descobriram por si prdprios processos de fazer as construgdes geométricas
propostas. Privilegiavam a aparénciadas figuras e reproduziam sequéncias de objectos erelagoes
que tinham experimentado serem resistentes @ manipulag¢do. Para justificar os processos de
construgdo recorriam sobretudo a dados da evidéncia emplrica, mas, através do didlogo, alguns
alunos identificavam e relacionavam propriedades das figuras. Quando exploravam as constru-
¢oes a sua atengdo era mais atrafda pelo que viam modificar-se, necessitando de orientagdo para
observar invaridncias e formular conjecturas. Na exploragdo das construgdes identificaram-se
trés niveis que se associaram aos Niveis 1,2 e 3 do modelo de van Hiele de desenvolvimento do
raciocinio geométrico.

ABSTRACT.Onacomputer dynamic geometry environment(DGE) one canmake constructions
and drag them, keeping invariant the relations set up. The literature shows that by using a DGE
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it is possible to build powerful strategies for the personal and social construction of geometric
knowledge. In this framework, we investigate how students of a 9* grade class made and explored
constructions on a DGE and how this allowed them to understand geometric objects andrelations,
to make conjectures, and to make deductive and inductive reasoning.

The students themselves found processes to make the proposed geometric constructions. They
privileged the appearance of the figures and reproduced sequences of objects and relations they
had experienced to be drag resistant. To justify the constructions they mainly used empirical
evidence, but, through dialogue, some students recognised properties of the figures and related
them to each other. In exploring the constructions their attention was mainly attracted by what
they saw changing, and needed orientation to see invariants and to formulate conjectures. In
exploring the constructions three levels were found that were associated to the van Hiele levels 1,
2 and3.
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Anexo 1. Fiéhas

Escola Secundédria de S. Jodo do Estoril

CABRI
Nomes
92 Ano - Turma 5 - Grupo _— /=/1993
L Avaliacdo 1 ]

Gravem as construgées que fizerem na disquete (drive A ou B).

X

» Construam um segmento [PE].

» Construam a circunferéncia de
didmetro [PE].

« Construam um ponto X sobre a
circunferéncia.

1.1 Marquem e megam 0 £ PXE. Qual é a sua amplitude?

1.2 Desloquem o ponto X sobre a circunferéncia. O que acontece 2
amplitude do £ PXE?

1.3 Sdo capazes de justificar esse facto?
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2

2.1 Construam uma circunferén-
cia. Construam um quadrado
inscrito na circunferéncia.

2.2 Megam os comprimentos dos
lados do quadrado.

Marquem os fngulos e megam as
amplitudes. Registem os dados na
figura ao lado.

2.3 Porque € que os lados ficam iguais quando deslocam os pontos de
base do vosso quadrado? (Se tal n#o acontecer recomecem a
construgio!)

2.4 Porque é que os angulos ficam iguais quando deslocam os pontos
de base do vosso quadrado? (Se tal ndo acontecer recomecem a
construgio!)
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Escola Secunddria de S. Jofo do Estoril

CABRI
Nomes

92 Ano - Turma 5 - Grupo /__/1993

l Ficha 10: Aplicacées da mediatriz I

Gravem as construgoes que fizerem na disquete (drive A ou B).
1
1.1 Criem um segmento de recta [PE]. Construam a mediatriz de [PE].

1.2 Construam duas circunferéncias distintas
que passem pelos pontos P e E.

1.3 Poderiam construir outras circunferén-
cias passando pelos pontos P ¢ E? Quantas?
Porqué?

2 No menu Criagdo (Création)
escolham o item Circunferéncia.

Onde tenho o
(Cercle). centro?
Coloquem o cursor num ponto
qualquer do ecrd, carreguem no
botdo do rato e arrastem. Aparece
uma circunferéncia sem o centro.
2.1 Fagam uma construgdo que permita localizar o centro da
circunferéncia.

2.2 O ponto que construiram € mesmo o centro da circunferéncia?
Porqué?
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Anexo 2. Guido de um dos episédios de ensino

Episédio de ensino 3 (E3)

Data: 17/5/93; 16 h35m-17h25m

Alunos: PF, RD (Grupo 6)

Informar os alunosde que o objectivo da entrevista é tentar perceber a maneira como
pensam quando fazem as actividades propostas. Pedir que falem em voz alta e que
digam tudo em que estiverem a pensar. A entrevista ndo tem efeitos para avalia¢do,
€ apenas para o trabalho de investigagdo. Agradecer a colaboragdo que vdo dar.

I

1.  Analisar a ficha 10.

1.1 Pararesponderema 1.2 escolheram um ponto da mediatriz para centro da
circunferéncia e um dos extremos do segmentopara ponto da circunferéncia. Tinham
a certeza de que essa circunferéncia iria passar pelo outro extremo do segmento?
Porqué?

1.2 Qual foi a primeira ideia que tiveram para fazer a segunda construg¢io?

Abram o ficheiro S10 ¢ vamos ver a histéria. Expliquem o que fizeram.

1.3 Concordam com a resposta que deram a 2.27 Porqué?

2. Aproveitara construgdo anterior para fazer uma investigagdo matemética.
Deslocar os vértices do triingulo. O que € que acontece ao circuncentro? (Observar
como manipulam a construgio.)

Sdo capazes de descobrir alguma relagio entre o tipo de tridngulo e a
localizagdo do circuncentro? (Observar como manipulam a construgdo.)

3. Ultimo desafio: localizar um ponto sobre uma estrada equidistante da casa
de PF e de RD (criar uma recta e dois pontos P e R).

I

Opinido de cada aluno sobre o trabalho que se tem feito. Que diferengas
encontraram em relacdo as aulas habituais?
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