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Da literatura sobre a prova rigorosa em
Educacao Matematica: Um levantamento

Antonio Vicente Marafioti Gamica
UNESP — Universidade Estadual Paulista

Depuis les Grecs, qui dit mathématique dit démonstration; certains
doutent méme qu’'il se trouve, en dehors des mathématiques, des
démonstrations au sens précis et rigoureux que ce mot a recu des Grecs.
(Bourbaki, Eléments de Mathématique)

After some twenty years of very arduous toil, I came to the conclusion that
there was nothing more that I could do in the way of making mathematical
knowledge indubitable. (Russell, Portraits of memory)

A proof becomes a proof after the social act of ‘accepting it as a proof .
This is true of mathematics as it is of physics, linguists, and biology.
(Manin, A course in mathematical logic)

What mathematicians at large sanction and accept is correct. (Hersh,
Proving is convincing and explaining)

Un acto de fe no consiste en creer sin ver, o en creer en lo que no se ve,
sino en creer que se ve, cualquiera que sean los ojos con que se mire, e
independientemente de que se vea o de que no se vea. (referido em Bacca,
Tres clases de actos de fe y tres tipos de critica)

No léxico, tanto quanto no jargdo matemético, prova e demonstragdo sdo tidos
como sinnimos: € o que atesta a veracidade ou autenticidade, a garantia, o
testemunho, o processo de verificagdo da exatiddo de célculos ou raciocinios, a
dedugdo que mantém a verdade de sua conclusio apoiando-se em premissas

admitidas como verdadeiras.
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A Légica nos di instrumental suficiente para que, dentro da Matematica,
concebida como ciéncia formal (académica), possamos definir com mais clareza a
nogio de demonstragdo: uma demonstragdo em S (um sistema formal, pensado como
uma linguagem, um conjunto de sinais e um conjunto de regras para a manipula¢io
de sinais) € uma seqiiéncia finita ndo vazia de sentengas de S tal que cada uma delas
€ um axioma ou uma conseqiiéncia imediata, por regras de inferéncias admitidas em
S, de duas sentengas anteriores na seqiiéncia. Um teorema de S € uma sentenga A.de
S tal que existe uma demonstragdo em S onde A € a iiltima sentenga da seqiiéncia.

A importéncia da prova rigorosa para o fazer em Matemadtica pode ser atestada,
a principio, por alguns matemaéticos da envergadura do grupo Bourbaki, de cuja fala
extraimos um dos trechos escolhidos para epigrafe. Ndo bastando isso, o discurso e
a atividade cotidianos da pritica cientifica da Matematica afirmam reconhecer a
prova (ou prova rigorosa, ou demonstragio) como elemento central no desenvolvi-
mento do que se conhece por Matematica, o que € apontado pela maioria dos artigos
estudados. Tais preocupag¢des ndo sio suficientes, porém, para que conflitos acerca
da natureza da demonstragdo inexistam. Ao contrdrio, a cena das discussdes sobre
tal nogdo tem se mostrado marcada por nitidas posi¢des controversas, alimentando
o debate.

Por um lado, a literatura em Matemadtica — ou em Légica, mais precisamente —
cuida em tratar do problema da prova no modo tradicionalmente tido e aceito: um
mecanismo definido formalmente cujas raizes ndo necessitam de investigagdo e
cujos frutos compdem a conhecida produgio cientifica em Matematica. As esferas
nas quais questdes sobre a natureza das demonstragdes sdo debatidas tém sido, com
maior freqiiéncia, a da Filosofia da Matematica ou a da Filosofia da Légica: pois ndo
¢é necessaria uma tematizago sobre a nogio de prova para que a prova seja utilizada.
Por outro lado, a justificativa para a existéncia da no¢io permanece como a usual:
convencer, validar, verificar.

Na literatura especifica em Educagio Matemaética, prova ou demonstragdo vém
sempre adjetivadas; sdo, assim, “rigorosas”. A necessidade ou nio de uma tal
adjetiva¢do dependerd, em muito, dos aspectos que focamos: para uns — principal-
mente os matematicos chamados “puros” —, uma prova €, ja, prova rigorosa. Para
outros, o rigor estabeleceria, entre as varias provas matematicas possiveis, aquelas
herdeiras diretas do programa estabelecido por Euclides, n’Os Elementos, no
terceiro século antes de Cristo, programa este plasmado numa concepgéo platonica,
assegurado e elevado ao status de elemento essencial ao fazer matematico, principal-
mente pelo Formalismo que intervém, com maior familiaridade do que qualquer
outra escola, no fazer cotidiano da sala de aula e no da prépria Matematica'
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(conforme, por exemplo, Cury, 1988). H4, ainda, autores que, seguindo Balacheff
(1987), partem da explicitagio mais minuciosa dos termos, para uma distingdo entre
provae demonstragio: umaprova é umaexplicagio aceita poruma dada comunidade
num dado momento, podendo ser debatida, refutada ou aceita. No interior da
comunidade Matemdtica, porém, s6 sdo aceitas como provas as explicagbes que
adotam uma forma particular, um conjunto de enunciados validos organizados
segundo certas regras, sendo que um enunciado ou é reconhecido como verdadeiro
ou € deduzido a partir do precedente por regras de dedugio vilidas e pré-fixadas, do
dominio da Ldgica. A esse tipo particular de prova Balacheff chama demonstragdo.

A nogdo de prova é um dos principais eixos pelo qual trafegam as concepgdes
sobre Matemética. Nela sdo engendrados tanto o cardter mitico da Matemaética
quanto a proliferagdo desmedida de uma ideologia da certeza, suas significagdes
univocas e seu cardter de eternidade espago-temporal. Tal cariter mitico surge
quando a Matematica procura fundamentar-se pela exclus@o do sentido (Lavalle,
1977), que tem na distanciagio entre sintaxe e semintica um de seus componentes
essenciais. Fruto de um programa rigoroso e constante, esbogado e levado a prética
em toda e qualquer comunidade de produgio de Matemdtica, essa exclusio de
sentido — onde na verdade o sentido ndo morre, apenas tem uma “morte em
moratéria” — possibilita a dinamizagio das ideologias da certeza e da eternidade:

o texto formalizado serd domin4vel, certo, tranqiiilizador e rigoroso. A formalizagio se
apresenta sempre como elaboragdo, remanejamento de um discurso espontineo, natural,
ingénuo, centrado na intui¢do da presenga do objeto. (...) Uma ‘palavra’, segundo a
expressdo de Bourbaki, € um signo no texto inicial, isto &, totalidade de um significante e de
um significado. O que € signo para o matemé4tico na sua prética primeira torna-se forma vazia
na formalizaggo do seu texto. (...) O ponto capital em tudo isso € que a forma nio suprime
o sentido, elando faz sendo empobrecé-lo, afastd-lo, conservd-lo a suadisposigdo. Cré-seque
o sentido vai morrer, mas € uma morte em moratéria: o sentido perde o seu valor, mas guarda
a vida, da qual a forma do mito vai nutrir-se. (...) A Matemética torna-se mftica quando
procura fundar-se pela exclusdo do sentido (Lavalle, 1977, pp. 193-202).

Uma visada panorfimica na bibliografia disponivel nos levard a concluir que a
provarigorosa € tomada como elemento formador do discurso matemético, manifes-
tado em salas de aula — mais claramente aquelas do terceiro grau? — pela chamada
metodologia tradicional vigente, alimentando-a e sendo por ela alimentado.
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Por uma arqueologia da prova:
A transformacio da Matematica em ciéncia hipotético-dedutiva

E importante, aqui, ressaltar a quase inexisténcia de estudos histéricos sobre o
desenvolvimento da nogao de prova rigorosa. Seu surgimento, como nos contam os
textos disponiveis, € claro. Lugar e tempo sdo delimitados. Nomes sdo citados:
Euclides, século Il a.C., Grécia. Surpreende a “auséncia de gestagfo, de laboriosas
tentativas, de um parto doloroso. O ‘canon’ vem 2 luz sob sua forma ideal.” Temos
vérios trabalhos sobre a histéria do rigor, o desenvolvimento das a¢des que transfor-
mam a prova no que por prova hoje entendemos. As justificagdes para a auséncia de
material sobre a historia da prova sdo virias. Entre as mais freqiientes estdo: (a) o
modo relativamente natural com que a prova rigorosa — € sua necessidade —
ingressa no discurso matemético, ndo oferecendo problemas a priori, sendo carre-
gada adiante por uma tradigo abalizadora; (b) uma certa “repugnéncia pela nogdo
de ‘histéria’ no interior das ciéncias” (Cazenave referido em Monchicourt, 1987, p.
31); (c) as dificuldades inerentes as pesquisas de cardter histérico quase arqueold-
gico; e, finalmente, (d) o argumento de que, no caso do rigor, ndo hd uma histéria de
mudangas, mas de adaptagdes ao que ditam as leis da Légica®. No que temos de
disponivel, intentamos tragar, a seguir, alguns aspectos sobre o surgimento da prova.*

Duas teses existem. Ambas sdo tratadas por Arsac (1987), que as interconecta,
gerando, por exclusdes e complementagdes, uma terceira. A tese clissica sobre o
surgimento da prova rigorosa é chamada de externalista pornioenvolver diretamen-
te a comunidade matemdtica, ou, a0 menos, por nio ser engendrada no seio dessa
comunidade, dependendo de pardmetros externos, a saber, a sociedade grega como
um todo. Tal tese € dada na afirmagfio de que “a transformagdo da Matematica em
ciéncia hipotético-dedutiva serd a ‘aplicagfio’ das regras do debate argumentativo
que governava a vida politica na cidade grega” (Arsac, 1987, p. 271) e encontra
referencial tedrico bastante atual e claro. Enquanto a constitui¢do do povo grego
radica-se num passado muito distante, passando pela cultura das Ciclades, pelas
civilizagbes mindica e micénica, fermento da criatividade artistica dos Dérios,
Edlios e Jonios dos anos geométricos (séculos XI a VIII a. C.), é certo que a
constituigdo das cidades gregas ocorre, entre os séculos VIII e VII a. C., através da
percepgao da possibilidade de uma concepgio mais realista do soberano — os até
entfio “comedores de presentes” —, onde palavra falada e escrita desempenham
papéis essenciais:

O aparecimento da Pélis constitui, na histéria do pensamento grego, um acontecimento

Quadrante, Vol. 5§, N° 1, 1996



33

decisivo. (...) Seu advento (...) marca um comego, uma verdadeira invengo. (...) O que
implica o sistema do P6lis € primeiramente uma extraordindria proeminéncia da palavra
sobre todos os outros instrumentos de poder. (...) A palavra ndo € mais o termo ritual, a
férmula justa, mas o debate contraditério, a discussdo, a argumentagdo. (...) Todas as
questdes de interesse geral que o soberano tinha por fungfo regularizar (...) sdo agora
submetidas 2 arte oratéria e deverdo resolver-se na conclusio de um debate; € preciso, pois,
que possam ser formuladas em discursos, amoldadas as demonstragdes antitéticas e s
argumentagdes opostas. (...) Uma segunda caracteristica da Pélis € o cunho de plena
publicidade dada &s manifestagSes mais importantes da vida social. (...) A Pélis existe
apenas na medida em que se distinguiu um dominio piblico: (...) um setor de interesse
comum, opondo-se aos assuntos privados; préiticas abertas, estabelecidas em pleno dia,
opondo-se a processos secretos. (...) Tomada dos fenicios e modificada por uma transcri¢do
mais precisa dos sons gregos, a escrita poderd satisfazer essa fungio de publicidade [por ndo
se tratar] mais de um saber especializado, reservado a escribas, mas de uma técnica de amplo
uso, liviemente difundida no pdblico (Vernant, 1989, pp. 34-36).

Ressaltemos que a transformag&o da Matemitica em ciéncia hipotético-dedutiva,
segundo a tese externalista, di-se num embate entre o piblico e o privado, na criagdo
das cidades gregas, dentro delas e mesmo entre elas, ji que em Esparta, entre os
lacedemonios, a palavra ndo era assim concebida: “no lugar de Peithd, a forga da
persuasfo, [estes] celebrardo, como instrumento da lei, o poder de Phobos, esse
temor que curva todos os cidadios & obedi€éncia” (Vemant, 1989, p. 47). A trajetéria
posterior da prova, a histéria do seu rigor, nos indicar4, novamente, esse embate entre
optiblico e o privado, entre a comunidade escolar e amatemética, um misto de Peitho
¢ Phobos, com limitantes severos, restritos a avaliacdo de uma comunidade que
legaliza os processos de argumentagio em Matematica. Disso trataremos adiante.

Por um outro lado, intervém a tese internalista, considerando como geradora a
questdo: que problema tornou indispensdvel a introdugfio da demonstragio em
Matemdtica? Partindo de uma tal questdo, considera Arsac que o surgimento da
demonstragio é contemporineo ao problema da irracionalidade. Segundo Boyer, é
possivel que a descoberta do problema da incomensurabilidade/irracionalidade
tenha sido feita por pitagéricos em algum momento no século V, sendo que “alguns
atribuem especificamente a Hipasus de Metapontum durante a primeira parte do
iiltimo quarto do quinto século a. C., enquanto outros a colocam meio século mais
tarde” (Boyer, 1974, pp. 53-54). Em relagio a esta segunda tese, duas faces devem
ser consideradas: o problema ser4 analisado por Arsac num quadro aritmético e num
quadro geométrico. No primeiro, constata-se que o nimero 2 ndo admite raiz
quadrada racional enquanto que o quadro geométrico constata a impossibilidade da
diagonal de um quadrado admitir particio comum com seu lado. A partir disso,
algumas consideragoes sdo feitas. Arsac é minucioso. Disso, afirma ser absoluta-
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mente impossivel constatar a incomensurabilidade vinica e exclusivamente a partir
do tragado gréfico.

Pela figura, acredita, concluir-se-ia pela possibilidade da parti¢io comum. Por
outro lado, as provas da irracionalidade no dominio aritmético implicam o uso do
raciocinio por absurdo. Como nio se pode, em nenhum momento, precisar o grau de
abstragdo e a necessdria axiomatizagio do conceito de nimero utilizado, emprega-
se 0 termo “prova” e ndo “demonstragio”, seguindo as especificagdes de Balacheff
(1987), expostas anteriormente.

Baseado no exposto acima e tendo partido de uma também quase inexisténcia de
trabalhos sobre as influéncias reciprocas entre a Matematica e a sociedade grega,
Arsac opta por uma interconexfo entre as duas teses, numa sintese enunciada em
dupla proposi¢do, na forma de negativas:

e sem o problema da irracionalidade, a transformagéo da Matemdtica [em ci€ncia hipotético-
dedutiva) ndo seria produzida, mesmo dentro da sociedade grega;

e num outro contexto de sociedade, mesmo se confrontados com o mesmo problema, a
Matemdtica nfio seria transformada como o foi possivel ser na Grécia (1987, p. 298).

Também auxilia a compreender o surgimento da prova rigorosa no discurso
matemdtico e suas intrincadas correlagGes com a filosofia e a politica o trabalho de
Miguel (1995). Seu foco primeiro ndo € a prova, mas a procura da constitui¢do do
paradigma que sustenta o Formalismo Pedagégico Cldssico em Educagdo Matema-
tica, esse “estilo de pratica educativa em Matemdtica que extermina, consciente ou
inconscientemente, o significado e o sentido do conhecimento que busca transmitir,
gerando nos estudantes a sensagdo de que o iinico sentido de um ato estd no préprio
ato ” (Miguel, 1995, p. 8). Tal paradigma mostra-se plasmado num “formalismo
filosé6fico”, que, na Filosofia da Matemdtica, significa a opgo pelo “ideal da
sistematizagio dedutiva da Matemitica e [por] uma certa atitude em relagio 4
natureza do conhecimento matematico” (p. 8). Para isso, o autor vai buscar as raizes
da concepgdo “cldssica” de Matematica, para o que acredita necessério “estabelecer
um lago de continuidade politico-epistemolégica, por um lado entre a leitura
platdnica e a cosmologia pitagdrica e, por outro lado, entre a leitura platSnica e o
empreendimento euclidiano” (p. 11). Para estabelecer tal “lago”, Miguel parte das
teses levantadas por Szabd, em artigo de 1960. As conclusdes de Szabé sdo que as
explicagBes disponiveis “permanecem na esfera de generalidades abstratas, isto €,
carecem de concretude (...) € [nfio podem] ser confirmadas por dados histéricos” (p.
16). Parte, assim, para a investigagdo do desenvolvimento histérico da demonstragdo
matematica, do conceito de evidéncia e a origem dos “principios” na Matematica

Quadrante, Vol. 5, N? 1, 1996



35

grega. Disso, nos interessa a primeira etapa dessa trajetéria de Szabd, sintetizada por
Miguel:

oraciocinio de Szabé € o seguinte: Euclides utiliza-se da Légica estrita na construgdo de suas
demonstra¢des porque em sua época a validade de um teorema era mostrada por meio da
Légica. Aquilo que ele queria dizer por ‘demonstratio’ (‘desenvolvimento’) era expresso em
grego pelo verbo . de1kvp Conseqiientemente, esse verbo em Euclides € o termo técnico
para ‘desenvolvimento légico’. Mas como os gregos interpretavam a ‘demonstratio’ antes
dessa época? Por meio de vérios argumentos, Szab6 conclui que a técnica de demonstragio
na Matemética grega antiga era a simples visualizagdo. Diz que os antigos pitagéricos
consideravam a Geometria como 16T0pn, isto €, como uma ciéncia insepardvel da visdo e
que, por volta da época de Platdo, os gregos ainda tinham consciéncia do antigo significado
do verbo, deiknu, isto &, ‘concretamente vistvel’. Disso decorre imediatamente que a
passagem da concepgdo primitiva para a concepgio euclidiana da ‘demonstratio’ deve ter
sido provocada por uma tendéncia anti-ilustrativa e anti-empfrica da ciéncia grega. Onde
buscar as razdes para o surgimento dessa tendéncia e da sua ligagdo com o desenvolvimento
daciénciadedutiva grega? Mediante verificagdo da surpreendente freqii€nciada demonstragio
indireta nas provas do Livro VII dos Elementos de Euclides (...) Szab6 levanta a conjetura
de que foi devido ao uso dademonstragfo indireta que a Matemadtica se transformou em uma
ciéncia dedutivae sistemdtica. (...) Esta dltima conjetura permite a Szabé explicara conexio
orginica existente entre forma indireta de demonstragéo e tendéncia anti-empirica e anti-
ilustrativa. Isso porque, na Filosofia eledtica, esses dois fendmenos eram insepardveis, uma
vezque os filésofos eledticos usavam o método da demonstragio indireta para provar apenas
aqueles teoremas que flagrantemente feriam a experiéncia do senso-comum (Miguel, 1995,
pp- 17-18).

Segundo Otte (1990, 1993 e 1994), envolvidas com a constitui¢do da prova
formal como revisitagdo da postura grega, estdo a Revolugio Industrial e suas
conseqii€ncias, como a divisdo do trabalho e os processos de individualiza¢do. Com
efeito, “a maior revolugdo econdmica, antes da Revolugfo Industrial, foi a intensi-
ficagdo na produtividade da agricultura através do controle hidraulico, algum tempo
antes do final do quarto milénio a.C., que transformou o insalubre pantano-jangal no
bergo das civilizagoes sumério-acadiana e egipcia” (Toynbee, 1987). J4 que uma
revolugdo do porte da Industrial ndo surge sem uma bem determinada trajetdria que
a faz emergir num dado momento, partindo do controle hidrdulico da Antigiiidade
e passando, por exemplo, pela inven¢fio da imprensa, chegamos aos teares ingleses
dos séculos XVI e XVII A imprensa escrita representa um momento chave em
nossas especulagdes:

Essa tecnologia {da imprensa escrita) tornou a comunicagio ¢ o conhecimento
relativamente autonomos de agentes e deu-lhes uma qualidade genuinamente
social. A viagem para Florenga permitiu a Galileu relacionar o mundo da pesquisa
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cientifica com o da tecnologia, relagio esta que deve serentendida como tendo sido
estabelecida mais pelas prensas venezianas do que pelo contato pessoal. (...) Oque
diferencia a utilizagio de artefatos mecinicos pelos antigos de sua versdo na P6s-
Renascenga € a énfase no processo secreto e no conhecimento secreto. A mecénica
dos antigos, nesse sentido, assemelhava-se 3 alquimia. (...) No momento histérico
em que a prensa permitiu que o conhecimento fosse transformado em objeto de
mercado, esse conhecimento ganhou muito em sua significincia. (...) Em termos
histéricos, o fato bdsico relacionado ao papel da imprensa foi que ela mudou
fundamentalmente a relagdo entre as pessoas e o conhecimento e, daf, o conceito
de conhecimento na sociedade. (...) Assim, dinamizou-se o crescimento do
conhecimento, de modo que, no século X VI, podia-se falar de uma explosdo de
conhecimentos (...) 0 que continua presente em nossos dias e € a mais importante
raiz da Era Mecanicista na qual operamos (Otte, 1993a, p. 282).

Se da produgdo de conhecimentos foi desvinculado seu ingrediente secreto, pois
permitia a imprensa a divulgagdo cada vez mais 4gil dessa produgo, vinculou-se a
ela a individualizagfo: “para nés, nos dias de hoje, o tema central dos matematicos
do perfodo romantico pode soar como ndo roméntico e até como repelente. Osnovos
mateméticos devotaram-se ao rigor (...). O que a nova geragdo de matemdéticos
descobriu foi o matemdtico, do mesmo modo que os romanticos haviam descoberto
que na poesia havia o poeta e na miisica havia o miisico” (Wiener, referido em Otte,
1990, p. 60). Sendo assim, a individualiza¢io que caracteriza a pesquisa exige, para
uma divulgagdo de resultados, métodos mecanicos como os que saoefetivados numa
prova rigorosa de concepg¢o contemporinea, pois “parece ser um exercicio em
16gica e a 16gica nada tem a dizer sobre algo que néo seja uma proposigo. (...) A
prova transformou-se num exercicio de arranjar corretamente certas proposigdes,
sendo uma atividade da I6gica proposicional” (Otte, 1994, p. 299). Arigorosa prova
matematica mecanizou-se.

O piiblico e o privado: um espacgo de conflitos

Sobre a questdo do conflito entre o piiblico e o privado na constituigdo da nogdo
de prova rigorosa e, por conseguinte, no estabelecimento de um dos marcos mais
fundamentais e caros ao modo de produgdo em Matemdtica, hd mais pontos a
explorar.

Segundo Davis e Tymoczko (referidos em Hanna, 1989, p. 21), “as filosofias
tradicionais do Logicismo, Formalismo e Intuicionismo® sdo ‘teorias privadas’ que
descrevem uma Matemdtica ideal. Mas, sendo uma atividade social, a Matemdtica
necessita de uma ‘teoria piblica’”. Além disso, a quase totalidade do material
disponivel sobre o tema apresenta, decorrente de uma reconstrug@o da histéria do
rigor nas provas, a afirmagio, sempre bem argumentada, de que as provas, como
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concebidas no seio de uma dominante matemética platdnica, sdo uma espécie de
ficgdo. O programa de rigor sistematizado por Euclides, dizem, nfio €, nem nunca foi,
seguido rigidamente na produgdo em Matemdtica: passos, axiomas, regras de
inferéncia, entre outros elementos substanciais ao processo de prova nem sempre s3o
explicitados, donde a aceitagdo de um resultado, entre os que produzem Matemitica,
ser mais um processo social de negociagdo de significados dentro do grupo de
especialistas ao qual o resultado em questio se relaciona, do que o mero seguir cego
das regras impostas pela proposta formal. De acordo com Maslow (referido em
Hanna, 1989, p. 22), “compreensao, significincia e argumentagdo convincente sdo
‘motivadores positivos’ para a aceitagdo [da prova]: sdo esses fatores que retém a
atenc¢do do matemdtico praticante para um novo teorema e o move a aceitagdo ativa.
(...) Por outro lado, a validade estrutural do argumento matematico para um novo
teorema, isto €, a validade atual ou potencial de sua forma como distinta de seu
conteddo, é, meramente, um ‘fator higienizante’, reconhecido como essencial mas
tido como garantido.”

Assim, a posigio da veracidade acima de qualquer suspeita dada pela prova
rigorosa vem sendo desafiada. Os préprios mateméticos admitem que uma prova
completa seria demasiadamente enfadonha e sem sentido para, por exemplo, sua
divulgagfo. Mais ainda, sugerem a existéncia de diferentes graus de validade formal
em suas provas, obtendo o mesmo grau de aceitagdo. Além disso, 0s matemdticos
concordam “que quando uma prova ¢ valida somente por sua forma, sem considerar
seu conteddo, acrescenta-se muito pouco a compreensdo de seu objeto €, ironica-
mente, pode ndo ser muito convincente” (Hanna, 1989, p. 20). Tais afirmac6es
podem ser atribuidas tanto a Hanna (1989, 1993), de onde vem a cita¢io, quanto a
Davis e Hersh (1985), Davis (1972), Kitcher, Tymoczko, Manin ¢ Maslow (referido
em Hanna, 1989), entre outros. Existe nisso uma certa confusdo entre a concepgao
de prova e a fungdo que ela desempenha ou deveria desempenhar. Essa confusio foi
abordada com mais profundidade por Otte (1992), ao tratar das conexdes entre a
prova, a Matematica Aplicada e a Matematica Pura, afirmando que ela se deve a
diferentes nogGes de prova consideradas (meros célculos, processo algoritmico das
provas computacionais € concep¢do formal). Ainda assim, concordamos que os
conceitos de prova vigentes na pritica podem ser amalgamados num s6 conceito,
aquele plasmado numa visdo platdnica de Matematica.

O século XX ainda nfo delineou o que, de modo genérico, chamamos de Matemdtica
Platonica. Alguns de seus principios sdo os que seguem:

« a crenga na existéncia de certas entidades matemdticas ideais (...) ;

* a crenga em certos modos de dedugéo;
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« a crenga de que se uma afirmagio matemdtica faz sentido, entdo pode ser provada como
sendo verdadeira ou falsa;

» acrenga de que, fundamentalmente, a Matemdtica existe separada dos seres humanos que
a fazem. O pi estaria no céu.

Emboratais crengas tenham sido muito questionadas por matemdticos do porte de Kronecker,
Godel, Borel, Brouwer, Weyl e, mais recentemente, Bishop, as crengas platnicas continuam
areger o dia-a-dia da pritica matemadtica. (...) Numa série de conferéncias sobre Matemdtica
ndo-platnica, um comentdrio tfpico era: ‘- Bem apresentado, mas irrelevante. Voltemos ao
nosso (platdnico) quadro negro.” Como a prética € realizada numa comunidade, pode-se
dizer que o rei pode estar nu, mas se toda a corte também estiver, tudo bem (Davis, 1972, p.
252).

Sobre tal “atmosfera platdnica”, segue a afirmagfo de Hanna (1989):

O desenvolvimento da Matemdtica e os comentirios de mateméticos praticantes sugerem
que se aceita um novo teorema quando alguma combinagio dos seguintes fatores estd
presente:

«eles compreendem o teorema, os conceitos nele incorporados, seus antecedentes 16gicos €
suas implicag¢des e nada existe que sugira que ele ndo seja verdadeiro;

* 0 teorema ¢ significativo o suficiente para ter implicagbes em um ou mais ramos da
Matemitica (e entfio é importante e Gtil o suficiente para garantir estudo e anélise detalhados);
* 0 teorema € consistente com o corpo dos resultados mateméticos aceitos;

* 0 autor tem uma reputagio impecével como expert na drea a qual se refere o teorema;

= existe um argumento matematico convincente (rigoroso ou nio) para ele, de um tipo que
j4 tenha sido encontrado antes. (...)

O papel da prova no processo de aceitagfo € similar ao seu papel na descoberta. As idéias
mateméticas s3o descobertas por um ato de criagdo no qual a légica formal nfo estd
diretamente envolvida®. Elas ndo sdo derivadas ou deduzidas, mas desenvolvidas num
processo cuja significancia para o corpo existente da Matemética e seu futuro potencial sdo
reconhecidos pela intui¢do informal. Embora a prova seja um pré-requisito essencial para a
publicagdo, ela ndo precisa ser nem rigorosa, nem completa. (...) Os matemdticos, mesmo
os mateméticos ideais, sdo hibeis para fazer e conhecer Matemética somente por participarem
de uma comunidade matemdtica (pp. 21-22).

Investigando as intrincadas ligagGes existentes na esfera da prética cientifica, o
trabalho de Silva (1993), porexemplo, complementa o de Hanna, esclarecendo como
acriago, aceitagdo, homologacioe divulgagdo dos resultados em Matemética se di:
no circulo pensamento < individualidade < tutela, onde a certeza matemadtica é
preservada.

O trabalho com Matemdtica é um ato de verificagdo interna no sentido em que a verificagio
da validade de uma determinada afirmativa, ou o encadeamento/conexo de elementos das
ou para afirmativas, dispensam, emdltima instincia, referéncias outras, de natureza material
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(pessoas, bibliografia, experimentos etc). Ultrapassados os elementos iniciais para o
desenrolar da tarefa, a continuidade do trabalho depende do aluno ter adquirido ou ndo o
esquema de verificagdo na situagdo determinada pela especificidade do trabatho (estudo),
passando, ‘aluno-orientador-grupo restrito de especialistas’ a um nivel de cumplicidade que
se constituird como um grupo em si na medida em que exercerem um esforgo para impedir
o deslize dos significantes mateméticos (Silva, 1993, p. 219).

Os trabalhos até aqui citados, de forma quase uninime, apontam a existéncia de
critérios préprios definidos dentro e para a comunidade matemadtica, onde a prova
rigorosa tem sido, hd muito, concebida como fundante do conhecimento, metodologia
bésica da produgdo cientifica, definidora, por exceléncia, de um carater exato,
correto, univoco que caracteriza a Matemética. Muito embora tais consideragoes
sejam freqiientemente trazidas a luz, os autores estudados afirmam que o conheci-
mento matemdtico tem sido desenvolvido numa atmosfera quase avessa a prova,
sendo que a validade das proposigdes feitas, conseqiientemente, ¢ meramente
probabilistica. Escapa a tais autores, entretanto, a prova hibrida levada as salas de
aula que sdo o medium propicio para a proliferagio da cultura do saber institucional
regido pelos critérios dos grupos de especialistas. E através de um deslizamento da
prética cientifica para a pratica pedagdgica que a tradi¢o se manifesta, cristaliza-se
e, revigorada, assume proporgdes insondaveis para os ndo familiarizados com a
cultura matemadtica vigente. Foge das agdes que sdo prdprias da sala de aula a prova
rigorosa como a concebida— mas néio realizada—no seio da comunidade cientifica.
O que ingressa na sala de aula de Matematica é uma prova hibrida, reconhecidamente
uma colagem de propostas formais. Tal hibridismo, entretanto, refor¢a a existéncia
e o poder de um formalismo ficticio, 0 mesmo que determinaria a atividade
matemdtica. Nédo existindo, de fato, a prova formal, seria necessdrio estabelecer
quais e como sdo as provas levadas a essas salas de aula, os porqués de assim serem
levadas, possibilitando visdes alternativas para seu tratamento nesse contexto.

Na esteira dessas referéncias, um material de referéncia bdsica em se tratando de
questionar o formalismo matemético — e, conseqiientemente, 0 modo “cldssico” de
agdo com as provas rigorosas em salas de aula — é a obra de Imre Lakatos,
principalmente seu Proofs and refutations—The logic of mathematical discovery de
1976, organizado por J. Worral e E. Zahar e publicado pela Cambridge University
Press. Na tradug@o brasileira (Lakatos, 1978), e, a julgar pela introdugdo, também na
versdo original, a tese doutoral do autor ocupa o primeiro capitulo. A obra, de
inegdvel importincia histdrica para a Filosofia da Matemética e, consegiientemente
para a Educago Matematica, tem como objetivo explicito, desafiar o formalismo,
“escola de filosofia matemitica que tende a identificar a Matemdtica com a sua
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abstragdo axiomdtica formal e a filosofia da Matemética como metamatematica”
(Lakatos, 1978, pp. 13-14), o que Lakatos faz apoiado na conjectura Descartes-
Euler sobre poliedros. Os fundantes para as posigdes assumidas no corpus do texto
sdo dados por Popper e Polya, sendo que atacar a proposta a partir da trajetéria de
construgdes e reconstrugdes de prova da conjectura foi sugerida ao autor pelo préprio
Polya (Davis e Hersh, 1985). Embora nio pudéssemos deixar de tecer esses
comentarios, a revisitagio desses fundantes de Lakatos e sua proposta do método das
provas e refutagdes, merecem estudo especial e pormenorizado, visto que, mais do
que meramente desafiar o formalismo, Lakatos contribui com um conceito realmen-
te inovador de prova “rigorosa” e indica (implicitamente) possiveis modos de agdo
para a sala de aula. Além disso, suas afirmagdes ddo luz 4 filosofia quasi-empiricista
da Matemdtica, que tem servido de elemento basico para a constituigdo de uma
filosofia propria para a Educagfo Matemadtica’ e tem exercido flagrante fascinio nos
educadores matemadticos. H4, porém, criticas ao trabalho de Lakatos. Como repre-
sentante de um ponto de vista critico, apresentamos as consideragdes de Gila Hanna®
(1994):

Em minha opinido, temos tendido a glorificar certos aspectos do Provas e refutagdes ¢ os
nossos esforgos para modelar tais aspectos na sala de aula de Matemética podem ser muito
artificiais e, em muitos casos, contra-produtivos. Desde a publicagio do Provas e refutagoes,
deLakatos, temhavido muitadiscussdo entre fil6sofos, mateméticos e educadores mateméticos
sobre esse novo modo de ver a descoberta matemdtica. Mas os sérios resultados associados
2 descoberta matemética, certamente, ndo foram, ainda, totalmente estabelecidos. (...) Eu
tenho receio de ndo estarmos sendo tdo criticos como deverfamos sobre o trabatho de
Lakatos. E tal trabalho sofre de muitas fraquezas. Por exemplo: o método da andlise da prova
defendido por Lakatos funciona no caso dos poliedros, mas ele € realmente aplicdvel para
toda a Matemética? Para alguma outra parte da Matemdtica? Devemos notar que o método
da andlise da prova repousa sobre um exemplo particular, o estudo dos poliedros, um campo
onde é relativamente f4cil sugerir os contra-exemplos que o método de Lakatos exige. Mas
nunca nos aventurariamos a generalizar tendo por base um tnico exemplo! Nio h4 garantia
de que o método seja igualmente vélido para outras partes da Matemdtica. Muito pelo
contrério: ndo € dificil acharmos exemplos onde o processo da descoberta matemética ou
aquele de se achar uma prova seria radicalmente diferente daquele descrito no Provas e
refutagées . Por exemplo, o estudo dos poliedros na prova do Teorema de Euler, como
descrito em Lakatos, serve para enfatizar o papel crucial que as defini¢Ses desempenham
como pontos de partida no processo de provar. Uma vez que defini¢des adequadas sejam
formuladas, o teorema € demonstrado para todos os casos possiveis € ndo hd mais discussdo.
Os mateméticos, porém, guando trabalham no campo das defini¢des adequadas, ou com uma
“base conceitual”, para usar o termo de Bourbaki, o processo da prova ndo segue aquele
descrito por Lakatos.
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A prova e o curriculo: de suas fung¢des na pratica pedagigica

Os autores consultados concordam: uma prova deve explicar, convencer, permitir
o reconhecimento do fazer em Matematica, enriquecer nossa intuigdo, conquistar e
permitir que sejam conquistados novos objetos e, final e sinteticamente, ampliar os
horizontes de compreensdo dos conceitos e priticas matematicos. Concordam
também que as provas apresentadas nos textos diditicos desempenham um papel
pobre na comunicagdo das idéias matemdticas, herdando as lacunas apresentadas na
produgio cientifica (“A outra parte é andloga e deixamos para vocé€”, “é fécil
mostrar”, “vocé pode verificar isso”, “sendo um calculo simples ...”), reduzindo-se
a meros cdlculos mecanicos, tanto quanto as provas apresentadas em sala de aula.

A proposta mais claramente exposta sobre a necessidade de inclusdo da prova
rigorosa nos curriculos escolares, em todos os niveis — mas com énfase parao 1°¢
2° graus, daf a novidade —, ¢ a dos reformadores de curriculos dos anos 50 e 60, o
que ficou conhecido como o projeto “Matemaética Moderna”. Hanna (1983) estuda
os reflexos e limitagGes dessas tentativas de modemizagdo curricular plasmadas no
uso das provas rigorosas, concluindo positivamente pela presenga das provas nos
curriculos, mas nio como uma metodologia universal imposta, e sim como uma das
maneiras de se estudar a validade de um conceito. No Brasil, por exemplo, a
Matemidtica Moderna também teve seus efeitos perversos sentidos até hoje —
mesmo decretada a faléncia de tal proposta — principalmente nas abordagens de
textos didaticos ainda disponiveis e veiculados com insisténcia nas escolas de
ensinos basico e médio (Imenes, 1989). Tratamos aqui, portanto, dos perigos da
formalizagio prematura e do mecanicismo que acompanhou a implementagdo da
visdo “bourbakista” nas salas de aula. Hanna afirma ainda que, se partirmos da
proposta dos reformadores, ou seja, a provarigorosa como recursousado para refletir
o atual estigio de desenvolvimento da Matematica, essa sua fungdo deveria ser
melhor examinada sob dois aspectos: por um lado, nio hd nem mesmo consenso
sobre o que € a prova rigorosa — consenso este que unificaria, de certo modo, as
acdes -; e, por outro lado, hd o atual desprezo quanto ao “rigor”, o qual tem sido a
tonica de vdrias atitudes em relagdo a prova, que deve convencer, mesmo que para
isso esserigortenha de ser relativizado. Caracteriza-se, assim, a prova rigorosa como
algo que nio reflete a pritica matemdtica corrente, sendo, pois, secundaria para o
fazer na Matematica atual, negando a proposi¢do primeira dos reformadores de
curriculo.
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Rigor ou rigores: uma revisitagao aos conceitos de rigor e intuigao

Se temos considerado a existéncia de uma histéria do rigor, de concepgdes de
rigor que mudam, ora com o tempo, ora ao gosto da comunidade de juizes
qualificados, da importancia as vezes ficticia desse rigor, toma-se necessédria uma
incursdo nesse dominio. Propomos aqui, entio, um pequeno desvio na seqiiéncia que
vinhamos tomando para esclarecer mais apropriadamente o conceito de rigor, o que -
nos leva a questionar, também, nesse contexto, o papel da intui¢do. Em relagfio ao
tema rigor fogem dos autores alguns aspectos de capital importincia para a
discussdo: sobre qual concepgio de rigor estamos falando? Existe uma concepgio
transitéria de rigor? Bicudo (1993), partindo de um estudo etimolégico do termo e
estabelecendo como pontos de referéncia as questdes da linguagem natural, afirma:

Na Matemdtica, igualmente [com relagdo 2 linguagem comum], o rigor tem (...) dupla
fungdo, sintdticae semantica. (...) Como no &mbito de qualquer linguagem, (...) serrigoroso
em Matemdtica significa proceder de acordo com as regras de sua gramética, a LOGICA.
(...) O que queremos afirmar com tais consideragdes, ¢ que NAO houve, ao longo dos
tempos, uma modificagdo do conceito de rigorem Matematica, o que significa sempre seguir
inflexivelmente os cAnones da Légica (...). O que tem mudado, como ndo poderia deixar de
ser, € esse sistema gramatical da Matemética (p. 61).

Essa atengdo mais detalhada ao termo rigor, embora escape a maioria dos autores
estudados, em nada prejudica as afirmativas jd feitas, ao contrdrio, reforca a
existéncia de um canone rigido ditado pela Logica, cujas limitagSes préticas tomam
invidvel o que se defende como prova “rigorosa”. TAo importante quanto aelucidagao
do conceito de rigor, a continuidade do artigo de Bicudo trata de estabelecer o vinculo
existente, segundo ele, entre rigor e intuigao®:

aintuigio € construida no tratamento cotidiano das questdes e (...) a ‘seguranga’ da intuigédo,
baseada na familiaridade das questdes tratadas, se esboroa de encontro a situagdes novas, que
ultrapassem os limites daquelas que a ajudaram a se construir. Af, entdo, o rigor &
fundamental para liberar tais situagSes de tudo o que seja essencial e, desse modo, preparar
o terceiro terreno em que vicejard a nova intuigio. E por essa tensdo dialética entre intuigio
erigor que se sobe na espiral do conhecimento matemético. Mesmo que néo percebamos, a
intuigdo estd impregnada do rigor que colaborou na possibilidade de sua criagdo. E o
equilibrio das tendéncias de diferenciagdo (intuigdo) e unificagdo (rigor). Ndo h4 avango de
uma sem a outra (p. 64).

Desse modo, Bicudo considera o rigor de uma prova formal como “retendo”, em
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si, os “momentos” intuitivos que permitiram sua manifestago. Nesse rigor — que
perdura — e na prova rigorosa — seu veiculo —, temos os constitutivos essenciais
da metodologia da Matematica “formal”. O aparecimento, aqui, de questdes do
dominio da intuigdo foi o que nos fez perceber a despreocupagdo dos autores
estudados com relagio aos processos de matematizagio ndo-formais, exatamente
aqueles aos quais a literatura atual em Educagfio Matematica— principalmente a que
sugere abordagens alternativas no tratamento do conteiido matemético em sala de
aula — vem consagrando espago considerdvel, categorizando-o0s no que chamamos
“as tendéncias da Educagdo Matemética”, do que sdo exemplos a Etnomatematica,
a Resolugdo de Problemas, a Modelagem e a Modelagdo Matemadticas etc'®. Ora,
tratando a prova rigorosa como elemento essencial do fazer matemético, campo fértil
para a construgio desse conhecimento, ficam descaracterizadas como sendo “Mate-
mitica”, as intui¢des primeiras e compreensdes pré-predicativas que, como as
matemdticas “culturais” de certos grupos sociais, as etnomatemadticas, podem ser
posteriormente formalizadas vindo a integrar o mundo académico com comprovadas
possibilidades de reversdo no quadro de negatividades que caracteriza a Matemitica
formal na sala de aula. Tal despreocupagdo €, tio somente, a constatagdo de que os
autores consideram como “Matemética” a “matemética académica”, pois, aparente-
mente, tanto as “outras” matemdticas prescindiriam de uma tal nogdo de prova
rigorosa quanto a propria Matemaética dispensaria, a posteriori, as intui¢des primei-
ras conforme os préprios autores concordam na esteira de Hadamard (1947).

De uma possivel organizagio para a continuidade da trajectéria

Um levantamento bibliografico mais pontual sobre a prova rigorosa, apresentado
de forma sistematica, & do que nos ocupamos na seqiiéncia desse trabalho. Junto aos
demais artigos j4 utilizados até aqui, essa listagem encerra como um ciclo de
referéncias, pois foram “varridas” quase todas as indicagdes bibliograficas de todos
os artigos estudados. As sinteses que expomos podem nos auxiliar a construir uma
visdo panordmica do que vem sendo dito sobre a prova rigorosa, oferecendo, por
vezes, indicativos pertinentes para o tratamento desse aspecto da Matemdtica nas
salas de aula. Esse panorama tenta classificar as referéncias disponiveis para um
futuro leitor voltado ao mesmo tema, e por ser esta uma pretensdo desse nosso artigo,
oferecemos, ao final, uma listagem bibliografica na qual figuram outros textos além
dos que serdo aqui efetivamente analisados. Para uma organizagdo da seqiiéncia de
apresentacdo desses estudos optamos por categorizar os trabalhos em grandes
regides tematicas, embora haja uma nitida interconexio entre elas, além de haver
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trabalhos “intercambiéveis”, pois que poderiam pertencer a duas ou mais “regides”.

A sala de aula como objetivo de propostas e fonte de pesquisas

Leron (1983) apresenta em seu artigo o que chama de um método alternativo para
a veiculagdo da prova rigorosa em sala de aula, o método estrutural. Posto em
contraposigdo ao que chama de “método linear” de apresentagdo de provas em textos
didéticos, o método de Leron inicia-se com uma visdo panordmica do resultado a ser
provado e dos elementos que contribuirdo para a constituigio de sua prova. A partir
dai sdo estabelecidos vérios niveis, dos quais o primeiro (inicial) deve ser, normal-
mente, bastante curto e livre de tecnicismos. Por outro lado, o nivel final “¢ bastante
detalhado, assemelhando-se nisso as provas lineares padrio”. Dentre esses dois
niveis, sdo construidos outros tantos quanto necessarios para que, pouco a pouco,
todas as varidveis envolvidas no processo de demonstragio sejam esclarecidas ou
mesmo demonstradas. Assemelha-se, assim, sob nosso ponto de vista, a certas
exposigdes de textos cldssicos de Matemitica, onde resultados particulares sdo
estabelecidos para, a seguir, serem amalgamados ou servirem de apoio a teoremas
mais gerais. S3o ainda dados, em seu artigo, exemplos do método, onde a resultados
demonstrados linearmente em livros didéticos consagrados segue-se a versdo do
método estrutural, enunciados todos os niveis construidos.

Hanna (1990), discutindo a existéncia de trés diferentes percepgdes de prova —
a prova formal, a prova aceitivel e 0 ensino da prova —, enfatiza a necessidade de
serem desenvolvidas provas que ndo somente provem, mas que expliquem. Essa
mesma discussio € a que aparece em Hanna (1989a). Como diferenciar as provas que
provam das provas que explicam? Para isso, o exemplo dado € simples: considera-
se a afirmagio de que a soma dos n primeiros inteiros positivos, S(n), é dada por
n(n+1)/2. A prova por indugo finita € chamada por Hanna de ndo explicativa (como
em geral, argumenta, sdo as provas por indugio). A prova desse resultado que, além
de ser uma prova aceita em termos matematicos carrega a possibilidade de ampliar
a compreensdo de outros aspectos é a dada por Gauss, por exemplo, ou a da
representagio geométrica dos 7 primeiros inteiros positivos como tridngulos retin-
gulos isésceles de pontos. O exemplo é bom, a base de discussio € pertinente, mas
ha a impossibilidade de serem encontradas provas alternativas (como as apresenta-
das para o resultado utilizado pela autora) para qualquer resultado em Matemitica.
Percebendo isso, Hanna diz ser um desafio, para o professor, encontrar provas
explicativas para as afirmac¢des matematicas.

Barbeau (1990) apresenta cinco exemplos de proposigbes matemdticas com
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discussdes que, fugindo do escopo do puramente formal e reforgando a necessidade
de uma énfase no aspecto histérico quando da veiculagdo da prova, pretendem
estabelecer a possibilidade de iluminar pontos que no tratamento convencional
ficam obscuros. O artigo, porém, € curto demais para que as idéias, apresentadas de
uma forma muito geral, possam ser totalmente apreendidas.

Movshoviiz-Hadar (1988) apresenta dois teoremas sobre matrizes e niimeros
primos para, depois, tecer consideragdes sobre algumas possibilidades no tratamento
com a prova rigorosa. Os modos de apresentagio que discute vio do formal até o da
apresentagdo de exemplos particulares de uma dada situagio para posterior genera-
lizagdo, passando (a) pelo que o autor chama de “uma apresentagio verbal simbgli-
ca”, que consiste em enfatizar, além do que o professor escreve, o que o professor
fala; (b) por uma apresentagdo “via inquérito indutivo” que consiste em separar a
demonstragdo em passos — sub-demonstragdes — que no final do processo
formardo a prova na integra; e (c) poruma apresentagdo “global”, semi-formalizada,
antes da formalizagdo final. Uma categoriza¢do mais global das formas de apresen-
tagdo de demonstragdes ¢ entdo apresentada: a categoria das apresentagdes de
“estimulo a resposta” em contraposi¢fo a da “descoberta guiada”.

Yackel e Cobb (1994) seguem a proposta de retomada a énfase no raciocinio
matemaético, conforme ditada pelo National Council of Teachers of Mathematics,
apoiando a utilizagdo das provas explicativas de Hanna (1989a, 1990). Nesse
contexto, sugerem que as provas desenvolvidas em sala de aula devem ter um caréter
de interagdo social, o que pode ser basicamente traduzido como sendo o método de
levar os alunos a compartilhar métodos de solugdo, respostas, pensamentos e
caminhos por eles encontrados em exposigdes orais perante a sala, afirmando que
“mesmo generaliza¢bes ndo-articuladas e injustificadas sdo produtivas para o
aprendizado”.

Bell (1976) categoriza as explicagbes de criangas sobre as “demonstragdes” dadas
a certas proposi¢des matemadticas. Este artigo vem complementar um artigo anterior,
do mesmo ano, no qual pelo menos duas categorias de explicagdes puderam ser
estabelecidas num trabalho com alunos de mesma faixa etéria: o “estdgio 1 (abstra-
¢d0), onde certos modelos ou relagdes podem ser reconhecidos, ampliados ou
descritos mas sem uma tentativa de explica-los, justificd-los ou deduzi-los. (...)e 0
estagio 3 (prova), no qual ou um argumento dedutivo informal — mas aceitavel e
completo — foi dado, ou o conjunto dos possiveis casos foi totalmente checado de
modo empirico” (p. 23). No artigo de 1976, a partir da afirmagio de que, dados dois
ndmeros consecutivos e sua soma, um e apenas um dentre esses trés niimeros é um
miiltiplo de trés, s6 se pode constatar que a falha nas argumentagdes de 48% dos
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alunos ou € devida a lacunas anteriores no conhecimento ou 2 inabilidade para
coordenar, ao mesmo tempo, todos os dados do problema.

Chazan (1993) documenta a preferéncia dos alunos por argumentos empiricos —
principalmente o uso de exemplos —, em vez de preferirem os dedutivos quando da
apresentagdo dos contetidos matemdticos. Nisso interferem dois conjuntos de
crengas: o conjunto das afirmagdes do tipo “Evidéncia é prova” (por exemplo, o uso
de exemplos claros, desenhos e calculos computacionais sio suficientes) e o das
afirmagGes do tipo “A prova dedutiva € simplesmente evidéncia” (alguns estudantes
véem as provas dedutivas como provas para um caso {inico, o caso associado, por
exemplo, ao diagrama considerado. Ndo reconhecem o aspecto genérico desses
auxiliares na prova dedutiva).

Radford (1994) aborda o problema da aprendizagem da demonstragio. Partindo
da afirmagiio de que o conceito de demonstragio estd intrinsecamente ligado a
concepgdo que se tém dos objetos matematicos, estabelece a necessidade de uma
mudanga conceitual, pensando na veiculagio das demonstragbes em salas de aula.
Amudanga conceitual “requer, em particular, uma transformagio das representagoes
(especialmente da figura, no caso da Geometria) e da organizagio e informagio (que
toma a forma de um novo modo de organizagdo 16gico-dedutiva)” (Radford, 1994,
p. 21). Para que seu texto progrida, Radford langa m3o da nogio de demonstragio
pelo “exemplo genérico”, extraida da tipologia de provas proposta por Balacheff:
“contrariamente ao que ocorre na demonstragio por visualizagio [que € embasada
numa concepgio ‘ingénua’, aquela da crenga num mundo matemético no qual os
objetos sdo a sua representagio e se estruturam em relagées que ndo mudam de um
desenho a outro], no ‘exemplo genérico’ [a construgdo grifica disponivel] é
conscientemente tida como representante de uma classe” (p. 25). Disso, alguns
exemplos — interessantes, todos, porém, do campo da Geometria — surgem, como
o da formagdo de um mosaico de tridngulos para a demonstragdo de proposigdes
basicas da Geometria Euclideana. Além disso, o texto oferece consideragdes
pertinentes sobre concepgdes que sio fregiientemente detectadas nos alunos, classi-
ficando-as em fenomenolégicas (onde Fenomenologia € termo tomado em seu
“sentido mais simples, de uma referéncia aos ‘fenémenos’ observaveis pelos
sentidos™), dindmico-intuitivas (onde figuram as demonstragbes por “exemplo
genérico”) e abstrato-dedutivas (a categoria das provas dedutivas do “tipo
euclideano”). De um modo geral, reforga a validade dos problemas abertos —
também propostos por Balacheff — no trabalho cotidiano com as provas, nos quais
a formulagdo da questdo ndo contém sua resposta; e dd elementos importantes para
esclarecer a dindmica da elaboragio da prova, o que faz munido da distingdo entre
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etapas — a heuristica e a da redagéo do texto da demonstragdo: “observamos que, ao
mesmo tempo em que o processo heuristico projeta em linhas gerais a etapa da
redacdo, esta tiltima pode solicitar certas informagdes que fardo o aluno retomar e,
inclusive, verificar completamente o processo heuristico” (Radford, 1994, p. 30).
Certamente, o que importa no trabalho de Radford é mais o desenvolvimento de seu
pensamento — o que faz apoiado em indmeras referéncias fundamentais — que
propriamente suas conclusdes. Numa dessas conclusdes, afirma-se que “se o aluno
ndo desenvolveu as habilidades l6gicas que podem assegurar o éxito do encadea-
mento dedutivo das proposi¢des, a heuristica (que permite propriamente ir ‘a caga’
das proposigdes) se vé€ fortemente debilitada, a ponto de carecer de sentido”
(Radford, 1994, p. 30). Ndo tendo estabelecido de modo claro quais os fundantes de
sua prépria investigacdo, pode-se ver, nessa conclusdo, o que ja apontamos em outros
textos, isto é, um reforco da demonstragio concebida como limitada ao &mbito
académico. Finalmente, cabe ressaltar que, embora ndo seja seu tema principal,
Radford tece algumas consideragdes sobre como trabalha com provas em cursos de
formagao de professores.

Mok (1992) estuda o ensino e a aprendizagem da prova por indugdo, concluindo
que os alunos tém dificuldades de trés tipos: 1) uma inabilidade para usar o ‘modus
ponens’; 2) falhas em compreender que P(k) => P(k+1) é uma afirmag&o condicional
e 3) ndo véem a necessidade de assegurar a validade de P(1).

Von Asch (1992) discute a questdo da prova rigorosa no contexto dos chamados
“cursos de servigo”, aqueles que, ndo sendo cursos especificos de Matematica, a
utilizam como ferramenta. Von Asch questiona se a prova rigorosa deve ser tratada
ou omitida nos programas de tais cursos. O nivel de abstragio exigido pelas provas
formais foi considerado e optou-se, para os cursos de servigo, por provas chamadas
de pré-formais, consideradas suficientes.

O trabalho de Cury (1988), analisa os erros de alunos em demonstragdes de
Geometria, partindo do pressuposto de que “os erros cometidos pelos alunos nas
demonstragges de teoremas estdo relacionados com o processo de ensino-aprendi-
zagem, em qualquer um dos niveis; com o abandono do ensino de Geometria
Dedutiva nos 1%e 2° graus; com o excesso de rigor e formalismo que exigimos nas
demonstragdes desde o inicio do curso de Matemética e com a falta de explicitagdo
de uma Filosofia da Matematica que norteie a prética docente” (Cury, 1988, p. 11).
Dai, categoriza os erros em oito tipos: (I) erros referentes ao emprego incorreto da
linguagem matemaética, mau uso de simbolos e interferéncia de significados diver-
sos, falta de clareza e precisdo; (II) os relacionados ao tratamento grifico do
problema, caracterizados pela introdugfo de informagdes erradas; (IIT) falha na
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conceituagio; (IV) conclusdes inaceitdveis; (V) ndo utilizagdo de resultados ja
conhecidos; (VI)uso datese comoelemento dahipétese; (VII) lapsos orais, de leitura
ou escrita; e (VIII) erros no uso da linguagem natural: ortografia, pontuagéo,
concordancias nominal e verbal. Destaca que “as demonstragdes que o professor
apresenta vém imbuidas de uma concepgdo eclética de Matemdtica, aparecendo
geralmente temperadas com pitadas de Logicismo e Formalismo”. (Cury, 1988, p.
20). '

Freitas (1993), em trabalho desenvolvido na Franga, investiga a “produg@o de
provas num campo particular de problemas situado na passagem da Aritmética para
a Algebra”. Os objetivos sio, além da identificagdio desses tipos de provas — o que
Freitas faz baseado na tipologia de provas de Balacheff'! —, a verificagdo dos
mecanismos de interagio entre linguagem e “nivel” de prova, avaliando a represen-
tagdo (concepgdo?) que os alunos tém sobre a prova em Matemética. Como
resultados, a pesquisa indica: 1) o surgimento de duas categorias de provas, entre as
utilizadas pelos alunos pesquisados, ndo presentes na categorizagdo anteriormente
adotada, as quais chama de “prova por enunciado” e “prova algébrica”. Consistem
na utilizagfo e sistematizagio de proposi¢des matematicas, consideradas verdadei-
ras, apresentadas em linguagem natural, no primeiro caso, eem linguagem algébrica,
no segundo; 2) a dificuldade de obtengfo de provas intelectuais, sobretudo nas
provas algébricas e 3) a prova “algébrica” corresponde mais a “representagio” de
prova matemdtica para os alunos: “observou-se que as provas produzidas pelos
alunos estdo ligadas a representagio que eles tém de uma prova, mas é sobretudo o
dominio de uma dada linguagem em relagdo a um determinado problema que vai
determinar o tipo de produgdo. De modo geral, as provas algébricas sdo mais
valorizadas porém menos produzidas” (Freitas, 1994, p. 5).

Um retorno aos aspectos historicos

Siu (1993) estuda os comentirios de Liu Hui, matemitico chinés do século
terceiro, feitos ao Jiu Zhang Suan Shu (Nove Capitulos sobre a Arte Matemdtica) um
texto matematico escrito entre 100 a.C. e 100 d.C.. O texto é uma colegdo de 246
problemas matemdticos sobre vérios tépicos, arranjados em nove capitulos. Os
comentérios de Hui, apontados por Siu, podem ser tidos como uma prova explicativa
(argumentativa, discursiva, no sentido de Balacheff (1987), nio no de Hanna (1989a,
1990)). A intengdo € mostrar que, caracterizada a prova como uma explicagdo com
a fungdo de convencer e clarificar, h4 uma abundéancia de provas em outros textos
antigos além dos gregos.
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Dhombres (1993), também num enfoque de procura a elementos histéricos,
enfatiza a importincia, quando possivel, de quebrar a tradigdo da prova tnica de
resultados:

E interessante notar que os gedmetras meticulosos que copiam a longa prova euclideana do
livro XII [da Proposigdo 2, que introduz uma das mais poderosas ferramentas da geometria
antiga: o método da exaustio) sdo bastante casuais quando tratando com outras figuras
similares — eles apenas consideram alguns resuitados 6bvios. (...) de acordo com essa
abordagem da uma-tnica-prova, provar o mesmo resultado de dois modos diferentes € um
pecadomortal. (...) o que estd envolvido aqui ndo € apenas aquestido da brevidade ou o desejo
de deixar o prolixo de lado. Dar duas (ou mais) provas parece, mesmo indiretamente,
implicarna existéncia de dois caminhos para o conhecimento matemdtico. Isso contradiz a
afirmagao implicita de existir apenas um caminho natural, somente a seqii€ncia autorizada
dos passos 16gicos que levardo a conclusio correta (pp. 401-402).

A partir dessas afirmagGes, o autor usa como exemplo o matemético belga
Gregério de Saint Vincent, autor de uma tinica obra, a Opus Geometricum, publicada
em 1647 (quando nem a Geometria de Descartes, nem a Geometria dos Indivisiveis
de Cavalieri estavam disponiveis), para mostrar a forga que duas ou mais demons-
tragdes de um mesmo resultado podem ter. Gregério provou que a drea limitada por
uma hipérbole, uma de suas assintotas e duas linhas paralelas a outra assintota pode
ser expressa por meio de uma fungdo logaritmica. Em seu trabalho algumas
proposi¢des sdo enunciadas (as de mimero 106 a 110 sdo estudadas), assegurando
aparentemente os mesmos mecanismos de agio e levando ao mesmo resultado. Os
modos de agir (geometricamente) em uma prova, porém, equivalem a modos de
prova analiticos na outra. A comparagio entre tais provas permite-nos ir da
Geometria Cldssica 2 Geometria Analitica. A transi¢do, porém, ndo foi feita por
Gregorio, mas um leitor moderno poderia antecipar a nova perspectiva. Daf a forga
em ampliar contextos que as duas provas podem ter.

Hanna e Jahnke (1993), tragando inicialmente um histérico da prova matematica
(ndo de sua constitui¢do na histéria, como fez Arsac (1987), mas elementos de uma
histéria do rigor), expdem que a prova rigorosa, aliada desde seu inicio as questdes
geométricas, ndo era amplamente utilizada—ndo pelo menos na mesma acepgio em
que o era na Geometria — em Algebra e Anlise, sendo pratica comum nos séculos
XVII e XVIII a ndo-explicitagdo de excegdes que um resultado poderia exigir.

Até o século XIX (...) era aceito que a validade universal dos teoremas em Algebrae Andlise
era garantida pelo fato de que todas as operagdes eramrealizadas simbolicamente, com o uso
deletras. Vistacomo ummodo de levar adiante uma seqii€éncia de operagdes, a prova poderia
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consistir, também, de célculos feitos sobre um exemplo numérico desde que ndo fossem
usadas propriedades especiais dos nimeros que se tinha & mao. Ndo era necess4rio, ainda,
explicitar as regras de cdlculo. (...) A explicagdo dos dominios numéricos e regras
algébricas, dada no infcio do século XIX, tornou-se um processo que partia da Matem4tica
elementar para a Algebra e, entfio, passando por Weierstrass ¢ outros, na aritmetizago da
andlise, culminou com a nogdo do método axiomatico de Hilbert. Esse processo trouxe a
adaptagio da Algebra e da Anslise ao esquema dedutivo de Euclides. Paradoxalmente, a
Algebra tornou-se o modelo da prova rigorosa em Matemtica (pp. 423-425).

Da proposta formalista de exclusio da seméanticana demonstragﬁo de proposiges
matemdticas, Hanna e Jahnke extraem dois tipos de sistema matemdtico: um em
sentido estrito e outro em sentido amplo. Um sistema matemético estrito € um
sistema axiomitico na acepgdo de Hilbert, um campo sintaticamente estruturado
onde a seméantica ndo toma parte. A introdugo da semantica nesse sistema (consti-
tuindo, assim, o de sentido amplo) se dd com a inclusio, nele, de um conjunto, o das
aplicagGes pretendidas (1), de onde se forma um par (C,I), cujo nicleo estrutural C
é o sistema no sentido estrito. A prova formal, ou “puramente dedutiva”, pertence ao
sistema em sentido estrito, enquanto os autores advogam a importincia de serem
concebidas as provas no sistema (C.I), sendo esse o dominio iinico no qual a prova
adquiriria significado:

Da definigdo formal de mimeros negativos pode-se provar a equagdo (-1).(-1) = 1, por
exemplo, da qual podemos dizer ter uma interpretagio intuitiva aplicdvel em todos os casos.
E somente por suas aplicagSes a cdlculos com niimeros negativos, por exemplo, que tal
equagdo adquire significado. (...) O conceito puramente dedutivo de prova trata da derivagdo
formal, enquanto que a justificagdo pela aplicagdo refere-se ao fato de que toda justificagdo
deve apelar a alguma base, e a base tltima, do ponto de vista do significado, € a aplicagdo
(p. 427).

De matematicos e maquinas: a validade da prova por computador

Pretendemos, aqui, considerar a utilizagdo do computador no dominio das
demonstragdes, focando, especificamente, o debate sobre a validade das provas
rigorosas desenvolvidas com o recurso da informdtica. O pano-de-fundo dessa cena
é composto de argumentagdes divergentes. Porumlado, hd os mateméticos advogan-
do pela inaceitabilidade do recursoe, por outro lado, os educadores mateméticos, que
creditam aos computadores uma possibilidade de ruptura com o reiterado fracasso
do ensino e aprendizagem da Matematica. Estio em jogo, portanto, mais uma vez,
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as concepgdes advindas da prética cientifica da Matematica e as fundadas na
preocupagdo com a utilizagio de recursos alternativos para a sala de aula de
Matemitica, no circulo da Educagdo Matemaitica.

Uma maior atengfo ao tema da validade das provas desenvolvidas pelos compu-
tadores foi dada a partir de 1976, quando a demonstragio da conjectura das Quatro
Cores, feita por Appel e Haken chegou a ganhar as paginas da revista Times. A
publicidade explica-se face ao embarago que o uso do computador na demonstragio
causou na comunidade de matematicos. A maior fonte de referéncia sobre o tema
vem dos trabalhos de Davis e Hersh (1985), Hersh (1993) e Davis (1993), acompa-
nhados pelos textos de Otte (1992, 1993). Entre os autores citados, Davis e Hersh tém
sido colaboradores em alguns dos textos mais conhecidos sobre Matemdtica e
Ensino de Matemitica, entre especialistas e ndo-especialistas. Mesmo quando
estudamos seus trabalhos individuais, vemos uma certa coeréncia e
complementaridade dificil de ignorar. E esse o caso quando tratam das provas
realizadas via computador.

Num dos artigos aqui em foco, Davis (1993) advoga sobre a importincia dos
“teoremas visuais” para a sala de aula. O que s@o “teoremas visuais”? Um teorema
visual é, grosso modo, um output visual ou gréifico de um programa de computagdo
que os olhos organizam em um todo coerente e identificdvel, sendo itil para inspirar
questdes matematicas de natureza tradicional ou que contribuem para nossa compre-
ensio e enriquecimento de algumas situagdes matemiticas ou reais. “E a passagem
da iteragiio matematica a figura percebida, tida ou intuida em toda sua complexidade
visual, explicita ou nio” (Davis, 1993, p. 339). Em outros termos, Davis clama por
uma retomada a importincia do olhar num contexto sécio-cultural que € mais visual
do que verbal, afirmando que deveriamos restituir aos olhos seu posto de érgéos
legitimos para a descoberta. “No final do século XIX a Geometria declarou sua total
independéncia do espago como percebido pelos humanos ou como funciona em
Fisica”. Os livros-textos de Geometria dizem: — ndo confie em seus olhos, mas
esquecem de dizer, segundo o autor, que uma representagio geométrica acuradaé um
suporte bastante itil para o desenvolvimento de uma prova, ao contrario do que
indica a prova cldssica que estabelece serem is6sceles todos os tridngulos (conforme
Saad, 1991). Assim, acredita que a frase “os olhos mentem” pode ser re-colocada:
o que os olhos indicam pode ser interpretado de modo subjetivo e a interpretago
ocorre como resultado da experiéncia, sendo expressa na linguagem natural ou em
agoOes. Por esse motivo, € ao cérebro — dizem — que precisamos render homena-
gens, pois ele € “o raciocinador por exceléncia. O cérebro é puro, doce, simples ¢
bom. Mas quem tem um cérebro assim?” (Davis, 1993, p. 335). Desse modo, segue
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que, independentemente da aprovagio ou nfio da comunidade de mateméticos
praticantes, os teoremas visuais devem ser adotados nos processos de ensino e
aprendizagem. E hora da procura de um equilibrio entre as metodologias da
Matemitica.

O computador af tem seu papel. O préprio autor esclarece, em outros textos, as
limitagdes que a comunidade de juizes impde para a aceitagdo de um resultado que
envolva o uso da maquina. Davis (1972) afirma:

A coisa toda [a nogio de prova formal] €, em principio, perfeitamente mecaniz4vel sendo
trabatho para um escravo ou seu moderno equivalente: o computador. (...) uma prova pode
ser comparada com um programa. Os axiomas sao andlogos ao input. O teorema, andlogo ao
output, enquanto a prova é o programa. Encontrar uma prova consiste em encontrar um
programa. Para verificar uma dada prova precisamos somente fazer o programa correr
novamente (p. 256). )

Mas a chance de falhas nesse “correr”, em termos probabilisticos, ndo é
infinitesimal. A verificagdo “introduz novas fontes de erro: os erros randémicos
causados por flutuagGes nas caracteristicas fisicas da mdquina e os inevitéveis erros
humanos no design e produgdo de hardware e software. (...) Para a maioria da
Matemadtica néo trivial, a esperanca de uma tal prova formal permanece apenas
hipotética, [e € rejeitada] porque os detalhes da computagdo da prépria méquina
permanecem (inevitavelmente) escondidos.” O livro de Davis e Hersh (1985) traz
mais elementos para a discussao:

niio hd como negar que aaceitagio do teorema de Haken- Appel envolve umcerto tipo de £6'2.
Mesmo se eu ler e verificar cada linha que eles escreveram, tenho ainda que acreditar que
cdlculos de computador efetuam realmente o que se supde que efetuemn. Assim, minha crenga
na demonstragio do teorema das quatro cores depende ndo somente da crenga em minha
prépria habilidade em compreender e verificar raciocinios matemdticos, mas também de
minha crenga de que os computadores funcionam e fazem o que se espera que fagam, Isso
€ uma crenga de um tipo totalmente diferente. Ndo tenho mais razdes para tal crenga do que
para qualquer outra sobre factualidade ou confiabilidade do ‘conhecimento comum’ —
coisas que todos sabem e em que eu acredito por que aceito ‘o que tedo mundo sabe’. Dessa
maneira, o conhecimento matemdtico € reduzido ao nivel do conhecimento comum (p. 427).

E realmente intrigante! As provas formais, j4 foi afirmado, tém, na produgio
cientifica costumeiramente divulgada, lacunas que as tornam incompletas, sujeitas,
por isso, exclusivamente a avaliagdo de um grupo determinado de juizes qualifica-
dos. Mais ainda: além deuma prova formal integral raramente ser feita, se fosse feita,
dizem, ndo seria verificada. O préprio artigo de Davis (1972) afirma — com o aval
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de muitos revisores e consultores conceituados — que muitos teoremas divulgados
em periddicos cientificos sdo falsos por se apoiarem em resultados (falsos) nio
provados ou provados com lacunas grandes o suficiente para suportar uma incorre-
¢do. Isso nos faz pensar que somente se o computador fosse aceito como sécio do
clube as desconfiangas ndo seriam tantas e a aceitagdo de seus resultados dar-se-ia
mais facilmente... ’

Otte (1993) oferece mais elementos para esclarecer o embate entre o computador
¢ a Matemitica chamada “pura” '3

A Matemdtica Pura defendo sua autonomia tanto diante das aplicagdes quanto diante do
computador. (...) A Matemdtica é ‘produgdo criativa’ no sentido da arte, sem nenhuma
utilidade e sem objeto. Tais reagdes revelam o desejo de separar o criativo da atividade
mecénica. (...) E evidente que a separagio s6 acontece de forma aceitdvel e razodvel quando
se admite que a prépria Matemdtica ndo € um mero formalismo, e que seus objetos ndo
surgem simplesmente por imposig3es arbitrdrias. (...) Os argumentos céticos, que duvidam
da possibilidade de que o computador possa pensar um dia, oscilam entre substancialismo
efuncionalismo. Porumlado, o pensamento do computador, por outro, € preciso evidentemente
aceitar que uma simulagio programada de um pensamento ou de um sentimento pressupde
uma descrigdo tedrica dessas coisas. Como porém a descri¢do de um pensamento € algo
diferente de um pensamento efetivo, fica automaticamente provado por essa mudanga de tipo
que o computador ndo pode nem pensar nem sentir. (...) A argumentagio (...) contra o
pensamento do computador alcangou recentemente uma grande popularidade, sobretudo,
por causa do filésofo americano John Searle. (...) Numa palavra: o espirito € mais do que
sintaxe, € também semantica. (...) A afirmag&o de Searle, de que os computadores s6 podem
‘pensar’ sintaticamente, implica de facto uma concepgdo funcional de pensamento. A fungio
¢ essencial numa estrutura formal ou num algoritmo. {...) A fungdo do processamento de
informagdes é [prépria] do homem e do computador, mas com a substéncia € diferente, uma
vez que o homem dispde de ‘processos mentais’. {...) Ndo podemos distinguir a atividade
criativa da mecénica quando ndo se leva em conta o objeto da atividade: Também o
pensamento algoritmico € tio complexo que ele ndo pode ser confrolado e dirigido
algoritmica e tecnicamente (pp. 179-192).

Da construg¢ao de conclusoes

Finalmente, as consideragGes que temos feito até agora, baseados na literatura
disponivel em Educagio Matemitica, permitem-nos afirmar, em sintese, que:
(a) a prova rigorosa é elemento fundamental se pretendemos compreender
como funciona o discurso matematico e como sdo engendradas as concepgoes
que permeiam a sala de aula de Matemadtica, sendo, assim, tema importante a
Educagio Matemitica;
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(b) no que se refere & questdo do rigor, os estudos analisados parecem nio
conceber a possibilidade de um rigor alheio & Matemdtica dita “formal”,
desenvolvida na esfera académica'®;

(c) o surgimento da prova, a época dos gregos, e mesmo sua formalizaggo,
amplamente divulgada no mundo contemporéneo, carecem de estudos histéri-
cos mais apurados acerca de seu surgimento;

(d) prova rigorosa e utilizagdo de informdtica ainda sdo questdes polémicas,
cercadas de paradoxos que focam validade, teoria e pritica;

(e) vérias sdo as contribui¢des que fazem refer€ncia a metodologias para o uso
daprovaem sala de aula,emboraestas possam ser vistas como compartimentadas,
ndo tendo um projeto global que lhes sirva como fundamentago;

(f) aprova rigorosa é engendrada, executada, verificada e, finalmente, validada
por processos nitidamente sociais, afirmag@o esta que, de certa forma, rompe
com alguns dos aspectos do formalismo que deveriam caracterizi-la;

(g)ndo existem disponiveis trabalhos que tratem especificamente da questio da
prova rigorosa imersa no contexto da formagao do professor de Matemitica'®.

Notas

1 A proposta “formalista”, segundo consenso dos autores pesquisados, estd radicada em Euclides.
Porém, segundo Arsac (1987), objetar-se-4 que Os Elementos de Euclides ndo satisfazem
completamente os principios bdsicos que caracterizariam o que hoje entendemos por prova
rigorosa, por tomar axiomas implicitamente ou apelar com certa freqii€ncia as figuras. Na
realidade, Hacking (1986) mostra, estudando Descartes e Leibniz, que o conceito da prova
matemética rigorosa neste ltimo é quase o mesmo que o modemo conceito, tendo sido ele,
portanto, o primeiro a conceber a prova nos termos como hoje a concebemos, sugerindo, por
exemplo, que a validade da prova estaria ndo no contelido, mas na forma, definindo-a como uma
seqiiéncia de sentengas, iniciando por uma identidade e procedendo por umniimero finito de passos
ancorados na Légica. Insights seriam irrelevantes para o reconhecimento da validade da prova,
tornando a verdade, assim, como resultado de um processo mecénico de cdlculos. Além disso,
existiria uma prova, mesmo que infinita, para toda ¢ qualquer verdade. Entretanto, o que aqui
afirmamos, situando Euclides como ponto inicial, € que, com Os Elementos, os resultados
mateméticos passaram a necessitar de uma forma de sistematizagio mais elaborada do que o mero
embate entre argumentos conceituais desvinculado de uma forma pré-determinada.

2 H4 a necessidade de um estudo complementar sobre a utilizagdo das provas rigorosas na
escolaridade anterior ao terceiro grau, no Brasil. As informagdes que recolhemos de professores
em exercicio ¢ de pesquisadores em Educagdo Matemdtica — muitas vezes em cardter informal
€ que, por isso, devem ser futuramente sistematizadas, formando nova investigagdo —, nos
indicam que, nesses niveis de ensino, a prova € muito raramente trabalhada.

3 Segundo Bicudo (1992), o conceito de rigor ndo se altera, altera-se, sim, o sistema “gramatical” .
da Matemdtica, ditado pela Légica. E nesse sentido que afirmaremos existir uma histéria dorigor,
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isto €, uma histéria das alteragdes do sistema de suporte das regras que indicam as agdes possiveis
numa demonstragfo.

4 A tese de que a necessidade da incorporagdo da prova ao discurso matem4tico teria tido origem
nacrescente descrenga da classe sacerdotal em certo perfodo da histéria grega pode ser investigada.
Tal afirmag@o estd, de certa forma, incluida nas discussdes de Arsac, cujas teses iniciais estdo
radicadas em Szab6 (referido em Miguel, 1995), que defende ter sido uma Matemdtica teGrica
originada pela influéncia decisiva do racionalismo eledtico sobre as idéias pitag6ricas. Para sua
argumentagao, Szabd vale-se do estudo de conjeturas disponiveis, entre as quais ade Kolmogorov:
“O ponto de vista de Kolmogorov € o de que a mudanga qualitativa no desenvolvimento da
Matemética deve ser atribufda ao avangado desenvolvimento sécio-politicodo estado grego e 4 sua
vida cultural. Isso, por suavez, fezcomque o desenvolvimentodadialética, isto €, da arte dadisputa
e doembatede idéias, atingisse um grau mais elevado,dando origem ao nascimento do pensamento
filos6fico independente da religido, o qual, por sua vez, colocou 2 Matemdtica novas tarefas”
(Miguel, 1995, p. 16, grifo nosso).

5 As afirmativas a seguir fazem vir i cena as concepgdes em torno do pensamento matemadtico. No
corpo do texto, os argumentos mostrardo que, por um lado, ndo existe adogdo explicita de uma
Filosofia da Matemitica que norteie a prética pedagégica (Cury, 1988) e, por outro lado, que as
atuais concepgdes fundamentalistas diferem amplamente em vérios pontos (Hanna, 1983), como
em relagio 4 nogdo de nimero, de infinito, € no modo de tratar as questdes légicas.

6 Tal tese segue claramente a exposta em Hadamard (1947), que se inspira na conferéncia de
Poincaré na sociedade de Psicologia de Paris e, a partir disso, traga elementos que julga
fundamentais para entender os mecanismos da invengfo no campo da Matemdtica, ressaltando a
importéncia do “sonho” como fonte de inspiragdo.

7 Emnest (1991), por exemplo, prepara o terreno para sua Filosofia da Educagdo Matemidtica,
formando uma Filosofia da Matemdtica que mescla o quasi-empiricismo de Lakatos com o
convencionalismo de Wittgeristein, ao que chama de Construtivismo Social.

8 830 também criticos — no sentido amplo do termo— do trabalho de Lakatos, por exemplo, os
textos de Ernest (1991) e Davis e Hersch (1985), que resumem boa parte do que j4 foi tratado sobre
o tema na literatura em Educagio Matemitica.

9 Concorda com a base dada pela intui¢do na geragdo de conhecimento, acompanhando Hadamard
¢ Bicudo, a afirmativa de René Thom (referido em Monchicourt, 1987, p. 86): “O que é préprio
da atividade cientifica contemporanea € ser praticamente semelhante a uma atividade instintiva,
ou seja, praticamente ndo raciocinada. As pessoas trabalham em ciéncia dentro de espartilhos
quase imediatamente sociolégicos e ndo fazemescolhas filoséficas conscientes™ (grifo nosso) (ver
também inicio da nota 6).

10 Exceglio deve ser feita & tendéncia que cuida em estudar as possibilidades de interferéncia da
Histéria da Matemdtica no ensino e aprendizagem. Vérios artigos partem de um levantamento
histérico que poderia muito bem ser levado 2 sala de aula.

11 Além das diferenciagGes entre explicagdo, prova e demonstragdo que faz Balacheff e das quais
também nos utilizamos, Freitas situa a distingdo entre dois niveis de prova, também de Balacheff,
segundo a qual as provas podem ser consideradas pragmdticas (se apelam 2 agdo ou & ostensdo) ou
intelectuais (quando se apéiam somente sobre a formulagdo de propriedades em jogo e de suas
relagdes). Desses dois niveis ramificam-se trés tipos de provas pragméticas (o empirismo ingénuo,
a experiéncia crucial e o exemplo genérico) e detecta-se uma Wdnica representante das provas
intelectuais: a experiéncia mental,
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12 £ interessante notar o andlogo dessa situagio com a polémica de Berkeley e os defensores dos
processos do cdlculo infinitesimal, em 1734 (nota nossa).

13 A aceitagdo das provas por computador, ou mesmo do computador no seio do fazer cientifico,
tem sido mais polémica entre a comunidade da chamada Matemdtica Pura. Na Matemética
Aplicada, por exemplo, tanto quanto na Computacional, as restrigdes quase inexistem, fazendo-
se, da médquina, ao contrério, objeto de pesquisa. Um pardmetro, embora insuficiente, para
diferenciar entre os tipos de Matemdtica Pura e Aplicada seria, ndo sem polémica, a natureza
ontolégica das suas pretensdes. Aqui, usamos “Matemética Pura” ¢ “Matemdtica Aplicada™ no
sentido usual dado aos termos. Uma diferenciagio dessa natureza, porém, ndo € algo tdo simples.
Na Inglaterra, como no Brasil, por exemplo, ainda hoje elas estdo juntas nos Departamentos de
Matemdtica. J4 na Franga ¢ na Alemanha elas constituem departamentos distintos. Segundo Otte,
isso se deve a como os pafses conceberam a Revolugio Industrial (comunicagdo particular). Em
D’ Ambrosio (1987, p. 97) “De maneira clara, a distingéo entre a Matemdtica pura e a Matemdtica
aplicada tem que ser interpretada de uma maneira diferente. O que foi denominado Matemdtica
pura-—e continua assim chamado — é o resultado natural da evolugdo da disciplina dentro de uma
atmosfera social econdmica e cultural que ndo pode ser desengajada das expectativas de um certo
momento histérico. N3o se pode desconsiderar que L. Kronecker, Karl Marx ¢ Charles Darwin
foram contemporineos. A Matemé4tica Pura em oposigdo & Matemdtica Aplicada entrou em
considerag@o mais ou menos na mesma época, sem os sentidos sugeridos politicos e filos6ficos
6bvios. Para os paises do terceiro mundo esta distingdo € altamente artificial e ideologicamente
perigosa”.

14 Inexistem, por exemplo, trabalhos sobre a argumentagdo (rigorosa ou ndo) desenvolvida para
justificagdo de afirmagdes nas etnomatemdticas: “Uma grande falsificagio que existe em relagio
a Etnomatemdtica é dizer que ela ndo tem nenhum estégio tedrico, que ela ndo tem método, que
¢ feita ad hoc. Ndo, esse método, essa regra existe, estd incorporada no pensar, mas ndo €
explicitada tio claramente como é na Matemética formal. [Mas a literatura, quando fala da prova
rigorosa, s6 fala da prova formal académical, s6 fala dela, o que é uma grande distorgéo no meu
entender” (D’ Ambrésio, em Garnica, 1995, p. 137).

15 Embora ndo tematize propriamente a prova rigorosa na formagéo de professores, uma excegio
deve ser feita em relagfo ao artigo “La ensefianza de la demonstracién: aspectos tedricos y
pricticos”, de Radford (1994), onde h4 uma breve referéncia sobre o assunto. Esse item nos €
particularmente importante por indicar a necessidade de um estudo que explicitamente articule
“formagdo de professores” e “prova rigorosa”. Assim, a partir dessa indicagdo, elaboramos o
trabalho “Fascinio da técnica, declinio da critica: um estudo sobre a prova rigorosa na formagéo
do professor de Matemdtica”, nossa tese de doutorado.

Referéncias

Alibert, D. e Thomas, M. (1991). Research on mathematical proof. Em D. Tall (Ed.), Advanced
mathematical thinking (pp. 215-230). Dordrecht: Kluwer.

Arsac, G. (1987). L’ origine de la démonstration: Essai d’epistémologie didactique. Recherches en
Didactique des Mathématiques, 8(3), 267-312.

Bajani, G. e Sinha, D. K. (1992). Proofs of geometry through computer. Book of Abstracts, 7th
International Congress on Mathematics Education (p. 354). Québec City: Université Laval.

Quadrante, Vol. 5, N? 1, 1996



57

Balacheff, N. (1987). Processus de preuve et situations de validation. Educational Studies in
Mathematics, 18, 147-176.

Barbeau, E. J. (1990). Three faces of proof. Interchange, 21(1), 24-27.

Bell, A. W. (1976). A study of pupil’s proof-explanations in mathematical situations. Educational
Studies in Mathematics, 7, 23-40.

Berkeley, G. (s/d). The analyst— Or a discourse addressed to an infidel mathematician. The works
of George Berkeley (Vol. I1I, pp. 13-60). Oxford: Clarendon Press.

Bicudo, I. (1992). Anélise ndo-standard. Boletim de Educagdo Matemdtica-BOLEMA, 8, 60-67.

Borba, M. C. (1992). Teaching mathematics: Challenging the sacred cow of mathematical
certainty. The Clearing House (What's new?), 65(6), 32-33.

Bourbaki, N. (1954). Théorie des ensembles (Livro I). Paris: Hermann & Cie.

Boyer, C. (1974). Histéria da Matemdtica (Trad. Elza F. Gomide). Sdo Paulo: McGraw-Hill.

Chazan, D.(1993). High school geometry students: Justification for their views of empirical
evidence and mathematical proof. Educational Studies in Mathematics, 24(3), 359-387.
Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.

Cury, H. N. (1988). Andlise de erros em demonstragdes de Geometria Plana: Um estudo com
alunos do terceiro grau. Dissertagio de Mestrado em Educagéo: Ensino e curriculo. Porto
Alegre: Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Davis, P. J. (1972). Fidelity in mathematical discourse: Is one plus one really two?. The American
Mathematical Monthly, 79(3), 252-263. EUA: The Mathematical Association of America.
Davis, P. J. ¢ Hersh, R. (1985). A experiéncia matemdtica (Trad. Jodo Bosco Pitombeira). Rio de

Janeiro: Francisco Alves.

Davis, P. J. (1993). Visual theorems. Educational Studies in Mathematics, 24, 333-344.

Dhombres, J. (1993). Is one proof enough? Travels with a mathematician of the baroque period.
Educational Studies in Mathematics, 24, 401-419.

Epp. S. S. (1994). The role of proof in problem solving (with comments and discussion). Em A.
H. Schoenfeld (Org.), Mathematical Thinking and Problem Solving (pp. 257-285). Hillsdale:
Lawrence Erlbaum.

Epstein, R. I. € Camielli, W. A. (1989). Computability: Computable functions, Logic and the
foundations of Mathematics. Pacific Grove: Wadsworth & Brooks.

Ernest, P.(1991). The Philosophy of Mathematics Education. Nova Iorque: Falmer Press.

Fetissov, A. L. (1994). A Demonstracdo em Geometria (Trad. de Hygino H. Domingues). Sdo
Paulo: Atual.

Freitas, J. L. M. de (1993). L’ activité de validation lors du passage de I arithmétique a digebre;
Une étude des types de preuves produites par des éléves de collége/lycée. Tese de Doutoramento.
Montpellier: IREM.

Freitas,J. L. M. de (1994). A atividade de validagio na passagem da aritmética para a dlgebra: Um
estudo de tipos de provas produzidos por alunos de primeiro e segundo graus. Semindrio sobre
novas perspectivas da Educagdo Matemdtica no Brasil (Série Documental (Eventos), n® 4, 22
parte, pp. 1-7). Brasilia: INEP.

Gamica, A. V. M. (1995). Fasclnio da técnica, declinio da critica: Um estudo sobre a prova
rigorosa na formagdo do professor de Matemdtica. Tese de doutoramento em Educagio
Matemitica. Rio Claro: IGCE-UNESP.

Garuti, R. et al. (1995). Towards statements and proofs in elementary arithmetic: an exploratory
study about the role of teachers and the behaviour of students. Proceedings of the 19th
International Conference for the Psychology of Mathematics Education (Vol. 3, pp. 129-36).
Recife: PME 19.

Quadrante, Vol. 5, N2 1, 1996



58

Gerdes, P. (1992). Sobre o despertar do pensamento geométrico. Curitiba: Edit. da UFPR.

Hacking, L. (1986). Leibniz and Descartes: Proofs and eternal truths. Em T. Honderich (Ed.),
Philosophy through its past (pp 211-24). Inglaterra: Penguin Books.

Hadamard, J. (1947). Psicologia de la invencién en el campo matematico (Trad. L. A. Santalé
Sors). Buenos Aires: Espasa Calpe. :

Hanna, G. (1983). Rigorous proof in Mathematics Education. Toronto: OISE Press.

Hanna, G. (1989). More than formal proof. For the Learning of Mathematics, 9(1), 20-23.
Hanna, G. (1989a). Proofs that prove and proofs that explain. Actes de la 13éme Conférence
Internationale — Psychology of Mathematics Education (Vol. 2, pp. 45-51). Paris: PME.

Hanna, G. (1990). Some pedagogical aspects of proof. Interchange, 21(1), 6-13.

Hanna, G. (1994, mimeo). Comentérios s exposigdes sobre ‘argumentagdo matemdtica’ no grupo
de trabalho sobre ‘Prova Rigorosa’ do Annual Meeting of the American Educational Research
Association, Nova Orleans.

Hanna, G. e Jahnke, H. N. (1993). Proof and application. Educational Studies in Mathematics, 24,
421-439.

Hariki, S. (1992). Analysis of mathematical discourse: Multiple perspectives. Tese de Doutorado
em Filosofia. Universidade de Southampton, Inglaterra.

Hegenberg, L. (1975). Significado e conhecimento. Sdo Paulo: EPU/Edusp.

Henderson, D. W. (1992). Proof as a convincing argument that answers-why?. USA: Math. Depth-
Cornell University. (mimeo)

Hersh, R. (1993). Proving is convincing and explaining. Educational Studies in Mathematics, 24,
389-399.

Horgan, J. (1993, Outubro). The death of proof. Scientific American, 279, 74-82.

Imenes, L. M. P. (1989). Um estudo sobre o fracasso do ensino e da aprendizagem de Matemdtica.
Dissertagdo de Mestrado em Educagio Matemdtica. Rio Claro: IGCE-UNESP.

IREM. (1989). La démonstration mathématique dans 1’Histoire. Actes du 7éme Colloque INTER-
IREM: Epistemologie et histoire des mathématiques. Besangon/Lyon: IREM.

Lakatos, I. (1978). A légica do descobrimento matemdtico: Provas e refutagdes (Trad. Nathanael
C. Caixeiro). Rio de Janeiro: Zahar.

Lavalle, P. (1977). O mito em Matem4tica. Em G. Luccioni (Org), Atualidade do mito (Trad.
Carlos Arthur R. do Nascimento). S3o Paulo: Duas Cidades.

Leron, U. (1983). Structuring Mathematical Proofs. American Mathematical Monthly, 90(3), 174-
85. USA: The Mathematical Association of America.

Livingston, E. (1986). A non-technical introduction to ethnometodological investigations of the
foundations of Mathematics through the use of a theorem of Euclidean geometry. Em E.
Livingston (Ed.), The ethnometodological foundations of mathematics (pp. 1-15). Londres:
Routledge & Kegan Paul.

Mackenzie, D. (s/d). Formal methods and the sociology of proof. Inglaterra: Universidade de
Edimburgo. (mimeo)

Manno, A. G. A filosofia da Matemdtica. (Trad. Armindo J. Rodrigues). Lisboa: Edigdes 70.

Miguel, A. (1995, Margo). A constitui¢do do paradigma do formalismo pedagégico cldssico em
Educagdo Matemética. Zetetiké, 3, 7-39.

Monchicourt, M-O. (Org.). (1987). Abordagens do real (Trad. Ma.rlaGabnela Braganga). Lisboa:
Dom Quixote.

Moore, R.C. (1994). Making the transition to formal proof. Educational Studies in Mathematics,
27,249-266.

Quadrante, Vol. 5, N* 1, 1996



59

Mori, M. (1992). An attempt at lightening student’s confusion in the study of the necessary
condition and sufficientcondition. Book of Abstracts, 7thinternational Congress on Mathematics
Education (p. 127). Québec City: Université Laval.

Mok, A-C. L. (1992). The learning of mathematical induction. Book of Abstracts, 7th International
Congress on Mathematics Education (p. 32). Québec City: Université Laval.

Movshovitz-Hadar, N. (1988). Stimulating presentation of theorems followed by responsive
proofs. For the learning of Mathematics, 8(2), 12-19 e 30.

Neubrand, M. (1992). Social patterns in the acceptance of proofs. Book of Abstracts, 7th
International Congress on Mathematical Education (p. 289). Québec City: Université Laval.

Nozari, A.(1992). Universal Algorithm for proving arbitrary statements. Book of Abstracts, 7th
International Congress on Mathematical Education (p. 295). Québec City: Université Laval.

Otte, M. (1994). Mathematical Knowledge and the problem of proof. Educacional Studies in
Mathematics, 26, 299-321. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.

Otte, M. (1993). O formal, o social e o subjetivo: Uma introdugdo a Filosofia e @ Diddtica da
Matemdtica (Trad. Raul Fernando Neto et al.). Sdo Paulo: UNESP.

Otte, M. (1990). Intuition and formalism in mathematical proof. Interchange, 21(1), 59-64.

Otte, M. (1993a). Towards a social theory of mathematical knowledge. Em C. Keitel ¢ K. Rutven
(Eds.), Learning from computers: Mathematics Education and technology. Berlim: Springer.

Prado J. R. C. (1979). Matemitica, ciéncia empirica. Esbogo de Figura— Homenagem a Antonio
Candido (pp. 205-222). Sdo Paulo: Duas Cidades.

Radford, L. (1994). La ensefianza de la demonstracién: Aspectos tedricos y préticos. Educacién
Matemdtica, 6(3), 21-35. México: Grupo Editorial Iberoamérica.

Reid, D. A. (1995). Proving to explain. Proceedings of the 19th International Conference for the
Psychology of Mathematics Education (Vol. 3, pp. 137-43). Recife: PME 19.

Ruelle, D. (1993). Acaso e caos (Trad. Roberto Leal Ferreira). Sao Paulo: UNESP.

Saad, T. A. (1991). Por que fazer (umja demonstragdo em geometria? Rio Claro: IGCE-Depto de
Matem4tica-UNESP. (mimeo)

Schwartz, J. L. (1994). The role of research in reforming Mathematics Education: A different
approach. Em A. H. Schoenfeld (Org.), Mathematical thinking and problem solving (pp. 1-17).
Hillsdale: Lawrence Erlbaum.

Silva, J. J. da (1989). Sobre o predicativismo em Hermann Weyl. Campinas: Centro de Légica,
Epistemologia e Hist6ria da Ciéncia-UNICAMP.

Silva, M. R. G. da (1993). Concepgoes diddtico-pedagdgicas do professor-pesquisador em
Matemdtica e seu funcionamento na sala de aula de Matemdtica. Dissertagao de Mestrado em
Educagdo Matemdtica. Rio Claro: IGCE-UNESP.

Siu, M-K. (1993). Proof and Pedagogy in ancient China: Examples from Liu Hui’s comentary on
Jiu Zhang Suan Shu. Educational Studies in Mathematics, 24(3), 345-357.

Sundholm, G. (1993). Question of proof. Manuscrito, XVI(2), 47-70.

Tall,D. (Ed.). (1991). Advanced mathematical thinking. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.

Tarski, A. (1991). Verdade e demonstragio. Cadernos de Histéria e Filosofia da Ciéncia, 1(1,
Série 3), 91-123 (Trad. de Jesus de Paula Assis).

Tieszen, R. (s/d). What is a proof. Em M. Detlefsen (Ed.), Proof, Logic and Formalization (pp. 57-
76). Londres: Routledge.

Van Asch, B. (1992). To prove, why and how?. Book of Abstracts, 7th International Congress on
Mathematics Education (p. 292). Québec City: Université Laval,

Vernant, J-P. (1989). O universo espiritual da P6lis. As origens do pensamento grego (pp. 34-47)
(Trad. fsis Borges B. da Fonseca). Rio de Janeiro: Bertrand Brasil.

Quadrante, Vol. 5, N® 1, 1996



60

Vinner, S. (1991). The role of definitions in the teaching and learning Mathematics. Em D. Tall
(Ed.), Advanced mathematical thinking (pp. 65-81). Dordrecht: Kluwer.

Yackel, E. e Cobb, P. (1994). The development of young children’ s understanding of mathematical
argumentation. Hammond: Purdue University. (mimeo)

Wheeler, D. (1990). Aspects of mathematical proof. Interchange, 21(1), 1-5.

Winchester, I. (1990). Understanding mathematical proof: Beyond ‘Eureka!’. Interchange,21(1),
65-71.

Antonio Vicente Marafioti Garnica, Rua Primeiro de Agosto, 5-39/18, 17010-011 Bauru, Sdo
Paulo, BRASIL.

RESUMO. No artigo examinamos parte da literatura disponivel sobre a prova rigorosa em
Educagdo Matemdtica,sem apretensdo de esgotar o tema.Tal estudo constituiu-se no estdgio pré-
reflexivo a partir do qual desenvolvemos trabalho de doutorado. Os artigos e livros estudados
tracam um panorama do que tornou possivel @ Matemdtica transformar-se numa ciéncia
hipotético-dedutiva, levando-nos a concluir que embora existam exemplos de provas anteriores
a Euclides, foi com o gedmetra de Megara que se constituiu o que hoje concebemos como o
pardmetro de rigor paraa Matemdtica. Percorremos a trajetdria de uma “arqueologia daprova”,
passamos pela discussdo sobre os aspectos sociais proprios da atividade de provar feita por
matemdticos profissionais e, chegando aos dias atuais, focamos a ainda polémica questdo da
imersdo dos computadores no dominio das provas rigorosas. Em termos gerais, alguns elementos
constitutivos essenciais, que apresentamos @ guiza de conclusdo, podem ser extraldos dessa
andlise critica da literatura.

ABSTRACT. In this paper we examine some materials available on the rigorous proof. It
constitutes our pre-reflexive stage, the still little elaborate and obscure data which our doctoral
thesis tried to enlighten. The articles and books we examine bring forth aspects which provide
Mathematics with means to turn itself into a deductive hypothetical science, and although it is
possible to point out some examples, previous to Euclid, of solid arguments to consubstantiate
mathematical propositions, we can detect that it was with the geometrician from Megara that an
initial picture of rigor in the proofs emerges. Many texts present us a certain “archeology”
allowing us to trace the beginning of a route which, heading out by the need for a clarification of
the meaning of “having rigor” , keeps on bringing up social aspects proper to the activity of proving
things which is executed in the medium of professional Mathematics. The route of the review of the
literature ends at the present time when we focus on the still polemical question of the use of
computer science in the domain of the rigorous proofs. In general terms, some constitutive
elements can be drawn out from the material under analysis, which are presented as a possible
conclusion.
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