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Introdugio®

O problema da formagio matemética dos alunos tem preocupado as instituigdes
que fornecem certificados de Pés-Graduagio em Educagio Matemdtica. Sem mais
reflexdio, duas solugdes sido rapidamente indicadas: 1) mandar que alguns alunos
fagam mais disciplinas na graduaciio, especialmente anélise matemdtica; 2) seleci-
onar os candidatos através de uma prova de matematica na admissfio. Ora, se 0 aluno
freqiientou essas disciplinas durante anos a fio, éespantoso que permanegainabalada
a crenga de que € por falta, e nio, talvez, por excesso delas que ele ndo consegue
resolver o mais elementar problema, por exemplo, de célculo diferencial. Aquilo que
aparece sob o rétulo de “deficiéncia”, pode muito bem nfio ser uma falta de
conhecimento matemético mas, precisamente, um excesso de habilidade de passar
por estas disciplinas sem precisar aprender o que se diz que ali se ensina. Se o aluno
desenvolveu essa habilidade, mandé-lo para mais disciplinas na graduagio s6
acrescentard esta habilidade, que ele j4 tem de sobra. A segunda solugdo, a du prova
de admissio em matemética, conduz A pergunta’: como, uma drea de conhecimento
que se pretende autdnoma, a Educagio Matemética, tem de recorrer aum instrumen-
to de outra drea, a Matemdtica, para selecionar seus candidatos? De fato, se a
admissdo € a porta de entrada no curso, os critérios de sele¢iio devem refletir tudo o
que ali se pensa, faz e discute. Ora, uma das coisas que mais se pdem em cheque ali,
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é, precisamente, a validade das provas escritas como instrumentos de sele¢ao.

Enquanto as instituigdes de Pés-Graduagdo em Educagdo Matematica nao
resolvem, nem aprofundam a discussao deste problema, cada um vai procurando os
possiveis caminhos que levem a isto que se denomina aprendizagem. Depois da
graduagio, o aluno lembra que viu muitas coisas, mas ndo as relaciona; € como se
tivesse os arquivos mas lhe faltasse o gerenciador. E preciso leva-lo a reconhecer
aquilo que sabe para que possa ter, com a matematica, um relacionamento livre de
angistias e que experimente algum tipo de prazer ao se envolver com ela.

A uma tentativa de solug@o desse problema, que temos empreendido com algum
aplauso por parte dos que dela participam, denominamos reunides sintomais".
Retine-se um grupo de alunos interessados em tépicos de matematica relativos a seu
trabalho de pesquisa ou relativos a uma disciplina da graduagéo. Institui-se um foro
semanal de discussio e reflexdes. Noinicio de cada sessao, faz-se o exercicio de falar
sobre 0 que aconteceu na sessdo anterior, ou seja, todo o processo € retomado em
forma de sintese. As intervengdes do coordenador visam a marcar os lapsos
matematicos do discurso da pessoa que fala, fazendo-lhe perguntas. Em dado
momento, alguém ndo se contém e vai ao quadro justificar o que disse. Se isso nao
ocorre, o grupo designa alguém para este papel. Se alguém percebe o ponto de que
se trata antes dos demais, pede-se-lhe que os oriente por meio de perguntas, como faz
o coordenador.

Das sessoes, os participantes redigem um diario que € comentado pelo coordena-
dor. Os comentérios sao discutidos com o grupo, buscando-se uma redagao final em
forma de artigo, de autoria necessariamente conjunta. Durante todo o tempo, existe
uma tentativa de ensino orientada pelas concepgoes proprias da matematica, porém,
a prética de ensino estd sempre sob o primado da aprendizagem. Em nenhum
momento avanga-se mais que a compreensao dos presentes, evidenciada por suas
justificagdes, mesmo quando essa tatica leva a longos periodos de siléncio. A regra
basica é sempre mantida: quem ndo sabe, explica, quem sabe, pergunta. Apenas nas
ocasides de sintese, aquele que sabe, explica. Dizemos aos participantes que nao
sabemos se este caminho leva onde eles querem chegar, mas nao conhecemos outro
melhor. Tomam-se os lapsos e as dividas como fio condutor, o que pode levar a
discuss@o para terrenos muito elementares. Muitas vezes o problema que abre a
sessao nao € concluido. O andamento é muito mais lento do que se poderia imaginar.
Reunimos tudo isso no aforismo: € falando que se aprende e é ouvindo que se ensina.
De fato, todo matematico sabe muito bem que nao se aprende andlise antes de dar dois
ou trés cursos de andlise.

Tendo desenvolvido este método durante varios anos, COmegamaos a nos preocu-
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par em dizer o que faziamos, ou seja, nos voltamos para a fundamentagio tedrica de
nossas praticas. Estivemos sempre fascinados pelo fendmeno de que, apesar de
nosso esforgos, o aluno repetia estratégias fracassantes. Pareceu-nos, de saida, que
esse fenémeno nao se explicaria por consideragdes, apenas, de ordem cognitiva e que
alguma coisa da ordem do desejo estava ai implicada. Em trajetéria que esta bem
descrita em Cabral (1992) buscamos subsidios, primeiro, nos grupos operativos de
Pichon-Riviere (1988), percorremos a seducdo dos jogos e a produgdo dos valores-
signo de Jean Baudrillard (1981) e o paralelismo entre as estruturas cognitiva e
desiderativa de Sara Paim (1987). Em cada caso encontramos uma insuficiéncia que
nos empurrava para a frente, at€é que entramos pela teoria psicanalitica que nos
esclareceu sobre a questdo do desejo que, hda muito perseguiamos:

O desejo deve ser procurado no recobrimento de duas falhas, articuladas na dialética do
sujeito e do outro. A primeira falha nos mostra o Sujeito, o aluno, cindido entre o querer.
manifesta ¢ o discurso silencioso das agdes divergentes; a segunda nos mostra 0 Outro, a
Institui¢do, cindida entre as operagdes de ensino e selecdo (Cabral, 1992, resumo).

Assim, o instrumento teérico mais adequado que encontramos foi a teoria
psicanalitica. Fomos consulté-1a, no intuito de fazé-la falar, para ouvirmos o que tem
anos dizer sobre nossas praticas de sala de aula, incluindo af as reunides sintomais.

A bibliografia que tematiza a pedagogia a partir de teorias que se referem a Freud
€ muito ampla. H4 trabalhos preocupados com “amor” e “afei¢do” (Pajak, 1981), ha
trabalhos recomendando o “didlogo” entre o “clinico” e o “cognitivo” (Filloux,
1984), ha trabalhos procurando uma correspondéncia biunivoca entre a “estrutura
desiderativa” e a “estrutura cognitiva” (Pain, 1988), ha outros que tematizam a
natureza dos “objetos matematicos” (Granger, 1990), ou o inconsciente dos préprios
matemadticos (Thanh Liem, 1979), ou as concep¢des pedagdgicas dos professores de
matematica (Blanchard-Laville, 1992). Para uma sintese desses trabalhos, aos quais
poderiamos nos referir genericamente como de psicologia normativo-prescritiva,
visando a ortopedia do eu, veja Filloux (1987).

Estamos reservando o termo psicandlise para nos referir a vertente tedrica de
Freud-Lacan, continuada por Jacques Alain-Miller. Nesta vertente a visdo sobre a
pedagogia se inverte. Em vez de colaborag@o mais ou menos precipitada e “ad hoc”
pararesolver aflitivos problemas pedagdgicos, encontramos uma teoria critica com
rigorestrutural, cujas raizes nos levam a Hegel. Nao se trata, pois, de algo facilmente
acessivel ao entendimento do leitor que nédo dedicar, a este assunto, nimero de horas,
pelo menos igual, ao que dedicou para aprender matematica ou paraentender a teoria
da equilibragio de Piaget. Faremos, entretanto, um esfor¢co de esclarecer, pelo
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menos, o ponto central da teoria psicanalitica, porque sabemos que o leitor nao nos
impora o risco de crer que estejamos a reduzir tudo a esse ponto.
A seqiiéncia usual do humanismo vulgar sofre, aqui radical inversdo. Em vez de:

ser humano—interagao social—»necessidade de comunica¢ao—linguagem

nosso esquema €:
interagdo social (pré lingiiistica)—linguagem—ser humano—comunicagio

A primeira implicagdo dessa posi¢do € que a linguagem deixa de ser encarada
como um “meio de comunicagdo” entre entidades que lhe seriam anteriores, e passa
a ser vista como o préprio processo de constitui¢do do sujeito humano, sujeito
dependente da linguagem e, ndo, seu “autor”. De acordo com esse ponto de vista o
sujeito (humano) néo existe antes ou fora das préticas discursivas, ou seja, fora da
comunidade lingiifstica de produgdo de significados. Assim, o ponto de vista
psicanalitico implica que o fendmeno da linguagem, as préticas de producio de
significado, seja posto no centro dacenatedrica. As citagdes sdo, nesse terreno, muito
menos numerosas. Na 4rea da Educacdo Matematica, Walkerdine (1988), que evoca
explicitamente Lacan no capitulo 9, mostra como, em toda aprendizagem, mesmo de
matematica, trata-se sempre de uma produgao de significados. Uma dimensio da
educagdo relativa a institui¢@o psiquidtrica se encontra em Manoni (1977). Para o
acesso a propriateoria lacaniana, talvez sejamelhor comegar por Zizek (1991, 1992),
Jjunto com os indmeros trabalhos do préprio Lacan (1973, 1975, 1992).

Relato’

Em uma das sessdes do Grupo de Estudos “Desenvolvimento da Matematica”,
coordenado pelo Professor Roberto Ribeiro Baldino e composto por 4 alunas do
Programa de P6s-Graduagao em Educagdo Matematica, levantamos o problema
surgido em aula de recuperagio paralela, ministrada por uma de nés a uma aluna do
1° ano de matemética. Esta aluna se recusava a estudar Célculo porque achava
fundamental, primeiro, saber trigonometria. A divida surgida entre nés, motivou a
seguinte pergunta:

B: Qual a relagdo que existe entre o Célculo e a trigonometria?

Ninguém respondeu.
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B: ...na trigonometria existe uma tal de tangente ¢ no Célculo também se fala em
tangente; mas, afinal, o que € rangente?

A discussdo de nossas concepgdes espontaneas® levou-nos a tematizar as relacdes
entre:
* tangente e derivada;
* derivada e inclinagéo;
* inclinagdo e dngulo;
» angulo e coeficiente angular.
Porém o professor apresentou outras questoes:

B: Partamos da colocagdo feita por vocés de que o coeficiente angular € a inclinagdo.
Mas, inclinagdo de qué?

A: Inclinagdo de uma reta.

B: Desenhe e mostre na figura o que significa essa inclinago.

Uma de nés desenha no quadro uma reta, marcando o angulo o (figura 1).

o

2R

A

Figura 1. Concepgio espontinea de inclinagio.

B: Qual seria o coeficiente angular da reta?
A: (Completando a figura) (figura2) m = z—yxﬁ-

B: Mas o que o dngulo tem a ver com isso?

7 %, x

Figura 2. Concepgio espontinea de coeficiente angular.
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Em sua resposta, A verbaliza as seguintes afirmagdes:

A: (...) Angulo ¢ igual A inclinagdo (...) coeficiente angular € igual i inclinagdo (...).

B: Se dngulo € inclinagio e coeficiente angular € inclinagdo, entdo dngulo € coeficiente
angular?

A: (Encabulada) Sim.

A resposta positiva levou o professor a continuar indagando de modo que
refletissemos mais sobre o coeficiente angular.

B: O coeficiente angular ¢ dado em graus ou em radianos?
A: Radianos.

B: Entdo, qual € o coeficiente angular desta reta? (Desenha uma reta a 45 graus, passando
pela origem, figura 3.)

T
Figura 3. “Entdo n/4 = 177
Uma de nés resolveu da seguinte forma:

4-3
A mEg3T!

B: Se angulo é coeficiente angular, como se explica que o angulo 7t/4 radianos deu
m =17 Entdo /4 € igual a 1?

A: Ah! Entdo o Angulo ndo € o coeficiente angular.

B: E 0 que a tangente tem a ver com isso?

A: O coeficiente angular de /4 é 1 e a tangente de 7/4 € 1.

Esboca a figura ao lado (figura 4).

/4

Figura 4. O modelo trigonométrico é evocado. ..
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B: Entdo, no circulo trigonométrico, a tangente € sempre igual ao valor do raio?
A: Nio. Tangente € seno sobre cosseno.

B: Como ficaria para o dngulo n/6 ?

A: A tangente é menor que o valor do raio. A tangente € isto:

Mostra na figura e escreve J3/3, figura 5.

Figura 5. ...e usado...

B: De que outros Angulos vocés sabem as tangentes?

Preenchemos uma tabela com angulos e suas respectivas tangentes:

Tabela 1.
Angulo Tangente
0 0
/6 NEYE]
/2 0o
/4 1
/3 V3
3n/4 -1

B: Por que este segmento que vocés chamam tangente € igual a seno sobre cosseno?
A: (Ap6s didlogos) No circulo trigonométrico ela pode ser obtida através da semelhanca
de tridngulos. Como y =sen, x =cos e m =y/x, entdo tg = m (figura 6).

1 a sen
— — a=—=1g
cos  sen cos

y //

Figura 6. ...para calcular a tangente.
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B: Notam um duplo significado para a palavra tangente?

A: Tangente a uma curva: reta langente. E um conceito geométrico. Tangente de um
4ngulo, medida sobre uma certa reta tangente ao circulo trigonométrico, € um conceito
da trigonometria.

B: Qual a relagio entre esses dois conceitos?

A: O coeficiente angular de uma reta € a tangente do angulo medido no sentido anti-
hor4rio que esta reta forma com 0 €iXo x.

B: O que a tangente geométrica tem a ver com isso?

A: E a derivada.

B: Como, assim?

A: (Momentos de reflexio) Derivada de uma curva num ponto € o coeficiente angular da
reta tangente a curva neste ponto.

B: Faga a frase com os dois conceitos de tangente e mostre na figura.

A: Derivada de uma fungdo num ponto é a tangente do dngulo que a reta tangente a curva
neste ponto forma com o eixo x.

B: Como se mede a derivada? Tomando esse apagador como unidade de medida, mega a
derivada af.

Uma de nds desenha um tridngulo, mede Ay e Ax e propde fazer a divisao
(figura 7).

Figura 7. Cateto oposto sobre adjacente.

B: Sem contas, sé medindo,

A: (D)

B: Mede-se 1 paralelamente ao eixo x a partir do ponto onde se vai derivar e traga-se uma
paralela ao eixo y até a reta. A medida dessa altura € a derivada. Por qué?

Uma de nés desenha o circulo trigonométrico sobre a curva e mostra a tangente
(figura 8).

| Figura 8. Nucleagdo do modelo trigonométrico.
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B: Isso! Veja que voc€ ndo pensou em seno sobre cosseno. O esquema final para ver a
derivada num ponto de uma curva € o seguinte: parta deste ponto, avance uma unidade
para a direita ¢ daf suba ou desca até a curva. A medida deste segmento ¢ a derivada; é
positiva se vocé subir, negativa se descer.
Mais uma questio: como se encontra a equacgao de uma reta de coeficiente angular m
passando pelo ponto (x,, y,) dado? (Desenha a figura 9).
A: m= pA )
x=%
Y-y, =mx-mx,
y=mx-mxg+y,
y =mx + (y,- mx,)

KU x

Figura 9. “Sem contas, por favor.”

B: Mas ai vocé fez contas. Como € que vocé pode tirar isso diretamente da figura, sem
fazer contas?

A: (Davida.)

B: (Insistindo) E olhar a figura, escrever a férmula e mostrar as parcelas na figura.

Terminamos por resolver a questio mas, na primeira tentativa de redigir o que
ocorreu, descobrimos que a idéia trabalhada nos fugira. Depois de nova discussao,
uma semana depois, isto ficou claro:

A:y =y, +m(x- x,) porque m vezes Ax € o Ay; y estd em fungio de x.

Figura 10. Uma idéia que foge.
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Comentarios

Omitimos desse relato as hesitagdes, os lapsos, as repeti¢des das perguntas e
respostas, as conversas laterais, etc. Conservamos apenas os pontos de balizamento
para falar do que ocorreu nesses encontros sob o ponto de vista da producdo de
significados. Comegamos com uma perplexidade nossa acerca da relag@o entre o
célculo e a trigonometria e terminamos produzindo um enunciado que junta os dois
conceitos de tangente: derivada como tangente do dngulo que a reta tangente...
Partimos de uma férmula pronta para o cilculo do coeficiente angular e terminamos
justificando a equagdo da reta como descrigdo de uma figura.

Refletindo sobre o que ocorreu, notamos que, em certos momentos, respondia-
mos sem saber bem porque. Algo em nés se automatizara e, quando notdvamos,
estavamos falando: tangente é seno sobre cosseno, ou coeficiente angular € igual
inclinagdo. Mesmo quando preenchemos a tabela das tangentes, de algum lugar em
nés surgiu esta frase: rangente de pi sobre seis é raiz de trés sobre trés. Em certos
momentos o professor, talvez notando esse automatismo, perguntava: Quem disse?
Quem estava falando em nossas bocas? Néao sabiamos. Certamente, nio era o
professor. Nosso contato com ele era recente e, além disso, ele estava apenas
perguntando, nédo tinha tentado nos “ensinar” coisa alguma. Nio obstante, as
respostas surgiam automaticamente em nés. S6 podiam ser fruto de nossa escolari-
dade anterior, da cultura onde tinhamos vivido.’

Quando faldvamos, esperdvamos obter uma confirmago sobre se aquilo que
diziamos estava certo. Afinal, foi sempre assim que fomos recompensadas em nossa
escolaridade anterior, onde conseguimos construir a reputagdo de boas alunas.
Entretanto, aqui, a conversa tomava outro rumo. Recebfamos perguntas com as quais
nao estavamos acostumadas, como esta: O coeficiente angular é dado em graus ou
em radianos? Nossas tentativas de trazer as perguntas de volta a nossa identidade de
alunas aplicadas néo funcionavam, porque o professor cafa da posigéo que espera-
vamos que ele ocupasse. Tentamos medir Aye Axedividir, paraencontrar aderivada.
Porém, veio deldumdecidido: Sem contas! S6 medindo. Logo depois, paraencontrar
a equagdo de uma reta com coeficiente angular dado, passando por um ponto,
tentamos usar nossa boa férmula do coeficiente angular, mas veio de 14 um: £ olhar
a figura e escrever a formula. No momento em que, encabulada, uma de nds
concordou que 0 dngulo € o coeficiente angular, o professor, em vez de explicar o que
€ o coeficiente angular, veio com outra pergunta: O coeficiente angular é dado em
graus ou em radianos?

Em certos momentos fomos nés que verbalizamos a conclusao: a derivada ¢ a
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Comentarios
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tangente trigonométrica... Em outros momentos, foi o professor que se encarregou
da verbalizagdo; a partir de um ponto da curva avance uma unidade... Embora
trabalhasse com o material que nés lhe forneciamos, nossos vacilos, nossas formulas
prontas, nossas certezas, o professor sabia onde queria chegar. Isto ficou claro no
modo pelo qual nos levou a pensar sobre o coeficiente angular. Mais uma questao:
como se encontra a equagdo de uma reta ...?

Nessa conversa, fomos vendo como estdvamos apegadas a um tipo de justifica-
¢ao. Passamos a discutir como esse apego se devia a histérias individuais que eram
parecidas, por causa de nossas escolas, que tinham sido quase iguais. Na conversa
emergiu uma figura, “o aluno de segundo grau”, que tinhamos sido h4 pouco tempo.
O que esta se ensinando a ele é 0 que n6s aprendemos: a fantasia de ser bom aluno
e dar respostas certas. Essa fantasia continua na universidade. Atrés de cada barreira
transposta, vestibular, graduagio, mestrado, ha sempre elementos suficientes para
recompé-la. A sess@o que o relato descreve, mostra que nos foi possivel notar que,
atras dessa fantasia nada ha, ou melhor, ha exatamente as alunas que sempre fomos
(e permanecemos).

Continuamos sem saber quem fala em nossas bocas, mas isso, agora, nao nos
incomoda, porque ¢ dessas falas, seja 14 quem for o autor delas, que se produz o
significado. E o significado que constitui os objetos matematicos. Nao sdo falas
sobre um texto. Sdo falas de um sujeito enigmatico que as profere em nés®. Podemos
continuar confiando em nossas férmulas prontas porque, no fim, € a partir delas que
tudo se arranja. Experimentamos certa satisfagdo em notar que o fantasma néio mais
assusta. Porém, haverd um caminho mais curto para essa satisfagdo? Foi dai que
partimos para pensar a proposta alternativa para o segundo grau que mostraremos
adiante.

Comecemos comentando o iiltimo ponto do relato: Tratava-se da constata¢ao da
existéncia de dois campos semanticos®, o da geometria analitica-trigonometria,
(CS-GAT) e o funcional (CS-F). Através da pergunta Como se encontra a equagao
de uma reta de coeficiente angular m, passando pelo ponto ( X, ¥, ) dado? tinhamos
chegado a mesma crenga-afirmagio de que aequagdo € y =y, + m(x- X,), porém com
Justificagdes diferentes.

No 2° grau, a defini¢éo de coeficiente angular como m = -y'—i'z vem do modelo da

equagdo da reta passando por dois pontos e também da defini¢do da tangente
trigonométrica como sendo a razo entre o seno e 0 cosseNno ou entre o cateto oposto
€ o cateto adjacente. Esta foi a justificagdo inicialmente dada para a equagao
Y =Y, + mx- x,). Essa justificagdo pertence ao campo semantico da geometria
analitica-trigonometria (CS-GAT), onde o estatuto das Justificagdes se constitui por
acréscimos sucessivos a um certo nicleo geométrico: o “circulo trigonométrico”,
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Para “medir a derivada com o apagador”, como o professor pedia, experimentamos
a necessidade de desenhar o circulo trigonométrico sobre a curva, para enriquecé-lo
com mais esta experiéncia: Uma de nos desenha o circulo trigonométrico sobre a
curva e mostra a tangente (figura 8).

Note que, neste modelo, nao estamos considerando que y estd em fung¢éo de x, ou
seja, nao estamos considerando o conceito de fung@o: y-y, e x-x, aparecem juntos na
férmula, e ndo como um em fun¢do do outro. Nao ha “y em fungdo de x”. Para olhar
aquestdo através do conceito de fungdo, fica dificil de ver, na férmulam = i’—-yi que,
para (x,, y, ) fixos e (x, y) varidveis, teriamos uma fun¢@o de x. Para isso a formula
nao € boa.

Através dessa discussao, chegamos a uma outra justificacdo, pertencente ao
campo semantico obtido pelo desenvolvimento de um principio: fungdes como
correspondéncias ou transformacoes, aqui denotado CS-F.

Esta justificacdo seria: olhando para a ordenada sobre x “vé-se” que y é 0y,
somado com Ay, que é m(x-x,); olhando para a reta tangente “vé-se” que a derivada
vezes 1 € este cateto oposto, que deve ser medido. Justificar assim s6 é possivel se
o coeficiente angular “for pensado” (significar) como niimero pelo qual se multiplica
a variagdo da abcissa para obter a variagcdo da ordenada.

Agora, fun¢@o e fung¢do multiplicativa funcionam como um principio cujo
desenvolvimento deve organizar todo o CS-F. Paraesse desenvolvimento, em vez de
conceituar a tangente trigonometria como a razao entre cateto oposto e cateto
adjacente, ou como seno sobre cosseno, devemos pensar e usar a tangente como o
niimero que, multiplicado pelo cateto adjacente, dd o cateto oposto.

Estd ai a razéo dos desencontros relatados. Nossas concepgdes espontaneas,
formadas a partir da nucleagdo do CS-GAT, desequilibraram-se e se ajustaram as
concepgdes proprias'® do novo campo semantico, o desenvolvimento do CS-F.

Quando nos demos conta da diferenga e de todo o trabalho que tivemos para
desenvolver este principio, a exclamagao foi geral: Por que isso néo é trabalhado
assim no segundo grau? Dai veio a vontade de apresentar uma proposta alternativa
para o ensino do 2° grau e pensar que conseqiiéncias ela teria para o ensino na
universidade.

Lembrando a dificuldade que tivemos com o conceito de diferencial, no 3° grau,
vemos, agora, que ele se tornou complicado porque marcou o ponto em que foi
necessario passar do CS-GAT para o CS-E. Quando apresenta o tépico diferenciais,
o professor desenha a figura (figura 11) e “explica” os significados de dx = Ax, Ay
e dy (Swokowski, 1983, vol 1. p. 111). Ele nota que os alunos ndo estio entendendo.
Em geral, atribui a auséncia de sentido da férmula:

Jx) = flx) + f (x))x - x) + €(x)
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= 2 . . e(x)
a ndo compreensao do erro € e se esmera em explicar que lim ====0.

(%) (XX, )

Yo

Xo X
Figura I 1. A dificuldade niio estd no €.

Naverdade, o problemanéo esta neste “erro”, naoestdemdesprezar o “infinitésimo
de segunda ordem”, mas, sim, no modo como se define derivada no CS-GAT. Ou
seja, os alunos sdo levados a pensar a derivada como limite da razdo incremental

A o ~ i
Jim Ey- (conseqiiéncia natural do CS-GAT) e nao como operador de multiplicagao:

Ax—LEED_ 5 Ay =f'(x,)AX
Do ponto de vista estritamente matematico, nao deveria haver maiores proble-
mas, porque se v& imediatamente que as afirmacoes ao lado sdao equivalentes.
Entretanto, a primeira € facilmente justificada no CS-GAT enquanto a terceira nao
faz sentido nesse campo semantico.

jm 1 =@ _

X=ra x—a
6(x)=w—L -0
X—a
f(x) =f(a) +L(x—a) +5(x)(x— a)
xi_nﬁ(x}:O

Figura 12. Um corte de CS.

Notamos assim que, quando se introduz a aproximacao diferencial, hd um corte
de campo seméntico: nao ha como dar conta dela no CS-GAT porque o x passa a ser
fundamentalmente uma variavel e ndo um parametro destinado a desaparecer com
o limite. As idéias do ensino vigente provém de um modelo que, neste ponto,
fracassa: nio d4 mais. No momento da defini¢do de diferencial, ndo tem mais jeito:
h4 um ponto de corte, um obstdculo epistemoldgico no sentido rigoroso do termo.
Enquanto os alunos se apegam ao modelo da geometria analitica e pensam a tangente
como quociente, fica-lhes impossivel pensar a aproximagéo diferencial, pela reta
tangente, onde a derivada é um multiplicador. Essa formula da figura 12, uma vez
estabelecid> nermite a demonstragao imediata da regra da cadeia que, sem ela,
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arrisca ficar incompleta, ou a se transformar num emaranhado de cuidados para
evitar o zero no denominador.

Ha portanto um hiato entre o coeficiente angular dareta tangente e aidéia de fator
multiplicativo. Haverd uma a forma de passar de um para outro de modo a
transformar esse hiato em ditongo? Havera uma transi¢ao suave entre esses campos
semanticos? Ou serd que, ao contrario, as tentativas de suavizar a passagem apenas
terminam misturando significados de um CS com os do outro, permitindo um
didlogo entre professor e aluno em que, apenas aparentemente, eles estdo falando da
mesma coisa. Por exemplo, ambos dizem que “a derivada € o coeficiente angular da
reta tangente”, embora o aluno esteja pensando no limite da razdo incremental
(primeiralinhadafigura 3)e o professor esteja pensando no fator de proporcionalidade
associado areta tangente (terceira linha da figura 3). Certamente, com esse conceito
de operador multiplicativo o professor fica mais apetrechado para compreender o
comportamento da funcdo, porque pode examini-la tomando abcissas sobre a
propria reta tangente, a qual acrescenta £(x). Se €(x) >0 a fun¢éio estd acima da
tangente, etc. Essa justificag@o sera inevitavel mais tarde, na anélise das singulari-
dades das fungdes de duas varidveis. N6s propomos tratar esse hiato por uma
antecipagdo do CS-F em nivel de segundo grau. Vejamos.

A proposta didatica

No modo de ensino atual de cdlculo, o limite € ensinado como pré-requisito para
introduzir o conceito de derivada, eisto leva o aluno a ter de aplicar este conceito para
resolver problemas que ele ainda ndo tem, isto €, que para ele ainda nao fazem
sentido. Diante disso, propomos uma reformulagéo, desde o 1°e 2° graus, insistindo
na nogdo de operador multiplicativo - desenvolvimento do principio da multiplica-
¢d0 - pois isso faria com que os alunos antecipassem justifica¢gdes no CSF, adequado
aos problemas que serdo estudados no 3° grau. Isso traria vantagens para o ensino de
calculo, pois, assim, o aluno poderia relacionar a diferencial com a fungao
v =y, +mx -x,) que ja lhe seria familiar.

E importante, para a construgio do conceito de fungéo, que o aluno, ja no 2° grau,
encontre situagdes em que tenha de expressar um valor em funcdo de outro. A
proposta € que se insista em problemas do tipo expresse... em fungdo de ... Por
exemplo:

Um homem estd trepado no degrau que dista 3m do pé de uma escada de 5m, encostada
numa parede. O pé da escada escorrega, afastando-se da parede. Expresse a altura do
degrau em que estd 0 homem em fung@o da distincia do pé da escada a parede.
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A solugdo desse problema requer, simultaneamente, o emprego dos teoremas de
Tales e de Pitagoras.

Entdo, como antecipag¢ao do tratamento de derivadas, pode-se propor problemas
onde aparegcam casos de expresse o coeficiente angular em fung¢do de x, como por
exemplo:

Problema 1. Expresse os coeficientes angulares das retas secantes a curvay = x’
que passam pelos pontos (2, 4) e outros quaisquer (x, x* ) em fungdo de x.

Solugdo: O enfoque tradicional leva a:

”

x*-4 (x-2)x+2)
= =X

m(x) =
(x) X-2 X2

+2

Temos notado que os professores relutam em adotar esse ponto de vista porque,
estando acostumados a problematizar a indeterminag@o, ndao conseguem imaginar
que ela possa ndo ser um problema para o aluno. Alguns acham, mesmo, que, deixar
de chamar a atencdo para a indeterminagao € “enganar”'' o aluno. O conceito de
coeficiente angular como multiplicador pode atenuar esta preocupagao.

mx)(x—2)=(x2-4) =>mx)(x—-2)=x-2)x+2)=>mx)=x+2

Figura 13. Secante & pardbola.

Problema 2. Expresse os coeficientes angulares das retas secantes a circunferén-
cia y = b5- x* que passam pelos pontos (3, 4) e outros quaisquer (X, {h5- x*) em
fungdo de x.

Solugdo:
m(x)z-,/257-x1-4:J25-x3-4.\[25_-—)(—2+4=
X3 X-3 J25- x* + 4
- 9- x*
T (x-3)(Y25- 2 +4)  (x- 3)(25- x2+4)
3-x)(3+x) | e Bk

—(x- 3)(\55— X +4)_w/25- X +4
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Figura 14. Secante a circunferéncia.

Aqui também, o zero em denominador pode ser evitado com o conceito de
coeficiente angular como multiplicador. Tudo isso € perfeitamente possivel no 2°
grau. Esses problemas podem ser misturados com outros, de geometria analitica, e
com problemas sobre fungdes. Com atividades deste tipo podemos chegar ao
coeficiente angular da tangente. Entre as concepgdes espontaneas do aluno figura a
de que areta tangente € aque “toca’ a curva em um tnico ponto. Em vez de erradicar
esta concepgao com contra-exemplos, sugerimos que se conte com ela. Quando se
pergunta qual deve ser o valor de Ax para que, em vez do coeficiente angular da
secante, se obtenha o coeficiente angular da tangente, o proprio aluno respondera:
“zero” ou, equivalentemente, x = 2 no primeiro problema, ou x = 3, no segundo. Se
€ possivel obter o coeficiente angular da reta secante para um valor qualquer de x e,
como a derivada € igual ao coeficiente angular da tangente a curva, entdo nao é
necessario usar limite para calcular a derivada, desde que se possa eliminar a
indeterminag@o por uma simplificagao algébrica. Esse € o caso das fungdes x", x',
1/x e suas compostas. Embora abase desse encaminhamento seja geométrica, ele niao
fica congelado em um tnico campo semantico eminentemente geométrico, mas
passa, por sistematiza¢@o da notagao, ao campo semantico algébrico. Uma vez que
0 aluno ja tenha chegado a m(x) =x +2 no primeiro exemplo, nao aparece o problema
da divisao por zero e nao € necessério entrar com o conceito de limite. Basta que, no
final do enunciado do problema, acrescente-se: simplifique a resposta. O proprio
aluno se encarregard de achar 6bvio'* que m(2) = 4, no primeiro problema e
que m(3) = -3/4, no segundo.

Note que, nessa proposta, o limite fica como nogao implicita, usada em agdo na
resolug@o desses problemas. Um livro como Swokowski (1983) que retarda deriva-
das de logaritmos e exponenciais, seno e cosseno, para os capitulos 8 € 9, respecti-
vamente, poderia também retardar a nogdo de limite e fazer derivadas segundo esta
proposta. O limite seria apresentado como reflexdo e refinamento do modelo de
calculo do coeficiente angular das secantes. O limite seria um principio a ser
desenvolvido depois.
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Desenvolvimento e resultados

Certamente, as experiéncias interiorizadas de.um-eonjunto dé professores a
freqiientar um curso de pés-graduagio ndo nos garantem a adequagdo da proposta
didética que formulamos. Sem o confronto com a investigagio empirica sobre
aprendizagens ¢ professores, sem a participagdo ativa dos intervenientes Gltimos, os
alunos, em contextos reais, como a sala de aula, qualquer paradigma de pesquisaem
Educag@o Matemdtica tem extrema dificuldade em desempenhar um papel relevante
em nossa comunidade, Torna-se, pois, necessdrio, correr o nisco de alongar demais
este artigo, para expor brevemente o quadro geral da pesquisa sob a orientagio das
reunides sintomais, Para que o leitor nio fique com a sensagio de que, para nés, o
fundamental ocorreu durante a reflexio efetuada “in vitro”, € preciso esclarecer que
as reunides sintomats foram desenvolvidas como expenéncia de aprendizagem (de
alunos ¢ professor) a partir de salas de aula de cilculo, especificamente, a partir das
reunides chamadas de recuperagdo paralela, obrigatérias para alunos com desem-
penho fraco nas provas escritas (Baldino, 1995). No presente artigo ¢ em outros
lugares (Baldino e outros, 1996, Cabral, 1997), estende-se o manejo das reunides
sintomais como estratégia de investigagio de concepgdes espontaneas.

Embora o essencial do esforgo de investigacio ocorra na universidade, ele nao
fica confinado A “torre de marfim™ dos gabinetes de trabalho ¢ salas experimentais,
amenos que se incluam ali as salas de aula de cilculo com 50-60 alunos, muitos dos
quais com sérias dificuldades em manipulagoes algébricas. De fato, a proposta
diddtica que expusemos acima estd sendo implementada no curso de Céleulo | para
alunos de Fisica da UNESP, Rio Claro, desde 1995. Os primeiros resultados foram
relatados no IV Encontro Paulista e os de uma extensio dela, incluindo as derivadas
das fungdes trigonométricas, logaritmicas e exponenciais sem o conceito de limite,
usada em 1996, estd sendo submetida & Quadrante.

Tanto em 1995 quanto em 1996 parece nio ter passado pela cabega de nenhum
aluno que o denominador de mi—-fm pudesse ser zero, & medida que estavam

- X
procurando o coeficiente angular de uma reta secante, que corta a curva em pontos
necessariamente distintos. Em 1995, todos os alunos aceitaram que nio era possivel
fazer h =0 antes de simplificar mas, uma vez ocormda a simplificagio. $6 os
repetentes acharam que alguma coisa ainda devia ser dita. O professor nunca
mencionou o conceito de limite, Este foi introduzido pelos repetentes ¢ encampado
pelaturma. A medidaque isso ocorria, o professor sugeriajustificagoes infinitesimais
dos mesmos raciocinios e instigava os alunos a escolherem uma das vias, limites ou
infinitésimos, como a mais adequada a seu modo espontineo de justificar. No inicio,
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a maioria declarou preferir os limites, mas, a medida que o curso avangou para
aplicacbes da integral definida, a preferéncia, principalmente dos alunos com mais
dificuldades, foi toda pelos infinitésimos (Baldino e outros, 1995).

Em 1996 os repetentes, que tinham sido expostos a proposta no ano anterior,
pouco mencionaram a nogao de limite. Neste ano, aumentou-se a €nfase sobre
problemas do tipo:

Para cada uma das fungdes abaixo:

a) ache a formula do coeficiente angular da reta secante que passa pelos pontos
(t, fln)) e (x, fix)) do grafico de f; simplifique a resposta. Ache a féormula do
coeficiente angular da tangente que passa pelo ponto (¢, f(1));

b) ache a formula do coeficiente angular da reta secante que passa pelos pontos
(x, flx)) e (x+h, flx+h)) do grafico de f; simplifique a resposta. Ache a formula do
coeficiente angular da tangente que passa pelo ponto (x, fix)). Confira com o
resultado de a).

Nio se trata de emitir, aqui, um boletim de vitoria. As dificuldades dos alunos
pareceram maiores que no ano anterior. Por qué? Porque o problema foi colocado de
modo mais claro? Porque se aprofundou a investigagdo do real desempenho dos
alunos? Porque os repetentes nao acudiram com a idéia de limite? Porque a
concepgao espontdanea da tangente como a reta que toca a curva em um s6 ponto foi
insuficiente? Pareceu-nos, entretanto que as dificuldades tiveram duas origens, que
devemos procurar esclarecer em 1997. Sao as enormes e insuspeitadas dificuldades
desses alunos em: 1) lidar com as transformagoes algeébricas que levam a simplifi-
cagdo; 2) lidar com a conceituagdo e com a notagao funcional (Iéem f(x) = x* como
“a funcdo de x*” e muitos abreviam f(x?), etc.). Uma férmula que expresse um
coeficiente angular em fungdo de x, parece um significado dificil de construir, neste
nivel, exatamente porque o concelto de fun¢ao nao esta suficientemente desenvol-
vido.

Consideracoes finais

Qual a relevancia do principio da multiplicagao para o acesso ao CS-F? Muitos
professores universitarios de Fisica costumam dizer que os alunos tém dificuldades
em Fisica porque “nao sabem “Matematica”. Por outro lado, como vimos, é o acesso
ao CS-F que dificulta o ensino do cédlculo. Dificulta, portanto, tanto o calculo quanto
aFisica. Ora, os professores de Fisica, talvez mais que ninguém, poderiam contribuir
para facilitar esse acesso. Apresentam a densidade como massa sobre volume e nao
lembram de apresenta-la também como o nimero pelo qual se deve multiplicar o
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volume para ter a massa; apresentam a velocidade como o espago sobre o tempo, e
nao lembram de apresenta-la como o nimero pelo qual se deve multiplicar o tempo
para ter o espago; apresentam a pressao como forga sobre drea, e ndo lembram de
apresenta-la como o nimero pelo qual € preciso multiplicar a drea para ter a forga.
Por isso, faltam aos alunos modelos intuitivos daquele que serd, talvez, o mais
significativo dos exemplos de fungdo: o operador multiplicativo. Entao, serd por ndo
saberem Fisica que eles tém dificuldade na Matematica.

Fica, assim, a interroga¢do: que significados poderemos esperar que os alunos
construam para o conceito de derivada se adotar esta proposta didatica? Pensar a
derivada como um operador multiplicativo nao exigird uma grande (e talvez
desnecessdria) abstragdao? Serd que a abstragdo nao poderia ser evitada? Nao seria
melhor evitar a férmula da aproximagao linear da fungao pela reta tangente que é,
certamente, mais abstrata que o mero cilculo do coeficiente angular pelo limite. Por
que insistir tanto na demonstrag¢do daregra da cadeia? Nao seria melhor usa-la como
receita de cédlculo, amparada por demonstragdes graficas? Isso seria suficiente para
um primeiro curso de célculo? Ou serd, que, pelo contrario, € a nogdo de limite,
mesmo emseu aspecto intuitivo, que € mais abstrataque a de operadormultiplicativo?
Que nos ensina a histéria sobre isso? Arquimedes? Por que pode parecer, pelo menos
para alguns, que o operador multiplicativo seja uma abstracdo desnecessaria? Nos
cursos usuais, quando o aluno “calcula um limite”, serd que ele esta usando de fato
aidéia de limite, ou estd apenas substituindo o valor da fungao no ponto, valendo-
se de umaidéia de continuidade? Ou serd que esta usando aregra de L’Hopital? Sera
que o conceito de limite parece menos abstrato que o de operador multiplicativo
porque, na realidade, ndo € usado para calcular limites? O limite € um mero enfeite
tedrico e inoperante do curso de célculo? Se todo o arsenal tedrico sobre limites,
mesmo que apresentado apenas em aspecto intuitivo, sempre ocupa boa parte do
primeiro semestre de cdlculo mas termina ficando suspenso até o curso de analise
matematica, cabe perguntar: havera maneira mais ttil de empregar o tempo dedicado
ao conceito de limite no primeiro curso de calculo? Nao seria melhor usar esse tempo
parareforgar o conceito de fun¢do com exemplos, como os de velocidade, densidade
¢ pressdao? O curso de célculo ndo poderia ser fundado sobre a idéia de continuidade,
(que, enfim, € a que termina ficando?

Notas

I Apresentado como Comunicagdo Cientifica CCI7 no V Encontro Nacional de Educagao
Matemdtica (V ENEM), SBEM-UFSE, Aracaju, 16-21 de julho de 1995. Esta versdo inclui
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contribuic¢des recebidas neste Encontro.
2 A introdugdo € de autoria do coordenador (Roberto Ribeiro Baldino). As restantes autoras sio
alunas de Mestrado do Programa de Pds-Graduagaoem Educagio Matemadtica da UNESP.

3 Formulada por Marco Antdnio Escher. .
4 Do Francés, “simptomale”, termo usado por Louis Althusser na expressio “leitura sintomal”.

5 A redacdo do artigo € feita do ponto de vista das alunas, cujas colocagdes, sem distingdo, serdo
precedidas pela letra A; as colocagdes do professor serdio precedidas pela letra B. Os comentdrios
sdo de autoria conjunta.

6 Chamamos concepgdes espontineas os primeiros significados produzidos quando a demanda do
outro € orientada por um dado campo semdntico. O conceito de campo seméntico foi proposto por
Romulo C. Lins (cf. Lins, 1994) para pensar os diferentes modos de produgado de significado. A
acepcao se tornar clara ao longo do texto

"Tecnicamente, as falas da alunas eram frutos do inconsciente que, para Lacan, deve ser procurado
fora do sujeito, como resposta as perguntas: Quem estd falando através do sujeito? Que elemento
de sua histéria pregressa estd sendo posto neste ponto especifico de sua fala? Por isso o conceito
de concepgdo espontdnea (ver nota 2) nos remete a historia do falante, nio a uma certa
“espontaneidade autdnoma”, idiossincdtica, que nada esclarece.

(T3 1]

8 Sujeito do inconsciente, “je”’ que € distinto do “moi”.

? Ver nota anterior.

10 Chamamos concepgées proprias os significados produzidos no campo semantico maximal, do
saber erudito (ou cientifico).

!l Observagao do Professor Geraldo Garcia Duarte no V Encontro Nacional de Educagio
Matemdtica (V ENEM).

12 Na primeira redagdo deste artigo, esta afirmagdo ainda estava por ser testada.
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RESUMO. Parte-se do relato de uma reunido de grupo de estudos para orientacdo de alunas
do Mestrado em Educagdo Matemdtica da UNESP, Rio Claro. As reflexdes mostraram que as
dificuldades experimentadas por essas alunas com o conceito de aproximagdo diferencial no
curso de cdlculo provinham do enfoque dado ao conceito de coeficiente angular da reta,
predominante na geometria analitica do segundo grau. Formulou-se uma proposta diddtica para
o segundo grau visando a evitar a repeti¢do dessa dificuldade. A proposta inclui sugestoes para
o0 ensino de derivadas no segundo grau. O coeficiente angular deve ser pensando, ndo como Ay
sobre Ax, mas, também, como o nimero que, multiplicado por Ax, da Ay. O coeficiente angular
deve ser pensado como wm multiplicador. Tal observagao tambémvale para tg, sene cos. O relato
da reunido é analisado sob o ponto de vista da produgdo de significados sob conceituagao
lacaniana. A propostadiddtica é fundamentada na teoria dos campos semanticos ¢ sua adequagdo
prdtica estd sendo objeto de pesquisa experimental em um curso de calculo para calouros
universitdrios. O artigo descreve uma primeira tentativa de pesquisa em Educacao Matemdtica
sob abordagem psicanalitica.

ABSTRACT. We start from a meeting report of a study group, produced by students who are
working towards their Master Degree in Mathematics Education at UNESP, Rio Claro. The
discussion has shown that difficulties faced by these students in dealing with differential
approximations in their calculus courses, were due to the conceptions of slope of a straight line
that they had learned in high school analytic geometry. We arrived at a didactical proposition to
high school analytic geometry and trigonometry, intended to prevent this difficulty. The proposi-
tion includes suggestions for teaching derivatives in high school. The slope should be thought of.
not only as Ay divided by Ax, but also as the number that, when multiplied by Ax, leads to Ay. The
slope should be thought of as a multiplier. Similar remark holds for tan, sin and cos. The meeting
report is analysed from the perspective of production of meaning under Lacan's concepts. The
didactical propositionis based on the theory of semantic fields and its practical feasibility is being
tested in a freshmen calculus course. The paper describes a first attempt of carrying out research
in Mathematics Education under a psychoanalytical approach.
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