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Introducciéon

Gran parte de la problematica de investigacién didactica puede formularse por
medio de las siguientes preguntas: ;Cudl es la estructura del conocimiento de los
sujetos sobre los distintos campos conceptuales matematicos? ;Cuéles son las
variables que caracterizan sus estados y posibilitan su control? ;Cémo evoluciona
esta estructura, bien espontdneamente, o por la accién especifica de determinadas
intervenciones educativas? ;Qué restricciones contextuales dificultan o condicio-
nan el cambio?

Para responder a estas cuestiones, se requieren instrumentos adecuados, que
permitan valorar las mateméticas que conocen y son capaces de usar los alumnos. El
disefio de estos instrumentos no es simple, ya que deben tener en cuenta

las situaciones de evaluaci6n, las respuestas, el andlisis e interpretacién, asi como el
conocimiento que se evalia, las caracteristicas del individuo o grupo que tiene que responder
y el propdsito de la evaluacién (Webb, 1992, p. 668).

En este trabajo nos interesamos en la evaluacién de los conocimientos matema-
ticos, entendida como “el informe comprensivo sobre un sujeto o grupo respecto de
las matematicas o en laaplicacién de las matematicas” (Webb, 1992, p. 662). Aunque
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el estudio se abordard desde una perspectiva metodolégica, creemos necesario
explicitar previamente nuestra posicién epistemoldgica acerca de la naturaleza
compleja de las relaciones de los sujetos a los objetos matematicos, esto es, del
conocimiento subjetivo. Asumimos como propia la pregunta de Wheeler (1993),
“¢ Cémo podemos evaluar lo que no conocemos?”’ (p. 87), pero también reconoce-
mos la complejidad de la respuesta:

La nocién de conocimiento nos parece una y evidente. Pero, en el momento en que se le
interroga, estalla, se diversifica, se multiplica en nociones innumerables, planteando cada
una de ellas una nueva interrogante (Morin, 1986, p. 18).

Consideramos que el sistema cognitivo de un sujeto (su conocimiento conceptual
y procedimental, concepciones, intuiciones, representaciones, esquemas, ... ), 0 sea
latrama de objetos personales (Godino y Batanero, 1994) construida en un momento
dado, es una totalidad organizada y compleja. Estos objetos personales o mentales
son conceptualizados en el trabajo citado como emergentes de los sistemas de
practicas realizadas por una persona ante determinadas situaciones problematicas o
disposiciones del entorno.

Laevaluaciéndel conocimiento subjetivo, conceptualizado desde este paradigma
de complejidad sistémica, lleva a la necesidad de desarrollar un nuevo marco teérico
para la “medicién” educacional y psicoldgica, que supere las limitaciones del
enfoque psicométrico clasico. Se precisan, ademds, realizar procesos de inferencia
a partir de las respuestas observadas en situaciones de evaluacién, cuya validez y
fiabilidad hay que garantizar. La complejidad de esta inferencia se deduce del hecho
de que no siempre es posible aplicar a la evaluacién de los conocimientos las teorfas
cldsicas psicométricas de maestriade dominioo del rasgo latente (Webb, 1992; Snow
y Lohman, 1991).

En los apartados que siguen analizamos con mas detalle las cuestiones sefialadas,
desde una perspectiva metodolégica. Usaremos como ejemplo la investigacién
descrita en Estepa (1994) y Batanero y cols. (1996) en la cual se estudian las
concepciones previas de los estudiantes sobre la asociacién estadistica. Para la
determinacién de las mismas se utilizé las respuestas de una muestra de 213 alumnos
a un cuestionario constituido por 10 problemas. En cada uno de los mismos, el
alumno debia emitir un juicio sobre la existencia o no de asociacién entre dos
variables estadisticas, razonando su respuesta. Como indicadores empiricos de las
concepciones de los alumnos, se emplearon el juicio de asociacién emitido; la
estrategia usada en la solucién del problema y las teorfas previas expresadas sobre
la asociacién en las variables del problema. Cada uno de estos aspectos fué tomado
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como variable a analizar en la investigacion.

Estructura de los conocimientos y su relacion
con las variables didacticas

La modelizacién como sistema de los procesos didacticos, ampliamente adoptada
por las ciencias sociales quiere enfatizar un punto de vista holistico en el estudio de
estos procesos y caracterizar su estructura relacional o principio organizativo,
tomando conciencia de la complejidad de los mismos.

El término estructura se deriva del andlisis de los sistemas, definidos como
“unidad global organizada de interrelaciones entre elementos, acciones o indivi-
duos” (Morin, 1977, p. 124). Un modelo general de un sistema concreto en un tiempo
t comprende su composicién (conjunto de sus elementos), su entorno (otros sistemas
que interaccionan con €él) y su estructura (conjunto de relaciones internas y externas
de los elementos del sistema). Herman (1990) describe diferentes aproximaciones al
estudio de los sistemas: laaproximacién atomista se ocuparia s6lo del estudioaislado
de cada elemento del sistema; la estructuralista privilegia el andlisis de la estructura;
la causalista o “modelo tipo caja negra” hace abstraccion de la estructura del sistema
salvo las entradas y salidas del mismo; por tltimo, la sistémica integral es una
aproximacién que desea estudiar el conjunto de aspectos del sistema completo.

Como primer paso de un enfoque atomista o causalista en el estudio de los
conocimientos de los alumnos a un enfoque sistémico, serfa preciso abordar un
enfoque estructuralista, que podria ser iitil en la explicacién de una “estatica de
conocimientos” — la comprensién de los conocimientos en un instante, situacién y
contexto dado. El estudio de la variacién en la composicién y estructura de tal
sistema, en funcién de las variables relevantes, conduciria gradualmente al enfoque
sistémico:

LLa estructura de un sistema se concibe como una distribucién estadistica de los efectos que
se obtienen en el funcionamiento general del sistema, mediante la supresion sucesiva de cada
clemento. (...) El andlisis estructural trata de demostrar c6mo las reglas de un determinado
fenémeno se implican unas a otras, formando un todo coherente y cémo el cambio de una
de las reglas modifica el conjunto general (Cornejo, 1988, p. 63).

En el proceso de andlisis estructural se distinguen varias fases:
* La reduccién de la variabilidad de lo cualitativo determinando las unidades de
analisis. En el trabajo sobre la asociacién estadistica, la unidad de andlisis en el
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estudio de las concepciones previas fué el alumno y, dentro de ella el item. Para
cada uno de los 10 items propuestos, se identificaron las variables que hemos
descrito con anterioridad.

e Lacaracterizacién del conjunto de objetos abstractos, describiendo y constru-
yendo las relaciones que pueden establecerse entre el todo y sus partes, que lleva
a la categorizacion de las diferentes variables. Por ejemplo, las estrategias de
resolucion de cada uno de los problemas de asociacién fueron categorizadas
mediante un proceso de diferenciacién y comparacién sucesivos, en funcién de
los conceptos y teoremas en acto (Vergnaud, 1990) subyacentes en las mismas.
» El establecimiento de un sistema de relaciones entre categorias de la misma
o diferentes variables, que pueden ser de dos tipos: relaciones de semejanza (o
equivalencia) y relaciones de dominancia (implicacién u orden). En el ejemplo
citado, el interés se centrd en las relaciones de equivalencia entre estrategias,
considerando dos estrategias como equivalentes si son intercambiables en el
mismo tipo de problemas.

En resumen, el estudio de la interaccién en los sistemas complejos nos lleva a la
determinacion de la estructura relacional entre sus elementos. A su vez, hablar de
relacién entre dos o més variables, supone plantear el problema de la causalidad. En
las ciencias sociales, la nocién estricta de causalidad es una hipétesis excesiva, por
lo que es preferible aplicar el concepto de orden causal débil, empleado en las
técnicas estadisticas de anélisis causal, como los modelos de estructuras covariantes.
Davis (1985) define la relacién de orden causal (débil) entre dos variables del modo
siguiente:

X es una causa (débil) de ¥ cuando cada cambio en X produce (en promedio) un cambio en
Y o una constancia en X tiende a coincidir con unos valores fijos de ¥ (en promedio).

Esta definicién implica, por un lado, la posibilidad de existencia de mas de una
causa (débil) para una variable dada, y la no coincidencia, en general, de la
correlacién con lacausacién. Seadmiten relaciones causales (débiles) unidireccionales
oreciprocas entre variables. Porotro lado, la definicién tiene naturaleza probabilistica,
por lo que se esperan excepciones a la regla.

Como se ha indicado, los conocimientos de un sujeto sobre un objeto matematico
deben ser considerados como un sistema complejo, en el que es posible identificar
numerosas variables. Por ello creemos que el estudio de las relaciones de implicacién
entre las diferentes variables que influyen sobre las respuestas explicitadas en la
resolucién de una tarea y entre las respuestas a las diferentes tareas puede ser
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adecuadamente modelizado mediante una estructura de orden causal (débil) entre las
variables intervinientes, entre las que deben figurar, no sélo las derivadas de los
problemas (tareas propuestas), sino también las variables del sujeto, del contexto o
situacién didéctica.

La evaluacién del conocimiento como problema de medicién

Como consecuencia del enfoque sistémico sobre el conocimiento matematico, la
evaluacién de los conocimientos de los sujetos requiere la elaboracién de un informe
global sobre los distintos componentes que permita la toma de decisiones
instruccionales o dar respuesta a las cuestiones de investigacién planteadas. Para
Romberg y cols. (1991):

la intencién es evaluar la creacién de conocimientos y los procesos implicados, més bien que
medir el grado en que los estudiantes han adquirido una parcela del campo de las
mateméticas; se precisa una variedad m4s amplia de medidas, muchas de ellas cualitativas.
Se requiere un esfuerzo considerable para encontrar instrumentos adecuados para este

propésito (p. 35).

Pero el conocimiento subjetivo tiene el cardcter de constructo inobservable,
debiéndose emplear distintos indicadores empiricos para su determinacién. En
general, estos indicadores toman la forma de respuestas (estrategias, argumentacio-
nes, errores y soluciones) a unas tareas prototipicas en las cuales este conocimiento
se pone en juego. Estas tareas, o situaciones de evaluacién, pueden estar constituidas
por una coleccién de items (tests), un problema o proyecto cuya realizacién puede
requerir desde unos minutos hasta varios dias, las tareas diarias realizadas por el
estudiante en clase o en casa, etc. Ademés, una respuesta obtenida con fines de
investigacién no tiene porqué ser registrada sobre un instrumento de evaluacion
formal, sino que puede estar constituida por la observacién cuidadosa del trabajo de
los estudiantes durante el desarrollo normal de la instruccién. Por ejemplo, en la
investigacién de Batanero y cols. (1995), aunque la evaluacién de las concepciones
previas de los alumnos se llevé a cabo a partir de las respuestas a un cuestionario
escrito, el estudio del proceso de aprendizaje de una pareja de alumnos, a partir de
laobservacién de su trabajo en clase, y del anélisis de su interaccién con el ordenador,
permiti6 indentificar actos de comprensién (Sierpinska, 1994) referidos al concepto
de asociacion estadistica.

Esta variedad de fuentes de recogida de datos y formatos de respuesta plantea el
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problema del analisis de las mismas mas alla de una simple puntuacion sumativa. Un
paso esencial en este proceso es la eleccién de la unidad de anélisis y los criterios de
categorizacion de los distintos tipos de respuestas.

La evaluacion como mediciéon

En cualquier caso, en el proceso de evaluacién de los conocimientos matematicos
de los estudiantes, se deben realizar inferencias sobre constructos inobservables a
partir de un conjunto de indicadores empiricos, esto es, se plantea un problema de
medicion (Sax, 1989; Dane, 1990). Las tareas o items del instrumento de evaluacién
constituyen una muestra del universo de posibles situaciones problemadticas carac-
teristicas del objeto matematico correspondiente. En el caso de la asociacién
estadistica es posible imaginar un sinniimero de posibles problemas, obtenidos al
variar sistematicamente las variables de tarea identificadas en la investigacion
psicolégica sobre los juicios de asociacién. Entre estas variables, podemos citar:

* ¢l tipo de variable estadistica cuya asociacion se estudia (dos variables
cualitativas, lo que daria lugara una tabla de contingencia; dos variables
cuantitativas, lo que llevaria al estudio de la correlacién o regresién a partir de
un diagrama de dispersion; y una variable de cada tipo, lo que originaria un
problema de comparacién de dos muestras);

¢ la intensidad de la asociacién y, si es pertinente, el signo; en el caso de que
ambas variables sean numéricas, se tendrd en cuenta si la relacion entre las
mismas es o no lineal;

* si se diferencia claramente entre variables dependiente e independiente; esto
es, si la relacion es simétrica o asimétrica;

*el motivo porel cual aparece lacovariacién, que incluye ladependenciade tipo
causal, la interdependencia, la concordancia, la dependencia de una tercera
variable y la asociacién espiirea;

* si la asociacién presentada en los datos coincide o no con las teorias previas
de los alumnos sobre la misma.

Por otro lado, las respuestas explicitadas al resolver las tareas propuestas son un
subsistema del sistema de respuestas que el sujeto considera significativas para
resolver la poblacién de situaciones caracteristicas. Hay un doble proceso de
inferencia en el estudio del conocimiento subjetivo: el primero de la muestra de
respuestas de los sujetos en las tareas concretas propuestas en el cuestionario, al
conjunto de todas las respuestas que los alumnos de la muestra serian capaces de dar,
si varidsemos los items concretos empleados por otros similares, cambiando los
valores dados a las variables de tarea. Esta poblacién de respuestas seria, al menos
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(e6ricamente, potencialmente observable, pero ain queremos efectuar otro proceso
de inferencia que es el que lleva de estas respuestas al conocimiento subjetivo, de
caracter inobservable.

El interés de la psicometria esta en la inferencia para cada uno de los sujetos
particulares que han realizado la prueba. Como indica Cuadras (1991, p. 129),

¢sta es la base de la inferencia psicométrica, que considera las variables como muestra y los
individuos como poblacién, mientras la inferencia estadistica considera las variables como
poblacién y los individuos como muestra.

Sin embargo, en la investigacion didactica se trata de generalizar tanto respecto
a otras tareas como respecto a otros sujetos, por lo que se persiguen los fines de la
inferencia psicométrica y estadistica conjuntamente.

Como consecuencia, en el andlisis de las respuestas e interpretacion de los
resultados, es preciso tener en cuenta las caracteristicas esenciales que postulamos
para el sistema de indicadores empiricos de los conocimientos matematicos de los
alumnos:

(1) Multidimensionalidad: ya que el conocimiento subjetivo sobre un objeto
matematico tiene un cardcter sistémico, por lo que no podemos asumir a priori, y en
peneral, la existencia de un rasgo latente cuantificable que indique grados de
adquisicién del mismo; por el contrario, el conocimiento estaria constituido por
aspectos multiples, cuya construccién precisaria la realizacién de distintos “actos de
comprensién” (Sierpinska, 1994). Metaféricamente, el conocimiento se asemeja
mas a un arbol que a una escalera o rampa ascendente.

Asi, respecto a la asociacion estadistica, los tres tipos basicos de tareas respecto
a las cuales es posible pedir un juicio de asociacién: nubes de puntos, comparacion
de muestras y tablas de contingencia, requieren muy diversas competencias para su
resolucién. Por ejemplo, es posible juzgar la asociacién en una nube de puntos,
empleando propiedades del cuadro grafico, como el crecimiento o la dispersion de
la nube. Por el contrario, en la tabla de contingencia la asociacion no se juzga a partir
de los valores de las variables, sino de la comparacién de las frecuencias de los
Mismos.

(2) Cardcter cualitativo: que se manifiestaen cada uno de estos componentes; asi
para una propiedad dada no pueden reducirse las posibles manifestaciones que los
alumnos hacen de la misma a “conocerla” o “no conocerla”; interesa diferenciar los
distintos tipos de errores y estrategias, que, en general, no pueden ser ordenados en
una escala numérica. Asi, todas las estrategias erréneas en el estudio de laasociacién
en una tabla de contingencia no son equivalentes. Si el alumno compara todas las
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distribuciones condicionales, pero emplea frecuencias absolutas, la estrategia es
errénea, pero el alumno ha comprendido que el problema implica la comparacién de
dos probabilidades. Si, porel contrario, utiliza sélo unadistribucién condicional, ello
es indicativo de una concepcién localista (definida por Estepa, 1994), ya que basa su
juicio en una parte de los datos, sin tener en cuenta la representatividad de estos
respecto al conjunto de datos completo.

(3) Importancia de las interacciones: puesto que nos encontramos en un sistema,
este no queda determinado por laenumeracién de sus componentes. Laestructura del
mismo, esto es, las interacciones entre los diferentes componentes del significado,
es un aspecto esencial, porque nos revela posibles variables sobre las que actuar si
queremos lograr una evolucién de estos conocimientos

Técnicas de andlisis e interpretaciéon de datos

Como afirma Cornejo (1988),

El mayor problema que se ha planteado hasta fechas muy recientes al estudio simultdneo de
un gran nimero de variables ha sido la enorme dificultad de captar el conjunto sin perder la
red fina de interrelaciones especificas (p. 6).

Una posible solucién al estudio de la complejidad de los sistemas didacticos ha
sido reduccionista en un doble sentido: por un lado, se dicotomizan las variables
dependientes cualitativas que hemos sefialado, reduciendo las respuestas a los
diferentes items a las posibilidades de “correcta” o “incorrecta” — o a una
graduacioén en unas pocas modalidades ordenadas-. Por otro lado, se ha transformado
el conjunto de variables dependientes en una tnica variable numérica derivada:
“nimero de respuestas acertadas” o “puntuacién total obtenida”. A partir de esta
puntuacién se han construido modelos explicativos en funcién de posibles variables
del sujeto, de contexto y de instruccién. Una de las razones para el empleo de esta
estrategia simplificadora es la limitacién de la tecnologia estadistica utilizada,
basicamente modelos paramétricos lineales.

Pero si se quiere profundizar en el estudio de la estructura de los sistemas
cognitivos de los alumnos y en el de su evolucién como consecuencia de la
interaccién con el medio instruccional, se deberia tratar globalmente el conjunto
formado por cada una de las respuestas de un mismo sujeto y, en los casos en que se
considere conveniente, respetar su caracter cualitativo. Esto requiere nuevas técni-
cas de andlisis de los datos, como el andlisis de correspondencias, métodos de

Quadrante, Vol. 6, N° 2, 1997



33

clasificacion, etc. De acuerdo con Gras (1992), el anélisis multivariante constituye
una ruptura epistemolégica con la estadistica clasiea que concierne a la vez a los
objetivos, los medios técnicos para alcanzarlos, el tipo de datos tratados (nimero,
naturaleza, variedad), los sujetos de andlisis (variables o individuos) y el proceso (de
los datos al modelo y no a la inversa), los métodos matematicos empleados y los
conceptos implicitos en los mismos.

Iistas nuevas técnicas, junto con el anélisis tedrico de los fenémenos bajo estudio,
pueden poner de manifiesto relaciones de causalidad débil entre el conjunto de
variables. Esto supone un ensanchamiento de los métodos psicométricos tradiciona-
les y puede permitir una mejora tanto en la validez ecolégica de las investigaciones
diddcticas — esto es, su aplicacién a casos naturales concretos—, como en la
comprensién del funcionamiento de los sistemas didécticos. Los nuevos modelos de
medicién educacional y psicol6gica son también apoyados por los desarrollos
actuales en el campo de la psicologia cognitiva (Snow y Lohman, 1991).

kin sintesis, una vez elegida una muestra representativa de problemas-tipo
caracteristicos del objeto conceptual de interés, se analizarian las respuestas de los
nlumnos junto con las variables incluidas en los problemas, con objeto de determinar
In ordenacion de dichas variables en cuanto a la variabilidad de las respuestas que
producen en los alumnos. El conjunto de respuestas de los sujetos a los items se
foman como coordenadas de dos sistemas de puntos en un doble espacio vectorial
multidimensional empirico (espacio de items/espacio dual de sujetos). La metifora
geométrica empleada para modelizar el conjunto de datos tiene una gran potencia,
pues permite, mediante la definicién de una distancia entre puntos (sujetos o
variables) dotar de unatopologiaa estos espacios, alos quees posible aplicar técnicas
lopolégicas, algebraicas y geométricas.

Un primer grupo de técnicas de clasificacion (Benzecri, 1994; Lerman, 1981;
(‘eleux y cols., 1989) permiten agrupar individuos y variables mediante algoritmos
de tipo muy diverso (andlisis “cluster” de sujetos o variables; jerarquico o no
jerdrquico; ascendente o descendente). La proximidad entre items sefialard la
semejanza de respuestas respecto a estos items por parte de los sujetos, o lo que es
| mismo, la presenciade similitudes en componentes del conocimiento relacionadas
con la resolucién de estos items (analoga interpretacion tiene la proximidad entre
sijetos). En la investigacion de Estepa (1994) el andlisis “cluster” jerarquico de las
renpuestas (dicotomizadas en correctas o incorrectas) a los diversos items del
cuestionario empleado, ha permitido identificar agrupaciones de items que indican
In presencia de factores diferenciados en las competencias necesitadas para resolver
low problemas propuestos.
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Por otro lado, las técnicas factoriales como el andlisis factorial, escalamiento
multidimensional, andlisis de correspondencias simple y miiltiple, (Benzecri, 1994;
Pagés y Escofier 1995) utilizan las propiedades de los espacios vectoriales euclideos
para determinar las posibilidades de reduccién de la dimensién de los datos y facilitar
una representacioén gréfica de los mismos que permita una sintesis global. El hecho
de que este sistema complejo pueda o no estructurarse en unas pocas dimensiones
basicas, y que las caracteristicas de la estructura puedan variar por la accién de
variables del sujeto o instruccionales puede ser explorado con ayuda de estas
técnicas. La posibilidad de proyectar sobre los ejes obtenidos los individuos o las
variables suplementarias permite conocer lacorrelacién con los factores de cualquier
otra variable de interés, incluso no perteneciente al dominio estudiado (Escofier y
Pagés, 1988). El papel de las variables suplementarias consiste en ampliar el
contexto de interpretacion.

En particular, en el anélisis factorial de correspondencias es posible el trabajo con
variables cualitativas y sus propiedades de equivalencia distribucional y represen-
tacion dual lo hacen un instrumento especialmente valioso. La representacién —
como sujetos suplementarios- de las variables de tarea en el espacio individuos —
tareas permitird formular y contrastar teorias respectoa las variables y valores de las
mismas que se relacionan con una respuesta similar a estos conjuntos de items
relacionados. Esta posibilidad es considerada como un nuevo enfoque de laregresion
y permite, no s6lo ver en perspectiva cualquier otra variable de interés, sino
posicionar “perfiles ideales” propuestos por la teoria, cuya posicién privilegiada en
el plano de proyeccion tiene siempre un caracter de “prueba” ( Pagés y Escofier,
1995). El estudio de los factores principales en relacién con estas variables de tarea
permitird identificar relaciones de dependencia — interaccién entre estas variables
y clasificarlas en grupos de importancia decreciente en cuanto a su efecto sobre la
variabilidad de las respuestas.

En la investigacion sobre la asociacién estadistica, el anélisis de corresponden-
cias de las estrategias empleadas en los juicios de asociacién en tablas de contingen-
cia revel6 dos factores que explicaban conjuntamente el 82.6% de la inercia. El
primer factor fué identificado como la dimensionalidad de la tabla y mostré que al
aumentar el nimero de filas y columnas de la tabla, los alumnos empleaban, en
general, estrategias mas elaboradas. Asimismo ocurria en el caso de laindependencia
perfecta. Por ello, mientras que con una estrategia intuitiva parcialmente correcta
muchos alumnos fueron capaces de proporcionar un juicio correcto de asociacién en
tablas 2x2, en las que existiese una dependencia marcada; para la apreciacién de la
independencia, incluso en tablas 2x2 o la dependencia en una tabla de dimensién
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superior, las estrategias parcialmente correctas, resultaron ser insuficientes.

El segundo factor mostré el peso de las teorias previas sobre la asociacién
esperada en el contexto del problema sobre las estrategias del alumno. Cuando estas
expectativas no coincidieron con la asociacién empirica de los datos del problema,
hubo una tendencia a sustituir las estrategias correctas o parcialmente correctas por
cstrategias incorrectas, como medio de sostener sus teorias, incluso a pesar de la
cvidencia en contra, manifestidndose claramente el mecanismo de la “correlacién
ilusoria” (Chapman y Chapman, 1969).

Finalmente, citamos la técnica de andlisis implicativo, puesta a punto reciente-
mente por el equipo de R. Gras y sus colaboradores. A partir de la nocién de cuasi-
implicacién, medida por una intensidad, y la de grafo de implicacién (Gras, 1995),
este método permite representar, en el seno de una familia de variables, el orden
(preorden) parcial que lo estructura. Mientras que las técnicas de andlisis “cluster”
y de correspondencias se basan en las nociones de similaridad y distancia, que son
simétricas, la implicacién entre variables es una relacién asimétrica. Finalmente, el
conjunto de clases se organiza mediante una estructura arborescente, que recuerda
la clasificacion jerarquica, aunque el nexo entre dos nudos del arbol es, en este caso,
orientado. En nuestra opinidn, la aplicacién del andlisis implicativo al estudio de las
relaciones entre el éxito/fracaso en los items de una prueba, puede ampliar con
notoria ventaja los estudios clasicos de escalabilidad en cuestionarios, por medio del
escalograma de Guttman, ya que éste presupone una ordenacion lineal de los items,
(ue es dificil encontrar en la mayor parte de las aplicaciones.

Desde diferentes puntos de vista, las técnicas de clasificacién jerarquica, el
analisis factorial de correspondencias y el analisis implicativo complementan el
estudio cualitativo de la estructura de las respuestas de los alumnos. Habria que
anadir el resto de técnicas multivariantes, aunque la extensién de este trabajo no nos
permite detenernos en ellas.

Las cuestiones de validez y precisién

El sistema de respuestas a una muestra de tareas constituye una “medida” de los
conocimientos del sujeto. Como en todo proceso de muestreo, estamos sujetos a la
posibilidad de dos tipos de errores: sistematicos (sesgos) y aleatorios. La validez de
las conclusiones de los estudios dependerd de la falta de sesgo, esto es de la
correspondencia entre las inferencias efectuadas a partir de los indicadores empiri-
©0s y los constructos tedricos.

Un aspecto a destacar en la evaluacion matematica es que ésta se realiza desde el
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punto de vista de una institucién dada, por lo que esta validez serd siempre relativa
a dicha institucién. Asi, no es lo mismo decir que un alumno de Secundaria, que
recibe un curso de estadistica descriptiva, conoce el concepto de asociacion, que
decir que un alumno que finaliza la especialidad de estadistica, dentro de la
Licenciatura de Matematicas, conoce este concepto. Lo que se considera adecuado
para asegurar el dominio del concepto en uno y otro caso es muy diferente, por lo que
un instrumento de evaluacién del conocimiento sobre la asociacién puede ser vélido
para uno de estos casos y no serlo para el otro.

Enlateoria del significado formulada por Godino y Batanero (1994) diriamos que
los sistemas de practicas asociados al campo de problemas de la asociacién
estadistica no son los mismos en las distintas instituciones. Por tanto, para analizar
las cuestiones de validez de los instrumentos, y en general del disefio de las
investigaciones, referidas a la determinacién de los conocimientos y su evolucién,
nos parece esencial la distincién entre conocimiento subjetivo (personal) e
institucional. Las instituciones escolares constituyen, segiin esta conceptualizacién,
formaciones epistemoldgicas diferenciadas en las que los saberes “sabios” —
considerados habitualmente como el conocimiento objetivo — sufren adaptaciones
otransposiciones didéacticas (Chevallard, 1991); estos conocimientos institucionales
servirdn de punto de referencia para la organizacién de los procesos de instruccién
y la fijacién de las pautas de evaluacion de los conocimientos de los alumnos. En
términos de la teoria estadistica del muestreo, podemos expresar esta problematica
diciendo que las “poblaciones objetivo” que se tratan de alcanzar mediante el estudio
inferencial realizado en la evaluacién son diferentes.

La construccion de los instrumentos de evaluacién, que garanticen la validez de
contenido para una finalidad especifica, debe partir, por tanto, de un anélisis
pormenorizado de los significados institucionales de los objetos correspondientes.
El anélisis de las variables didacticas del campo de problemas proporcionard un
criterio para estructurar la poblacién de las posibles tareas de las cuales debe
extraerse una muestra representativa, si se quiere garantizar la validez del instrumen-
to de evaluacién. Asimismo, la validez debe ser pensada como una variable, no
dicotémica, sino componencial y sistémica como corresponde a la naturaleza del
conocimiento que se trata de evaluar. Como sefiala Messick (1991), la validez noes,
por otra parte, una propiedad exclusiva del instrumento de recogida de datos, sinode
todo el proceso de inferencia. Afecta pues a la falta de sesgo en la muestra de sujetos
empleada (validez externa) en el andlisis estadistico de datos (validez estadistica), al
instrumento (validez de construccién) y al control adecuado de las variables
intervinientes (validez interna) (Cook y Campbell, 1979).
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Minimizacién del error de muestreo (precisién)

Otro problema de disefio del muestreo de las situaciones de evaluacion seria la
determinacién de las variables de tarea y valores de las mismas que maximicen la
varianza de las respuestas de los alumnos entre estratos, con objeto de conseguir, no
s6lo la representatividad muestral, sino la maxima reduccién del error de muestreo.
Aunque, como hemos indicado, es posible efectuar un andlisis a priori de tales
variables, s6lo mediante el estudio experimental sobre los sujetos concretos a
quienes va dirigida la prueba podremos confirmar las hipétesis generadas en el
analisis a priori, relativas a la variabilidad de los tipos de respuestas.

Una vez conocidas estas varianzas, aplicando los principios del muestreo
estratificado seria posible determinar la forma 6ptima de seleccién de una muestra,
de modo que se consiguiese la mayor eficiencia — paralaevaluacién de conocimien-
tos — con un mismo tamafio de muestra. Al determinar la prioridad (en el sentido de
maximizacién de la variabilidad de respuestas) de las variables de tarea, para una
situacién o un grupo de situaciones caracteristicas de un objeto, se proporcionarian
criterios para el refinamiento progresivo de los instrumentos de evaluacién.

La fiabilidad o precisi6n de las inferencias dependeré de la magnitud del error
aleatorio (Feldt y Brennan, 1991), que puede ser debido a diferentes facetas o
componentes: variabilidad entre sujetos, variabilidad entre preguntas, etc. Por tanto,
consideramos que el marco més adecuado para el andlisis de estas facetas lo ofrece
la teoria de la generalizabilidad (Brenan, 1983). Hemos de tener en cuenta, también,
(ue, puesto que nos hallamos en un problema de muestreo estratificado, es l6gico
esperar una gran variabilidad entre los diferentes estratos, ya que el disefio del
cuestionario ha ido buscando este criterio de maxima variabilidad. Esto lleva
implicito, como contrapartida, la homogeneidad dentro de los estratos, lo que nos
puede autorizar, en caso necesario, a preferir un menor tamaiio de muestra para cada
uno de los estratos particulares, y un mayor nimero de estratos. El andlisis global de
todos estos aspectos es el que nos permitird deducir criterios o medidas de la
peneralizabilidad de los resultados.

En el caso del trabajo de Estepa (1994), aplicando la teoria de la generalizabilidad
se han obtenidos dos coeficientes diferenciados de generalizabilidad, a partir del
anélisis de varianza de medidas repetidas de los porcentajes de acierto en los items,
en funcién de los factores alumno (entre) e item (dentro). El primero de ellos, como
medida de la generalizabilidad de los resultados, cuando se fijasen los alumnos y se
sustituyesen los items por otros pertenecientes a la misma poblacién, di6é un valor
moderado. Ello es 16gico, debido a la gran cantidad de variables de tareas presentes
en los items.
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El segundo coeficiente, parael cual se obtuvo unalto valor, mide las posibilidades
de extender las inferencias, cuando el mismo cuestionario fuese usado con otros
alumnos de Secundaria. En consecuencia, de este estudio vemos que, en general,
cuando tratamos con conceptos complejos, las posibilidades de extensién de los
estudios serd mayor al variar la poblacién de alumnos, que al variar la poblacién de
situaciones de evaluacién. Ello concuerda con el caracter local de las concepciones
identificadas en los estudios diddcticos (Artigue, 1990), estrechamente ligadas al
saber puesto en juego por las situaciones concretas.

Enfoque experimental y contraste de hip6tesis

Elenfoque clasico en el estudio del efectode las variables de tarea e instruccionales
sobre las respuestas de los alumnos ha sido el experimental comparativo. Centran-
dose en un Unico — o unos pocos — tipo de tareas, se analizan sus variables y se
intenta contrastar estadfsticamente sus efectos, mediante un experimento, en el que
se varian sistematicamente unas variables, controlando las restantes y comparando
los resultados con grupos equivalentes. El control adecuado de todas las variables
intervinientes es esencial, debido a la hipétesis de independencia, subyacente en los
modelos lineales empleados en este enfoque. El no cumplimiento de esta hipdtesis
puede invalidar por completo las inferencias realizadas a partir de dichos procedi-
mientos estadisticos (Bollen, 1989). En un extremo opuesto podemos situar los
estudios etnograficos interpretativos, basados principalmente en la observacién
naturalistica de casos y, por tanto, en la ausencia de control y manipulacién de las
situaciones.

En el enfoque sistémico, cuasiexperimental e inductivo que proponemos para los
estudios didacticos, en gran medida concordante con la denominada en Francia
metodologia de ingenieria didéctica (Artigue, 1994), el analisis y control de las
variables es también el ideal que nos permitird obtener la representatividad a que
hemos hecho alusién al hablar de los procesos de muestreo implicitos. La metodo-
logfa de ingenieria diddctica se basa en el estudio de casos y el uso de criterios de
validacién interna, obtenidos por la confrontacién de los andlisis a priori de los
conocimientos puestos en juego y de las variables de control de la situacién
experimental disefiada. El investigador planifica los experimentos de ensefianza y
decide actuar sobre un cierto mimero de variables de maniobra de los sistemas
did4cticos, variables que determinan la organizacién global y local de la ingenieria.

Las posibilidades de control de las variables intervinientes pueden ser el mante-
nimiento constante, la aleatorizacién, la variacién controlada o la medicién e
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inclusién en el analisis. Las consecuencias de cada uno de estos tipos de control, que
varian desde una restriccion excesiva de la generalizabilidad de los resultados, en el
¢asode mantenimiento constante, al rapido crecimiento del tamatfio del experimento,
41 se desea medir el efecto de las variables de interés.

Como hemos indicado, el enfoque experimental ha estado asociado al anilisis
confirmatorio de los datos, basado en el contraste de hipétesis. Gras (1992) sefiala
lns siguientes limitaciones del método experimental confirmatorio:

a) El objetivo de este enfoque es la construccién de modelos probabilisticos
relativos a las variables observadas. Para ello se ajustan deductivamente a una o
varias “variables dependientes” el resto de las variables, con el fin de obtener una
prediccion y los datos se “ajustan” al modelo. Por el contrario, en un enfoque
inductivo, el modelo se deduce a partir de los datos, conjuntamente con la teoria bajo
la cual estos datos han sido recogidos. Como sefiala Chatfield (1988, p. 17) el
proposito de la construccién de modelos no debiera ser obtener “el mejor ajuste”,
sino construir un modelo consistente, no sdlo con los datos, sino con el conocimiento
(que sirve de base a la investigacién y con otros conjuntos de datos semejantes
tomados con anterioridad.

b) El contraste de las hipdtesis se efectia mediante el rechazo de las “hipétesis
nulas” o de no diferencia. Pero, como expone Seidenfeld (1979), en la teoria del
contraste de hipétesis, el rechazo de la hip6tesis nula sélo presupone que se rechaza
¢l hecho de que las diferencias observadas sean debidas al azar. La demostracién o
corroboracién de que las diferencias son debidas a la supuesta variable que actia
como efecto no queda garantizada por el contraste de hipétesis. Ello sera el fruto de
una labor de nuevas replicaciones del experimento y de la aplicacién de controles
para rechazar las posibles explicaciones alternativas o riesgos de invalidez (Cook y
Campbell, 1979). A pesar del reconocimiento universal de la potencia de la
aleatorizacién, los experimentos aleatorizados son muy raros en la investigacion
social. Ello afiade la necesidad de revisar el empleo de las técnicas estadisticas, ya
(Jue las técnicas habituales no siempren proporcionan estimaciones apropiadas de los
cfectos de los tratamientos en los cuasi-experimentos.

Chatfield (1988) discute la distincién entre anélisis confirmatorio y exploratorio
de datos (EDA) e indica que practicamente no se encuentra un analisis confirmatorio
puro de los datos en la literatura de investigacion. La mayoria de los resultados
“‘estadisticamente significativos” publicados provienen de conjuntos de datos singu-
lares — en el sentido de que se recogen una séla vez para la investigacion concreta.
listos conjuntos de datos tienen también naturaleza exploratoria, aunque se sepa lo
peligroso que es descubrir una caracteristica de interés en un conjunto de datos y
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contrastar esta caracteristica sobre el mismo conjunto de datos.

Este autor prefiere hacer una distincién entre las técnicas iniciales de andlisis de
datos (IDA) y “andlisis definitivo” de los datos. En el IDA incluye tanto el EDA , la
estadistica descriptiva clasica y las técnicas multivariantes exploratorias, como el
empleo informal de métodos inferenciales, en especial el contraste de hipétesis y los
modelos lineales. En un contraste de hip6tesis, “con tamatfios grandes de muestra, los
resultados seran casi siempre “significativos”, incluso aunque los efectos sean muy
pequeiios” (Chatfield, 1988, p. 51).

Ademas, un resultado significativo no proporciona una “prueba”, sélo evidencia
de tipo formal. Cualquier intento de probar la probabilidad de que la hipdtesis sea
cierta implicara al teorema de Bayes y requerird la probabilidad a priori de la
hipétesis, y, ailin asi, existe una controversia no resuelta sobre si la probabilidad
obtenida puede ser realmente objetiva, o solamente una revisién de nuestro “grado
de creencia”, subjetivo y, en consecuencia, falible (Rivadulla, 1991). Un experimen-
to simple debiera formar parte de una cadena de experimentos similares y debiéra-
mos buscar mas que el resultado estadisticamente significativo la “similitud signi-
ficativa” en diferentes experimentos. El IDA (Initial Data Analysis) debiera ser el
comienzo obligado para generar hipétesis sensatas sobre los datos, para sugerir cual
deberia ser el tipo de andlisis estadistico definitivo e incluso para sugerir que un
contraste de hipétesis es innecesario o inadecuado por alguna de las razones
siguientes:

* Puede deducirse claramente a partir del IDA si los resultados concuerdan
significativamente con las hipétesis de interés, debido a que los efectos son
apreciables sin necesidad de un anélisis posterior.

*EIIDA puede sugerir que losdatos no son apropiados para un contraste formal,
debido a la contaminacién (existencia de variables que sesgan las posibles
conclusiones), a la falta de aleatorizacién o al incumplimento del requisito de
aplicacion de los contrastes estadisticos.

En resumen, creemos que los principios basicos del disefio experimental: control,
replicacién — y cuando sea posible la aleatorizacién — deben ser, en lo posible,
utilizados en la investigacién sobre los conocimientos de los alumnos y su evolucién.
Proponemos, sin embargo, sustituir los métodos inferenciales cldsicos de anélisis de
datos por un anélisis en dos etapas: En primer lugar, unandlisis inicial de datos (IDA),
potenciando en particular el empleo de técnicas multivariantes y técnicas de analisis
de datos cualitativos. Si el resultado obtenido lo permite, deberiamos progresiva-
mente irnos acercando a la construccién de modelos (lineales o no lineales,
univariantes o no) empleando el enfoque confirmatorio en sucesivos conjuntos de
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datos.

Conclusiones

LLa perspectiva sistémica en los estudios didacticos, junto con las nuevas tecno-
logias de andlisis de datos disponibles, implican no solo un cambio en los métodos
de recogida y transformacién de los datos sino en la propia problematica de
investigacion. Esta se puede enfocar hacia la bisqueda de la estructura relacional en
los distintos subsistemas de los sistemas didacticos y hacia la caracterizacién de su
dindmica, siguiendo las pautas de la denominada ingenieria diddctica (Artigue,
1994). También implican cambios profundos en el paradigma de evaluacién de los
conocimientos matematicos llevada a cabo con fines de investigacién didactica.
Particularmente se deben analizar las cuestiones de validez de las investigaciones y
la precisién de las mediciones educacionales, teniendo en cuenta la multiplicidad de
[uentes de variacién e interaccién entre variables puestas en juego.
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RESUMEN. Eneste trabajo analizamos el problema de las inferencias sobre los conocimientos
matemdticos de los alumnos, su estructura y evolucion, a partir de las respuestas observadas en
situaciones de evaluacion. Sobre este problema abordamos los puntos siguientes, desde una
perspectiva de investigacion diddctica: (1) La necesidad de realizar un estudio sistémico, tanto
cuantitativo como cualitativo del conjunto de respuestas proporcionadas por cada sujeto a las
lareas utilizadas en la evaluacion. (2) Las posibilidades ofrecidas por el andlisis multivariante de
datos para el establecimiento de modelos de causalidad débil entre el sistema de respuestas y las
variables de tarea, del sujeto e instruccionales. (3) La problemdtica asociada a la generalizacion
de inferencias sobre los conocimientos a partir de muestras particulares de alumnos y situaciones
de evaluacion. (4) Respecto del disefio de las investigaciones diddcticas, se comparan el enfoque
sistémico cuasi-experimental con el experimental confirmatorio, basado en el contraste de
hipotesis,concluyendo en el caracter complementario de ambos.

ABSTRACT. In this paper we are interested in the problem of drawing out inferences on
students’ mathematical knowledge, its structure and evolution, from the observed answers
obtained from assessment situations. About this problem we approach the following points from
a research perspective: (1) The necessity to accomplish a systemic study, both quantitative and
qualitative, of the set of answers given by each subject to the assessment tasks. (2) The possibilities
provided by multivariate data analysis for building models of weak causality among the answers
and the task, subject and instructional variables. (3) The issues linked to generalizing inferences
on knowledge from samples of students and assessment situations. (4) As regard to educational
research, we compare the systemic quasi-experimental and the confirmatory experimental
paradigms, pointing out to their complementary nature.
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