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Introdugao

Algumas das dificuldades que os alunos do ensino bdsico enfrentam no seu percurso
para compreender os niimeros fracciondrios, sao identificadas na literatura com os dife-
rentes significados das fracgdes, com a concepg¢ao da unidade e com o ensino precoce e
descontextualizado dos simbolos e algoritmos.

Muita da investigagdo ocorrida nas tltimas duas décadas, no ensino elementar e
no Ambito das aprendizagens da Matemdtica, estd relacionada com o desenvolvimento
de competéncias numéricas, nomeadamente dos ndmeros racionais nao inteiros, (por
exemplo o projecto RNP — Rational Number Project durou mais de 20 anos, 1979-
2003). Sendo um assunto dos mais complexos e fonte de alguns malentendidos que por
vezes subsistem durante toda a escolaridade, ¢ também dos mais importantes do ensino
bdsico, na medida em que proporciona o desenvolvimento de estruturas mentais impor-
tantes para futuras aprendizagens (Post, Behr, Lesh, 1983), nomeadamente o raciocinio
multiplicativo (Streefland, 1991, 1997).

Neste artigo iremos analisar dificuldades reconhecidas na literatura relativamente aos
diferentes significados das fracgdes e ao conceito de unidade. Seguidamente discutire-
mos aspectos relativos a passagem das estratégias informais dos alunos na resolugio de
problemas para a formaliza¢do, assim como aos processos de matematizagio. A opg¢io
de apresentar neste artigo uma sintese da realidade portuguesa no campo do ensino dos
racionais e da investigagao jd desenvolvida nesta drea, prendeu-se com o reconhecimento
de que sdo urgentes mais estudos aprofundados que permitam perceber razées de in-
sucesso dos nossos alunos e, por outro lado, perspectivar formas de apoiar os professores
no ensino dos niimeros racionais.

A aprendizagem dos aspectos formais do estudo das fracgdes e decimais provém do
ensino, nomeadamente a dos algoritmos das operagdes e das regras, onde, de um modo
geral, a énfase é bastante mais acentuada nos procedimentos do que nos conceitos e
raramente se estabelecem “pontes” entre uns e outros. O facto de os alunos saberem ope-
rar com os simbolos, nio significa que tenham compreendido os conceitos subjacentes
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(Behr, Harel, Post, Lesh, 1993, Kieren, 1988, Lamon, 2001). O treino permite a alguns
alunos respostas correctas a situagdes de cdlculo rotineiro, o que pode criar a ilusdo de que
compreendem o que fazem. Por outro lado, hd situagdes em que os alunos resolvem bem
um problema com desenhos ou esquemas, mas que nao conseguem resolvé-lo recorrendo
a simbolos; é mais fécil para uma crianga de 9 ou 10 anos perceber, numa primeira fase,
que se come metade de uma piza e depois um quarto de piza, come trés quatros de piza,
do que perceber que 1/2 + 1/4 representa 3/4, desligado de contexto. Estes processos
informais na resolu¢do de problemas nem sempre sdo valorizados e incentivados pelos
professores, nem tdo pouco sio tidos em conta na construgio de uma ponte que os
ligue aos simbolos convencionais. A relagio entre estratégias informais de resolugio de
problemas e o uso por parte dos alunos dos simbolos e dos algoritmos tem sido objecto de
atengio de autores como por exemplo Streefland (1986, 1991, 1997) e Nunes (1997).
Hart (1981), citada por Keijzer (2003) considera que hd uma distincia enorme entre
problemas em contextos significativos e a manipulagio formal das fracgdes.

A investigagio em educagio matemdtica refere diversos obstdculos dos estudantes a
aprendizagem das frac¢des assim como 4 manipulagio dos respectivos simbolos (Behr,
Harel Post e Lesh, 1983, 1992, Lamon, 2001, Wearne and Hilbert, 1988, Mack, 1993).
Um dos aspectos mais realgados é o nivel abstracto e mecanicista do ensino. Moss e Case
(1999) examinaram vdrios estudos relativamente a dificuldades que os estudantes encon-
tram na aprendizagem dos niimeros racionais, quando submetidos aos usuais métodos
de ensino e identificaram quatro aspectos principais: 1) Enfase na sintaxe em detrimento
da seméntica, isto ¢ o tempo dedicado ao treino de procedimentos é¢ muito maior do que
aquele dedicado ao desenvolvimento dos conceitos; 2) O ensino nio ancora nas tentati-
vas informais de resolu¢ao de tarefas por parte das criangas; 3) Nas diferentes represen-
tagoes dos nimeros racionais nao existe uma énfase na diferenciacio entre os nimeros
inteiros e os niimeros nao inteiros; 4) Os programas tratam as notagdes dos niimeros
racionais como algo que pode ser dado por definigao.

Para além destes aspectos devidos ao ensino, hd ainda obstdculos inerentes as préprias
frac¢des em contexto escolar. Um deles pode ser o facto da sua representagio implicar
dois niimeros. Muitos dos erros dos alunos no cdlculo com fracgoes sao devidos a di-
ficuldade que tém de compreender que nio estao perante dois nimeros. Por exemplo,
quando adicionam ndmeros representados por frac¢oes adicionam os numeradores e os
denominadores. Este erro é muito comum e persiste mesmo quando lhes é ensinado o al-
goritmo da adi¢do. De facto, os niimeros aparecem no 1° ciclo para a contagem e depois
sdo usados no cdlculo, identificando o cardinal de um conjunto de objectos. Desde cedo
os alunos identificam o niimero inteiro que sucede a outro; no caso dos fracciondrios
isso j& ndo é possivel. A densidade dos racionais pode constituir uma dificuldade 4 sua
compreensio. Com os nimeros inteiros a multiplicagao implica um produto maior do
que os factores, assim como o resultado de uma divisao ¢ sempre um nlimero menor que
o dividendo, o que nem sempre acontece com os racionais nio inteiros. Nao ¢é ficil para
uma crianga submetida a um ensino mecanicista, perceber a razio porque 2 : 0,5 = 4.
Dickson, Brown, Gibson (1984) referem um estudo feito com alunos de 15 anos, onde
$6 35% resolvem correctamente 40 : 0, 8, sendo que 29% das respostas incorrectas apre-
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sentavam o resultado 5 ou 0,5, evidenciando claramente a dificuldade em aceitar 50
COmo a resposta correcta.

Ainda relativamente a representagio dos niimeros fracciondrios na forma de numeral
decimal ¢ vulgar encontrar alunos a referirem que 1,345 ¢ maior que 1,7 dando como
justificagdo o facto do primeiro ter “mais niimeros” que o segundo, ou entdo porque 345 é
maior que 7. A passagem dos niimeros inteiros para os nimeros fracciondrios representa
uma grande mudanga conceptual (Hibert e Berh, 1988), sendo que a interferéncia dos
ndmeros inteiros na conceptualizagdo dos fracciondrios, passa também pelas respectivas
representagbes simbdlicas, quer na forma de fracgdo quer na forma de numeral decimal.
Estes aspectos nem sempre s3o reconhecidos pelos professores.

Os diferentes significados das frac¢oes

As fracgdes podem representar ndmeros e relagdes entre nimeros. Uma frac¢io pode
representar uma guantidade (comi 3/5 de um chocolate), as designadas quantidades ex-
tensivas, ou um 7ndice comparativo (numa turma hd 3 rapazes para cada 5 raparigas) que
se representa também por 3/5, estas classificadas como quantidades intensivas (Schwartz,
1988, Nunes, Campos, Magina e Bryant, 2005). As primeiras referem quantidades que
derivam de actos de contagem ou de medida, e podem portanto adicionar-se, por exem-
plo, de acordo com as regras dos nimeros racionais, de modo a gerar uma nova quan-
tidade, as segundas sendo quantidades intensivas referem-se a relagdes entre nimeros e
nio se podem adicionar seguindo a mesma regra. No primeiro caso o todo ¢ igual 2 soma
das partes, um quarto de piza adicionado com trés quartos da mesma piza reproduzem
a piza. No caso das quantidades intensivas a relagio no é da mesma natureza, visto que
se trata de comparar quantidades de natureza diferente. A velocidade como razio entre
duas quantidades referentes a grandezas diferentes (distincia e tempo) ¢ uma quantidade
intensiva. A razdo preco /unidade ¢ outro exemplo.

Um dos obstdculos inerente a aprendizagem das frac¢es pode prender-se com os
diferentes significados para o simbolo a/b : Relagio parte-todo, medida, quociente,
operador e razio (por exemplo Behr, Harel, Post, e Lesh, R., 1992, Kieren, 1988).

O conjunto dos ndmeros racionais é estruturalmente um corpo ordenado onde existe
uma parti¢io em infinitas classes de equivaléncia, permitindo definir as frac¢des como
elementos dessas classes. Cada uma das classes formadas por familias de fracgoes equiva-
lentes representa um ndmero racional. No entanto, em contexto, as fracgbes assumem
diferentes significados:

a) A relagdo entre a parte de um todo continuo ou discreto, O simbolo a/b refere-
-se a uma parte fraccionada de uma sé unidade (por exemplo um quinto de uma folha
de papel estd pintada, ou um quinto de uma coleccio de 10 ldpis s3o azuis, sendo o
todo a folha de papel e a colecgao de ldpis respectivamente). A fracgio aqui surge da
comparagio entre a parte e o todo, considerado este a unidade. O denominador indica
o nimero de partes em que a unidade estd dividida e 0 numerador o nimero de partes
escolhidas;

b) O resultado da divisao entre dois niimeros inteiros (com o denominador diferente
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de zero) em situagdes de partilha equitativa, quando a fracgdo a /b representa o quociente
entre dois nimeros, isto ¢ uma relagio entre duas quantidades, tendo ainda o significado
de uma quantidade extensiva. Por exemplo 3/4, na situagio “3 pizas a dividir por 4
criangas”, representa a relagio entre o niimero de pizas e o ntimero de criangas, mas
também representa o resultado dessa divisio — a quantidade de piza com que cada uma
ficou;

©) A razio “parte-parte”, isto ¢ a relagdo entre duas quantidades referentes a duas
partes de um todo, por exemplo a razdo entre o niimero de meninos e de meninas numa
turma é de 3/2 — lé-se “é de 3 para 2” — quantidade intensiva;

d) A razao entre valores de duas grandezas diferentes, dando origem a uma nova
grandeza, por exemplo a razdo entre a distdncia e o tempo necessdrio para a percorrer —
a velocidade — quantidade intensiva;

e) Operador partitivo e operador multiplicativo partitivo Neste caso a fracgdo a/b
transforma o cardinal de um conjunto discreto (3/4 de 12 l4pis sdo 9 ldpis) ou, no caso
de uma figura, tem o efeito de redugio ou de ampliagao;

f) A medida, onde se compara uma grandeza com outra tomada como unidade. O
aluno terd de fraccionar a unidade de medida numa parte que esteja contida um niimero
inteiro de vezes na quantidade a medir.

A fracgio como relagdo entre a parte e o todo, aparece também nas situagoes diddc-
ticas de medida e nas situacoes de partilha equitativa visto que em ambos os casos se
compara, depois do refinamento da unidade de medida e da situagdo de partilhar, uma
parte fraccionada com um todo. Alids, a relagio da parte com o todo é uma relagao
inerente aos nimeros fracciondrios e que é fundamental ser realgada, seja qual for a
situagdo diddctica, pois 0 “todo” traduz a unidade fraccionada.

No entanto, a abordagem diddctica as frac¢des exclusivamente através da “relagio
parte—todo” sendo aparentemente muito intuitiva, pode apresentar vdrios inconvenientes,
entre eles o facto de os alunos confundirem a relagao da parte com o todo, com a relagao
da parte com a outra parte. Por exemplo, hd professores que se queixam que quando
mostram 3/5 pintados de uma figura e perguntam que frac¢ao estd representada, pre-
tendendo que os alunos respondam 3/5, alguns alunos respondem 3/2 evidenciando a
relagdo entre as duas partes, a pintada e a no pintada.

Esta abordagem as frac¢6es apresenta ainda o inconveniente de ser dificilmente perce-
bida pelas criangas, quando se trata de uma frac¢ao que representa um nimero maior do
que a unidade. Por exemplo na figura seguinte, a parte sombreada da figura constituida
por 2 unidades, 5/4, pode ser interpretada, como sendo 5/8.
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Vizcarra, e Salldn, (2005) consideram a relagio parte — todo, onde o professor apresenta
uma unidade continua j4 dividida, a fim de exemplificar uma frac¢io, uma abordagem
situada na prdtica educativa, criada pela necessidade de abreviar o processo de ensino e
que se revela eficaz a curto prazo, mas que restringe a concepgao de fracgio.

Streefland (1986, 1991, 1993, 1997) defende uma abordagem as fracgdes em contex-
tos de partilha equitativa, partindo de situagbes inspiradas na realidade quotidiana das
criangas, num processo construtivo de matematizagdo. Esta abordagem permite ligar
as fracgdes 2 divisao de niimeros inteiros, evidenciando muito claramente o aspecto da
quantidade extensiva das fracg6es, mas também o aspecto de relagao entre duas grandezas
da mesma espécie. Também neste tipo de contextos, mais facilmente se podem com-
parar quantidades representadas por fracgdes: Numa situagdo em que temos 3 pizas a
repartir igualmente por 4 meninas e 6 pizas a repartir também igualmente por 8 meni-
nos e se pergunta quem comeu mais, as meninas ou os meninos, através de esquemas,
ou de uma tabela de razio, os alunos percebem que comem uma quantidade igual. A
equivaléncia de fracgbes surge assim muito naturalmente (Monteiro, Pinto, Figueiredo,
2005).

Desde o 3° ano de escolaridade que as criangas resolvem problemas de partilha equi-
tativa onde o dividendo aparece como o cardinal de um conjunto discreto, por exemplo
numa situagio de 10 bolachas a distribuir igualmente por 5 amigos, as criangas jd familia-
rizadas com a notagio da divisdo, representam por 10 : 5 e o resultado é o nimero 2. Se
tiverem 11 bolachas podem obter o0 mesmo resultado e deixar de fora uma bolacha, que
identificam com o resto da divisdo, ou podem dividi-la em 5 partes iguais e dar mais um
quinto de bolacha a cada um. As representagoes de 11 : 5 como

1
2=
5)

ou 2,2 podem surgir, naturalmente logo no 1° ciclo, quando se trabalha a divisao. Mas
nao é necessdrio que a divisio seja trabalhada formalmente em primeiro lugar, para que
os alunos de 8/9 anos possam resolver problemas onde as frac¢des surjam em contextos
de partilha equitativa.

Como j4 foi referido as abordagens através da partilha equitativa ou da relagio parte-
-todo, encontram-se de algum modo ligadas, quando apés a partilha em partes iguais se
relaciona a parte resultante com a unidade. Por exemplo se partilho 3 pizas por 4 pessoas
na expressao

1 1 1

ittty
que pode ser uma das respostas dos alunos (Monteiro, Pinto, Figueiredo, 2005), eles
identificam um quarto como uma das partes de uma piza dividida em quatro partes
iguais. Alids, em contextos da vida do dia a dia das criangas, a nogdo intuitiva de
metade e da quarta parte surge muito cedo. Streefland (1986, 1991, 1993) conside-
ra as situagoes de partilha equitativa uma fonte natural e um ponto de partida para o
ensino das frac¢des. De facto, partindo da razdo entre duas quantidades numa situagio
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de partilha equitativa, as fracgoes equivalentes aparecem a designar a mesma quantidade,
relacionando-a com a quantidade inicial antes de ser fraccionada.

As fraccoes reflectem fendmenos de “fractura”, assim como tém um cardcter de razio
e proporgio (Kieren, 1988), sendo pois relagoes multiplicativas (Vergnaud, 1988). Estas
duas dimensées da frac¢io enquanto elemento e enquanto relagio proporcionam uma
base para um conhecimento mais formal. Nas situacoes diddcticas ¢ importante a énfase
ser posta na frac¢io enquanto relagdo, o que nem sempre ¢ feito, principalmente quando
a abordagem ¢ exclusivamente feita em situagdes de “parte — todo”. Strefland, (1991)
sustenta que, nestes casos, as criangas tém a impressio que calcular com fracgoes ¢ o
mesmo que calcular com nimeros inteiros; quando se diz que dois quartos mais trés
quartos sio cinco quartos, tal como dizemos 2 km mais 3 km sio 5 km, retira-se a
dimensio relacional da frac¢io.

A primeira abordagem s fracges através do refinamento da medida tem sido seguida
por alguns autores como Keijzer (2003) que desenvolveu um estudo num contexto da
Matemdtica Realista. Apesar de ter incluido também situacoes de partilha equitativa e
de relagdo parte-todo deu énfase 2 medida. Keijzer defende que esta abordagem prepara
para a representagio de niimeros na linha numérica, evidenciando as frac¢oes equiva-
lentes, o que proporciona uma base para a adi¢io e subtrac¢do de racionais. Diversi-
ficar os contextos em que as frac¢oes aparecem com diferentes significados ¢, de acordo
com Kieren (1988), fundamental, pois é na sintese desses significados que o sentido do
ndimero racional se desenvolve.

O conceito de unidade na aprendizagem dos nimeros fracciondrios

Outra dificuldade da aprendizagem dos niimeros racionais nao inteiros prende-se com
a conceptualiza¢io da unidade (Behr, Harel, Post e Lesh, 1992, Lamon, S., 2002). Se
colocarmos a uma crianga a questdo: “A Joana gastou 1/3 da sua mesada em idas ao
cinema e a Marta gastou 1/2 da sua mesada em idas ao cinema, quem gastou mais?”,
criangas habituadas a um ensino essencialmente virado para procedimentos, vio com-
parar as fracgdes 1/3 e 1/2, sem se preocuparem com as unidades de referéncia que
podem ser diferentes. Também o facto das unidades serem continuas ou discretas pode
trazer perturbagdes se o professor ndo estiver atento a esta questdo. Determinar a quarta
parte de uma folha de papel ou a quarta parte de 8 ldpis, implica que no segundo caso o
resultado se represente por um niimero inteiro e no 1° caso isso nao seja possivel. Lamon
(2002) analisa diferentes tipos de unidades, considerando unidades simples e unidades
compostas. Por exemplo, 1 dizia de ovos pode ser encarada como 2 meias ddzias, como
6 pares de ovos e ainda como 12 ovos.

COCOCOCOCOCD
COCOCOCOCOC)
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Também 1/2 de 60 minutos sao 30 minutos, que por sua vez se pode representar por 1/2,
se considerarmos a unidade uma hora. Streefland, (1991) refere o caso de uma aluna
que, inicialmente tinha dificuldades em aceitar que uma unidade dividida em partes
iguais pudesse ser representada por 1, preferindo representar por 4/4 ou por 8/8 visto
que essa representagio reflectia a divisao da unidade que tinha na altura.

No percurso do desenvolvimento do conhecimento matemdtico, nomeadamente na
compreensdo das fracgdes, a questio da unidade desempenha um papel fulcral, pois
uma fracgo tem sempre subjacente uma unidade. Desde as primeiras experiéncias de
contagem (unidades simples) até as unidades como indices comparativos (por cada litro
de tinta azul misturo 2 litros de tinta branca), passando pelas unidades compostas, sao
muitas as situagdes onde aparecem unidades de vdrios tipos. Por exemplo, quando o
aluno ¢ confrontado com o sistema de numeragao decimal, a dezena, a centena, etc.,
sao unidades de ordem diferente e que resultam de agrupamentos de unidades de outra
ordem. Uma dezena é uma unidade composta de 10 unidades simples, a centena ¢
a0 mesmo tempo um grupo de 100 unidades simples e de 10 dezenas. A formagio de
unidades compostas a partir de outras unidades é um processo complexo, mas que é fun-
damental ser acentuado no ensino das fracgoes e dos decimais (Lamon, 2002). Também
no sistema métrico os alunos se deparam com unidades que se formam a partir de outras,
por exemplo a centésima parte do metro é o centimetro, que pode ser considerado por
sua vez uma unidade (0,02 m onde a unidade ¢ o metro, passa a 2 cm com a unidade o
centimetro).

Experiéncias de reconstrugio de unidades a partir de partes, revestem-se da maior
importancia, pois é no convivio com uma multiplicidade de unidades que o sentido do
nimero e dos simbolos que o representam se vai desenvolvendo (Lamon, 2002).

Na multiplicagdo existe uma relagio entre dois tipos de unidades. Se cada caixa de
pacotes de leite tiver 12 pacotes, para calcular o nimero total de pacotes de 3 caixas,
a crianga tem de relacionar cada unidade (caixa — unidade composta) com o nimero
de pacotes de leite de cada caixa (unidades simples). O estudo das estruturas multi-
plicativas tem como base conceptual a relagdo fixa entre duas varidveis como € o caso da
correspondéncia “um-a-muitos” (Nunes, 2005).

Lamon, 2002, discute 0 modo como a partir do processo de “unitizing”, isto é de se
irem considerando vdrias parti¢oes de uma quantidade sem a alterar se pode trabalhar as
frac¢bes equivalentes de um modo muito significativo e sem recurso as regras. Por exem-
plo se considerarmos um quadrado dividido em 20 partes iguais podemos considerar
vérios tipos de relagdes, entre elas a seguinte:

[~
uijlw

N
o
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Este tipo de actividades, onde se reinterpreta uma situagao em termos de diferentes
unidades, possibilita o desenvolvimento de ideias matemdticas complexas.

As tabelas de razo na comparacio de quantidades, favorecem também a re-concep-
tualizagdo da unidade, permitindo respostas correctas a problemas que por vezes somente
sdo resolvidos na escola elementar através de regras. Vejamos o caso do seguinte pro-
blema: Numa pizaria h4d uma mesa com 4 pizas para 5 pessoas e outra mesa com 5 pizas
para 6 pessoas (tabela 1), em qual das mesas se come mais piza, se considerarmos uma
partilha equitativa das pizas pelas pessoas?

Tabela 1.

MESA A

Ne de pizas 4 8 24
Ne de pessoas 5 10 30

MESA B

Ne de pizas 5 25
No de pessoas 6 30

A procura de um niimero de pessoas comum nas duas mesas, usando o factor multiplica-
tivo dentro de cada grandeza (Vergnaud, 1988), permitiu a comparagao da quantidade
de piza para cada uma delas.

Percurso entre o informal e o formal

No processo do ensino e da aprendizagem, o modo como se desenvolvem os conceitos
matemdticos e a sua relagdo com os simbolos, sao questdes fundamentais sendo particu-
larmente pertinentes no caso dos racionais, (Vergnaud, 1988, Kieren, T., 1988, Mack,
N., 1993).

O caminho entre a compreensao intuitiva, a capacidade de resolver situagoes infor-
malmente mobilizando conhecimentos, e as representa¢es simbdlicas ¢ um percurso
ndo linear e que implica a vivéncia de experiéncias variadas, de modo a permitir um
conjunto complexo de relagdes entre diferentes aspectos dos nimeros racionais.

O desenvolvimento de um conceito (ou de uma teia de conceitos) tem de estar en-
raizado em situagdes concretas e provavelmente a énfase nao pode ser desde logo dada a
notagao simbdlica e aos algoritmos. Se na situagio de partilha equitativa de trés pizas por
quatro pessoas, uma crianga escreve 3 fatias, referindo-se a trés quartos de uma unidade
e no desenho que faz evidencia que essas fatias sdo trés quartos, porque nio permitir
que, numa primeira fase, resolva situagdes sem as notagoes simbdlicas e se parta daf para
a aprendizagem da notagio convencional? Esta liga¢do entre as respostas informais das
criangas na resolugio de problemas e os simbolos convencionais vai permitir dar signifi-
cado as diferentes representagoes dos nimeros e pode ser feita com recurso a linguagem
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oral. Dizer “trés quartos” faz uma ponte entre o desenho que o aluno fez e o simbolo
apresentado pelo professor.

O desenvolvimento do conhecimento matemdtico parte do factual para a abstrac¢io,
usando os simbolos como ferramentas de pensamento, mas nao existe um conhecimento
conceptual, se este se processar somente a nivel da manipulagio simbdlica (Nunes,
1997). H4 alunos aplicados que conseguem memorizar todos os procedimentos dos
algoritmos, resolvem correctamente longas expressdes numéricas, mas nao sabem mobi-
lizar esse conhecimento para resolver problemas elementares (Wearne e Hibert, 1988).

Saxe, Taylor, Mclntosh e Gearhart (2005) realizaram um estudo com 384 criangas,
cujo principal foco era investigar como se desenvolvia a relagio entre o uso da notagao das
fraccoes e a compreensio da relagao parte — todo. Verificaram que de um modo geral a
aprendizagem da notagdo convencional e a compreenso dos conceitos envolvidos foram
adquiridos, mas de uma forma independente. Torna-se pois necessdrio perceber de que
modo os simbolos podem interferir positiva ou negativamente no desenvolvimento dos
conceitos, visto que ¢ através deles que os entes matemdticos e as relagdes entre eles se
expressam.

No percurso da aprendizagem dos conceitos, da resolugio de situagoes e do uso dos
simbolos, Vergnaud (1988, 1997) apresenta trés conjuntos de aspectos: o conjunto de
situagdes que tornam o conceito signiﬁcativo para os alunos, o conjunto de invariantes que
relacionam objectos, propriedades e evidenciam relagdes patentes nas situagdes e final-
mente o conjunto de simbolos que sio usados para representar os invariantes, as situagoes
e os procedimentos para lidar com elas. Estes simbolos podem ser linguisticos, graficos
ou gestuais. Segundo Vergnaud, o conceito confunde-se com os dois dltimos aspec-
tos, isto ¢ sdo dois aspectos do pensamento que interagem, a designacao e o designado,
mas sempre tendo as suas raizes em situagbes concretas. Os simbolos nao se referem
directamente a realidade mas sim aos entes matemdticos.

Uma ideia ainda deste autor e que permite perceber as situagoes diddcticas é o que ele
chama “teorema em ac¢do” e que sdo relagbes usadas pelos estudantes quando escolhem
uma operagio ou uma sequéncia de operagdes para resolver um problema. A andlise
destes processos intuitivos usados pelos alunos permite por um lado ao professor trans-
formar conhecimento intuitivo em conhecimento explicito e por outro diagnosticar o
que os alunos sabem e nio sabem, de modo a oferecer-lhes experiéncias que lhes per-
mitam consolidar e desenvolver a sua compreensdo das ideias matemdticas (Verganud,
1988). A andlise dos “teoremas em ac¢do” permite assim aos professores ultrapassarem a
16gica do certo e do errado e aproveitarem as diferentes estratégias dos alunos para, a par-
tir delas, caminhar para a frente, isto é caminhar no sentido de relacionar a compreensao
dos conceitos com a performance aritmética e o uso dos simbolos.

Odutros autores se tém debrugado sobre a questao do formal e do informal na apren-
dizagem da matemdtica, por exemplo Kieren, (1988), desenvolveu um modelo de cons-
trucdo do conhecimento dos niimeros racionais partindo do intuitivo para o formal e
estabelecendo quatro niveis que apresenta figurativamente com quatro anéis incluidos
uns nos outros. O nivel mais elementar, o anel mais pequeno, é o nivel etnomatemdtico,
que no caso das fracgdes se refere ao conhecimento proveniente da vida das criancas e
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onde se usam as designagdes metade, a quarta parte, etc. O nivel seguinte a que chama
intuitivo, ji é quase sempre adquirido na escola ¢ envolve a conjuga¢io deliberada da
imagem, de mecanismos de pensamento e a utilizagio informal da linguagem. Esta
linguagem informal de quartos, oitavos, etc. e que estd associada a acgbes de divisao
equitativa, permite ao aluno generalizar para objectos e acgdes mentais e “visualizar”,
por exemplo a centésima parte ou a divisao repetida de 2 unidades, sem estar na reali-
dade a levar a cabo essas acgoes. O nivel técnico- simbdlico, refere-se ao conhecimento
construido através do uso da linguagem e das notagdes convencionais e dos algoritmos.
Este conhecimento para ser vdlido tem de ser referenciado a algo real ou entdo repre-
sentar uma sequéncia légica. Esta sequéncia lgica ¢ validada no nivel seguinte, o nivel
axiomdtico. Para Kieren um aluno para desenvolver o seu conhecimento dos nimeros
racionais tem de ser capaz de tomadas de decisdo, e de resolver problemas, em cada um
dos niveis, sendo provavelmente o tltimo nivel acessivel a alunos de niveis de escolari-
dade mais avancados.

Analisando o processo de desenvolvimento do conhecimento matemdtico, Noss,
(1997), destaca a perspectiva de Vigotsky, relacionando dois tipos de conhecimento,
0 “espontineo” que ¢ construido de baixo para cima, e o “cientifico” que ¢ concebido
de cima para baixo. Noss refere a tensio que existe na aprendizagem da matemdtica,
se por um lado sem formaliza¢do nio hd significado matemdtico, por outro lado, sem
significado no h4 matemdtica.

O movimento da Matemdtica Realista, que surgiu na Holanda no final dos anos
sessenta dd destaque & matematizagdo feita pelos alunos, a partir de resolugao de pro-
blemas em contextos da realidade dos alunos. O “pai” da Educagao Matemdtica Realista,
Freundenthal, ¢ citado por vdrios autores, por exemplo Gravemeijer, 1991, 1997, Tref-
fers, 1991, De Lange, 1996, Streefland, 1986, 1991. Para Freundenthal, a matemdtica
deve ser reinventada pelos alunos num processo de generalizagao e formalizagao progres-
sivamente elaborado. O processo de matematizagio é pois um processo onde o conheci-
mento vai cada vez mais sendo formal e abstracto. Segundo estes autores, a matema-
tizagao horizontal é a modelacio da situagio real através do uso dos simbolos, onde a
ligagao aos simbolos é muito visivel, enquanto que a matematizagio vertical é o caminho
“dentro” da prépria matemdtica, nio existindo no entanto, uma fronteira rigida ente as
duas ideias (Gravemeijer, 1997). Na perspectiva da Matemdtica Realista, a aprendiza-
gem ¢ feita do ponto de vista da matematizagdo, visto considerar as estratégias informais
na resolugo de situagbes como uma base para o processo do desenvolvimento de con-
ceitos e de conexdes entre eles. Estas situagbes significativas para os alunos funcionam
como um paradigma envolvendo imagens onde as actividades abstractas devem ancorar
(De Lange, 1996). Seguindo esta ideia, os professores deverao proporcionar situagdes
de ensino que estimulem a modelagio por parte das criangas como sejam os desenhos,
diagramas, ou tabelas, podendo estes modelos dos alunos evoluir para modelos cada vez
mais abstractos e relagbes mais formais.

Keijzer (2003) analisa os processos de matematizagio e considera os seguintes: 7zode-
lagdo, simbolizagio, generalizagio, formalizacio e abstracgdo. Na modelagio o aluno jd
ndo considera aspectos irrelevantes da situagdo e usa um modelo que a representa (por
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exemplo quando traga um circulo para representar uma piza). Ele actua no modelo
como um objecto mental que lhe permite raciocinar sobre ele. Criangas numa fase inicial
tém a necessidade de desenhar pormenores das figuras que querem representar. Depois,
desprendem-se de detalhes e usam um esquema, ou um desenho despido de pormenores,
que passa, nesta fase a ser um objecto de pensamento e que vai servir de trampolim
para a fase seguinte, a simbolizagdo. Agora o aluno usa a linguagem para se referir por
exemplo & quarta parte de um chocolate ou a dois tergos de uma piza. O denominador
da frac¢do diz o ndmero de partes em que a unidade estd dividida e 0 numerador indica as
partes consideradas. Os modelos e os simbolos permitem o pensamento reflexivo sobre
a relacdo entre eles. No processo de generalizagio os simbolos sao generalizados a vdrios
contextos. Por exemplo, 2/3 de piza pode ser generalizado a outras situa¢bes em que a
unidade estd dividia em 3 partes iguais e se tomam duas delas. A formalizacio pode ser
considerada uma extensio da generalizacdo a regras ou a férmulas. Os objectos sobre os
quais se opera, jd nio sao concretos, mas sio nimeros. No processo de abstrac¢io o aluno
percebe o que ¢é invariante nas relagoes. Os processos de generalizagio, formalizacio e de
abstrac¢do nao obedecem a uma hierarquia. O facto de no processo de formalizagio
jd se trabalhar com entes abstractos permite perceber que a abstrac¢io pode preceder a
formalizacio, (Keijzer, 2003).

As estratégias informais dos alunos nao so o objectivo final do ensino da matemdtica,
elas sdo o principio (Dolk e Fosnot 2002). A questao estd em perceber como podem os
professores transformar essas estratégias em conhecimento formal e em compreensio
dos conceitos envolvidos. O significado abstracto dos simbolos onde a matematizagao
jd nio se baseia em imagens concretas, mas onde os simbolos se tornam objectos de
pensamento e sdo eles mesmo imagens para niveis de compreensdo mais abstractas, terd
de passar pela vivéncia de vérias e diversificadas experiéncias com situagoes da realidade
das criancas e dos seus métodos informais de resolucao (Streefland, 1991).

“For bridging the gap between concrete and abstract they need to develop
tools such as visual models, schemas, and diagrams. These are the vehicles
of thought for students that enable them to enter mathematics and to make
progress within it.” Streefland, 1993, p. 289)

A aprendizagem dos niimeros racionais no contexto das escolas e da
investigacao em Portugal

Em Portugal, a aprendizagem dos niimeros racionais inicia-se com os niimeros inteiros a
partir dos 5, 6 anos, continua com os decimais nos 3°, 4° ¢ 5° anos e s mais tarde com
10, 11 anos a grande maioria dos professores portugueses inicia o trabalho com frac¢oes
e com situagbes de proporcionalidade directa. E assim que consta dos programas (M.E.,
1990) e dos manuais, apesar de no programa do 1° ciclo as frac¢des aparecerem como
operadores aplicados a conjuntos discretos desde o 2° ano de escolaridade. E suposto
entdo que as nogoes de “metade de “, “quarta parte de”, “quinta parte de” etc., tenham
sido trabalhadas e quando a décima ¢ introduzida seja feita a relagio com o operador
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(1/10) %, mas a nossa experiéncia no trabalho com professores, mostra que no ¢ assim.
A representagio através do numeral decimal, 0,1, é a mais usada e raramente ¢ feita a
conexdo entre as duas representagdes.

O significado da fracgao como parte—todo ¢ a abordagem inicial mais usada no en-
sino das fracgdes em Portugal. Uma andlise aos manuais do 2° ciclo revela nao sé uma
preferéncia por esta abordagem, como ainda a quase inexisténcia de outras. O professor
apresenta aos alunos uma figura (um rectdngulo ou um circulo) jd dividido em parte
iguais, onde se assinala uma parte delas e a fracgdo aparece como relagio entre a parte
seleccionada e a drea total da figura. Apresenta-se entdo a frac¢do unitdria 1/n, onde
n representa o nimero de partes em que a figura estd dividida, seguindo-se as fracgoes
m/n, com m < n. A fracgdo imprépria nem sempre aparece numa primeira fase, o que
traz dificuldades quando mais tarde, aparecem fracgdes representando niimeros maiores
que 1. A representagdo destes nimeros na forma de numeral misto ¢ rara, prefere-se
representar por exemplo 12/5 em vez de

9 2
5
ou mesmo 2,4 e nem sempre se real¢a a equivaléncia entre as vdrias representagoes para
0 mesmo nuimero.

A abordagem através da partilha equitativa é pouco comum nos manuais portugueses
e atendendo ao facto dos professores em geral seguirem os manuais para planificarem as
suas licoes, é provdvel que o mesmo se passe nas salas de aula.

Analisando os programas em vigor (ME, 1990, 1991), ¢ suposto que no fim da
escolaridade bdsica o conceito de ndmero racional esteja interiorizado. No entanto o
ensino dos nimeros baseado em aspectos superficiais, como fazer “contas” ou resolver
longas expressdes numéricas, nao valorizando abordagens conceptuais, pode ser motivo
para o insucesso nesta parte da matemdtica escolar.

Apesar de os programas actuais realgarem a resolugio de problemas, a caracteristica
predominantemente mecanicista de grande parte do nosso ensino dos niimeros racionais
ndo incentiva a resolugdo de problemas como ponto de partida para a exploragio de
conceitos, nem tio pouco as estratégias informais dos alunos onde estes por vezes se
socorrem de esquemas e desenhos para resolver certas situagoes. O seguinte episédio
ilustra este aspecto:

Numa situagdo de um teste de avaliagdo numa escola portuguesa, com alunos de
11 anos, foi dado o seguinte problema: “A Ana leva 3/4 de hora a colocar renda numa
toalha. Quantas toalhas acaba num dia de trabalho, sabendo que trabalha 8 horas por
dia”. Este problema foi resolvido de vdrias maneiras, mas somente alguns o resolveram
usando a operagio divisdo, 8 : 3/4 e tendo efectuado o respectivo algoritmo para dar a
resposta correcta, 10 toalhas, apesar de o resultado da divisdo ndo ser 10 mas sim

2
10-.
3

A grande maioria dos alunos que resolveram o problema correctamente, fizeram esque-
mas que evidenciavam adigdes sucessivas de 3/4 de hora e contaram no fim por cada
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3/4 de hora, uma toalha, tendo portanto respondido também correctamente. Feita uma
andlise conjunta com a professora do modo de resolver este problema, ela reconheceu,
que foram os melhores alunos os que resolveram o problema usando a divisdo e os sim-
bolos matemdticos. Na verdade, eles tiveram de identificar a operagdo necessdria para
resolver a situagdo, traduzi-la por meio de simbologia adequada, resolver o algoritmo da
divisdo e dar a resposta correcta, avaliando a resposta como o ndmero inteiro 10. Nos
testes dos alunos que usaram a estratégia de adigdes sucessivas, a professora anotou “era
mais fécil se tivesses feito

8+ _gx 32 4567
4 3 3

E interessante reflectir no facto da professora considerar mais ficil a estratégia mais for-
mal. Para ela era evidente que o problema se devia resolver através da divisao (tinha sido
o assunto tratado em aulas anteriores). Este incidente ¢ revelador de como por vezes os
professores explicam aos alunos as estratégias de resolu¢io de acordo com os assuntos
que estdo a tratar, sem darem a oportunidade aos alunos de usar os seus “teoremas em
acgao” (Vergnaud, 1988) e partir deles para avangar.

De acordo com Streefland (1986), uma visio mais comum do ensino da matemadtica,
e nomeadamente das frac¢oes d4 a énfase 2 estrutura do sistema dos nimeros racionais.
Dai as operagbes aparecerem numa determinada hierarquia, e os algoritmos para com-
parar fracgdes e para a adigdo e multiplicagdo terem tanto peso nos curriculos portugue-
ses. O ensino demasiado estruturado dos racionais pode pois ser justificado por um
exagerado apego aos racionais como uma estrutura algébrica bem definida. Portanto
“as fracgdes s3o encaradas como um sistema matemdtico fechado que deve ser tornado
acessivel aos alunos” (Streefland, 1986, p. 69), cabendo entdo ao professor apresentar a
Matemdtica aos alunos jd pronta, em vez de se proporcionar oportunidades aos alunos
de a “reinventar” (usando o termo de Freundenthal).

Investigac¢ao realizada em Portugal

Em Portugal a investigagio no 4mbito do ensino e da aprendizagem dos niimeros racio-
nais ainda € escassa e a que existe ¢ relativamente recente. O Projecto Desenvolvimento
do sentido do ndmero: Perspectivas curriculares (2003-2007) envolve investigadores
e professores e tem como objectivo estudar como se desenvolve o sentido do nimero
dos 5 aos 12 anos, incluindo portanto alunos do 2° ciclo. Na vertente dos niimeros
racionais nio inteiros, nomeadamente representados por fracgdes, pretende-se perceber
como as criangas desenvolvem o sentido de ndmero racional, tendo como primeira abor-
dagem contextos de partilha equitativa e partindo das estratégias informais dos alunos
na resolug¢do de problemas, avaliando do ponto de vista do professor as vantagens desta
abordagem relativamente s suas préticas anteriores. E ainda um dos objectivos deste
projecto elaborar materiais de apoio para professores do ensino bdsico no Ambito do de-
senvolvimento do sentido do ndmero racional, através do aperfeicoamento das tarefas
propostas e implementadas. Este estudo inspira-se no trabalho de Streefland (1991),
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tendo pois como contexto de trabalho em sala de aula aspectos real¢ados na Matemdtica
Realista, nomeadamente as estratégias informais dos alunos na resolucio de problemas
serem ponto de partida para a matematizagio progressiva, e a realidade dos alunos ser
fonte para a formagio dos conceitos e também para a sua aplicago. E feita a conexdo
entre as diferentes representagoes, numeral decimal, fracgdo, representagoes e modelos
criados pelos préprios alunos, como sejam diagramas, esquemas, etc.

Resultados preliminares deste projecto, ainda em curso, apontam para uma apropria-
4o e compreensio progressiva dos simbolos convencionais, nomeadamente a represen-
tagdo na linha numérica de expressbes numéricas onde intervém somas de niimeros
representados por fracgdes (Monteiro, Pinto, Figueiredo, 2005 e Monteiro, Pinto, 2006).
O papel dos esquemas e desenhos que os alunos fizeram foi considerado fundamental,
na medida em que as criangas puderam melhor entender a estrutura do problema e
identificar estratégias convenientes para o resolver.

Uma outra investiga¢o realizada por Alice Carvalho (2005) estudou o desenvolvi-
mento do conceito de nimero racional em alunos do 4° ano de escolaridade. Neste
estudo a autora implementou um conjunto de tarefas com o propdsito de desenvolver
o conceito de nimero racional, em contextos significativos, com fracgoes e decimais em
simultineo, e onde as fracgdes aparecem primeiramente na dimensio parte-todo com
quantidades continuas e discretas. Prosseguiu com problemas de partilha equitativa, de
medida e finalmente de razao. Uma das questdes deste estudo prendia-se com os dife-
rentes modos de representagio dos niimeros e ideias matemdticas associados a problemas
significativos para os alunos. Foi dada grande énfase 4 linguagem oral e 2 manipulagio
de modelos fisicos, tais como o material Cuisenaire e o MAB e ao modelo da linha
numérica. Os resultados desta investigagio evidenciam que as diferentes representagoes
dos nimeros permitiram ultrapassar certos equivocos, como por exemplo que um meio
ndo se escrevia 1,2. Nos problemas de partilha equitativa e nos problemas de razao
os alunos mobilizaram o raciocinio multiplicativo lidando com unidades compostas e
estabelecendo relagoes de equivaléncia.

Num outro estudo, Maria Helena Fernandes (1990) avaliou a eficicia de trés méto-
dos de ensino na aprendizagem do conceito de niimero racional: o método dos materiais
manipulativos (MMM), onde os materiais eram integrados em actividades sequenciais
programadas pelo professor, o método do computador (MMC), onde para além dos
materiais os alunos usaram o computador inserido em sequencias de aprendizagem e o
método tradicional (MT) com o professor a transmitir os contetidos e os alunos a fazer
exercicios de aplicagdo.

Apesar de ter verificado que o ensino foi eficaz com qualquer dos métodos, nao foram
encontradas diferencas significativas entre os métodos, quer ao nivel da aprendizagem,
quer ao nivel da retengdo do referido conceito, excepto quando comparou 0 MMM com
o MT e 0o MMC com o MT, jd que verificou que os alunos que tinham sido ensinados
por recurso a0 MT obtiveram melhores resultados ao nivel da reten¢io dos conheci-
mentos. Segundo a autora estes resultados poderao ter ficado a dever-se a vdrios factores
nomeadamente ao facto de 1) todos os grupos terem tido o mesmo niimero de sessoes,
tendo os alunos que seguiram o MT mais tempo para o estudo do conceito do que ha-
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bitualmente lhe é dedicado, logo mais tempo para a realizagao de exercicios de aplicagio
2) os alunos sujeitos a0 MC trabalharem pela primeira vez com computadores tal como
os alunos sujeitos 20 MMM trabalharem pela primeira vez com materiais manipulativos,
logo necessitando de tempo para se familiarizarem com estes materiais.

Isolina Oliveira (1994) tentou compreender como funciona o pensamento dos su-
jeitos, quando estes s3o postos a resolver situagdes ligadas & Matemdtica, em particular,
aos niimeros racionais. Mais especificamente teve como objectivos investigar a capaci-
dade do(s) aluno(s) para compreender o conceito de fracgdo, o conceito de unidade em
situagdes relativas aos nimeros racionais, a adi¢do de fracgbes, a nogao de equivalén-
cia de frac¢des e ainda a capacidade para lidar com situagbes que envolvem o conceito
de proporcionalidade. Verificou diferencas no desempenho das diversas componentes
dos ndmeros racionais estudadas, que o conceito ratio funciona como um elemento
discriminatério em termos de idade e que os contextos concretos das tarefas sao facili-
tadores da resolugio, fazendo emergir outras estratégias, relativamente aos contextos
abstractos. Verificou ainda que os alunos com mau desempenho recorrem com maior
frequéncia ao uso de materiais manipulativos e a representagio gréfica do que os alunos
com bom desempenho que preferem a representagio matemdtica. Para Isolina Oliveira
em termos gerais as principais dificuldades conceptuais observadas reenviam para: (1)
a transposi¢ao de concepgodes sobre os niimeros inteiros para os nimeros racionais; (2)
a incompreensdo da relagio parte — todo; (3) o ndo reconhecimento da unidade de
referéncia; e (4) o nio ter em conta o sentido da co-variagao.

Numa outra investigagao, Hélia Pinto (2004) avaliou a eficdcia da Matemdtica Rea-
lista (MR) na aprendizagem e reten¢io dos nimeros racionais a nivel do 2° Ciclo do
Ensino Bdsico, bem como na consecugio de objectivos previamente seleccionados para
as sessOes experimentais. Para tal, comparou esta alternativa pedagégica com o Método
Tradicional (MT) onde o ensino é uma transmissao de conhecimentos numa tinica di-
rec¢do: professor — aluno. O professor selecciona determinados factos e conceitos, a
partir de um corpo de conhecimentos bem estruturados para transmitir aos alunos. Este
método realga a necessidade de proporcionar a estes os factos e a informagao bésica sem
esperar que consigam pensar por si préprios. Tém de aprender o que lhes é transmitido
antes de poderem emitir novas ideias que se ajustem ao conhecimento jd existente neles.

Da anilise dos resultados concluiu nao haver diferengas estatisticamente significati-
vas na aprendizagem/manipula¢io, bem como na reten¢io/interioriza¢ao dos nimeros
racionais entre os dois grupos, o que tinha sido ensinado por recurso 8 MR e o ensinado
por recurso a0 MT. Verificou no entanto, que a reten¢do/interiorizagio dos niimeros
racionais foi mais eficaz no grupo de alunos que foi ensinado por recurso 8 MR. No que
respeita & consecugio dos objectivos previamente seleccionados e considerados essenciais
para a aprendizagem e retengdo dos niimeros racionais, verificou que a grande maioria
dos alunos atingiu um elevado nimero destes em ambos os métodos. No entanto, o
grupo de alunos que foi ensinado por recurso @ MR apresentou mais facilidade na con-
secugdo dos objectivos que avaliavam uma efectiva aprendizagem e retengao dos niimeros
racionais. Para Hélia Pinto uma das dificuldades que pareceu existir no grupo de alunos
que fez parte deste estudo, foi a de terem um papel activo, bem como a de contribuirem
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com as suas proprias construgdes e produgdes no processo de ensino/aprendizagem. Ar-
gumentando a favor de uma instrugio caracterizada por um forte sentido de interacgio, a
autora sugere que se sensibilize os professores a adoptarem esta prdtica desde os primeiros
anos de escolaridade. Sugere ainda que se estudem e se desenvolvam materiais, técni-
cas e processos adequados ao desenvolvimento de competéncias de cdlculo e sentido do
ndmero no 1° Ciclo do Ensino Bésico, de forma a permitir a interiorizagio de conceitos
como: nimero inteiro, nimero decimal, operagcées com niimeros inteiros ¢ ndimeros
decimais (adigdo, subtrac¢io, multiplicagdo e divisio) e fracgdo, j4 que com este estudo
lhe pareceu existirem, por parte dos alunos, grandes dificuldades na transi¢ao do con-
junto dos nimeros inteiros e decimais para as representagdes em forma de frac¢ao do
conjunto dos racionais.

Pistas para futuras investiga¢oes em Portugal

O facto dos curriculos nacionais introduzirem os ndmeros fracciondrios através da sua
representa¢do em numeral decimal no 3° ano de escolaridade, sem a conexdo com as
frac¢bes (cujo ensino s6 ¢ feito com criangas de 10 anos e no caso da razio e das pro-
porgdes, somente aos 11 anos), pode ser um contexto favordvel ao desenvolvimento de
investigagoes no 4mbito dos 1° e 2° ciclos do ensino bdsico. De facto ¢ importante com-
preender causas de insucesso, que terdo forcosamente particularidades relativamente a
estudos internacionais nesta 4rea, onde as fracgdes precedem os decimais, ou como no
caso de Inglaterra onde as fracgbes, os decimais e as percentagens sdo trabalhadas em
conjunto com criangas a partir dos sete anos.

O desenvolvimento do sentido do niimero racional necessita de tempo e de conexdes
entre as diferentes formas de representacio (numerais decimais e frac¢oes). O aspecto
acentuadamente mecanicista ¢ estruturalista do ensino da matemdtica e por outro lado,
nalguns casos, 0 apego a um processo de ensino que se mantém no informal, nio per-
mitem 2 crianga o percurso desejdvel entre as suas estratégias pessoais de resolucio de
problemas e o estabelecimento de relages e a formalizagao, fundamentais no conheci-
mento matemdtico. Como estabelecer esta ponte entre o informal e o formal e que
tempo se deve dedicar a um e a outro, que percursos de vai e vem, sio questdes que al-
guns educadores matemdticos portugueses j& fazem, muito pertinentes no caso da apren-
dizagem dos ndimeros racionais e que requerem mais investigacao.
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Resumo. Este artigo analisa aspectos do ensino e da aprendizagem dos nimeros racionais. Iden-
tifica algumas dificuldades com que os alunos se deparam no desenvolvimento do sentido dos
fracciondrios, nomeadamente quando so representados por frac¢des. Analisa também diferentes
tipos de unidades e a sua relevincia na compreensio deste assunto. Sio discutidos aspectos rela-
tivos & passagem das estratégias informais dos alunos na resolu¢do de problemas para a formaliza-
¢do. Apresenta-se ainda, neste 4mbito, o contexto Portugués em relagio ao curriculo enunciado
nos programas ¢ ao curriculo implementado. Finalmente faz-se uma referéncia a estudos, que
nesta 4rea, foram j4 desenvolvidos em Portugal.

Palavras-chave: Nimeros racionais; Fracio; Estratégias informais; Simbolos e matematiza-

¢do.

Abstract. This article analyses some aspects of the teaching-learning process of rational numbers.
It identifies difficulties faced by students concerning the rational number sense, mainly related to
fractions. It discusses different kinds of units and its relevance for the understanding of rational
numbers. It is also discussed children’s informal strategies and processes of formalisation. The
Portuguese elementary curriculum and the implemented curriculum is discussed in terms of the
aspects approached before, as well as portuguese research studies in this field.

Key-words: Rational numbers; Fractions; Informal strategies; symbols and mathematization.
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