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Introdugao

Um dos objectivos do estudo que serviu de base a este artigo era analisar a forma como
as investigagbes matemdticas se poderiam articular com outro tipo de tarefas e estudar
a aprendizagem e o desempenho dos alunos dai resultante. Nele foram tidas em conta
as orientagbes curriculares e a professora (a primeira autora do presente artigo) assumiu
também o papel de investigadora, actuando como agente reflexiva da sua prépria préti-
ca profissional.

A primeira secgdo deste artigo apresenta o enquadramento tedrico do estudo reali-
zado. Na segunda sec¢io ¢ referida a metodologia seguida, de natureza qualitativa e in-
terpretativa. A terceira sec¢io apresenta a proposta pedagdgica implementada no estudo.
Os resultados desta investigacio sdo apresentados na quarta secgio e referem-se i) a inte-
gracdo de tarefas de investigacdo no ensino e aprendizagem das Sucessoes, realcando-se
a possibilidade do cumprimento do programa (no sentido da leccionacio dos contetdos
matemdticos prescritos); ii) & natureza aberta das tarefas e o desenvolvimento de compe-
téncias transversais e de conexdes matematicas; e iii) 4 importdncia para a aprendizagem
dos alunos das apresentagoes que eles fazem a toda a classe e das discussées colectivas daf
resultantes. Na quinta, e tltima, sec¢do do artigo sio apresentadas as conclusdes.

As investigagdes matematicas

A criagio matemdtica e as tarefas de investigagao

A Matemadtica desempenha um papel muito importante nas diversas actividades huma-
nas e é o motor de muitas outras ciéncias. Para Davis e Hersh (1995), isto resulta de uma
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imposicio do préprio Universo, que se exprime na linguagem matemadtica alicercada em
simbolos. Estes usam-se para designar e comunicar com clareza as representacoes mentais
dos conceitos matemdticos, e servem quer para efectuar cdlculos, quer para interpretar
resultados, ao associar-se a um simbolo um conceito ou uma imagem mental. A lingua-
gem matemdtica assume-se, assim, com um papel importante para o desenvolvimento
desta ciéncia.

No entanto, nio é possivel falar no desenvolvimento da Matemadtica sem falar na de-
monstragdo. Com ela atinge-se a verdade matemdtica, através do raciocinio dedutivo e
da légica. Para Braumann (2002), porém, a demonstragio matemdtica nio pode ser se-
parada de aspectos como a intui¢do e a experimentagio:

Antes de demonstrar uma proposi¢do matemdtica (teorema), é preciso
enunciar o teorema a demonstrar. Como se chega 142 Que problema é que
ele resolve? Que mecanismos intuitivos, associados por vezes a métodos de
tentativa e erro, que razdes estéticas, até, nos levam a pensar que a propo-
si¢do é verdadeira? E depois de sabermos o que demonstrar, que estratégias
usar para o demonstrar? (p.6).

A exploragio matemdtica, a descoberta de estratégias, a tentativa e o erro sdo, assim, pro-
cessos inerentes A investigagio matemdtica e imprescindiveis A sua criagdo e ao seu pro-
prio desenvolvimento. A este respeito, Poincaré (1996) afirma que a criagio matemdti-
ca consiste precisamente em discernir e escolher de entre as possiveis combina¢des com
entes matemdticos ja conhecidos, tratando-se de uma selecgio e escolha, onde a intuicio
desempenha um papel muito importante. Investigar em Matemdtica é, pois, descobrir
relagbes entre objectos matemdticos conhecidos, procurando identificar e provar as res-
pectivas propriedades (Ponte, 2003).

Relacionando a criagio e a técnica matemadticas, Almeida (1994) afirma que aprender
a criar é sempre mais dificil do que aprender (ou assimilar) uma técnica de raciocinio.
Para a criagdo, a imaginacio pode dar um contributo fundamental, pois ela requer abs-
tracgdo e implica um esquema mental para além do que se percepciona fisicamente. Para
este autor, diversificar experiéncias e promover a reflexio (individual e colectiva) sao mé-
todos que gradualmente habituam os alunos a pensar matematicamente. Este processo ¢
continuo e, para que se desenvolva em cada individuo, é necessdrio que ele saiba adoptar
estratégias e métodos que lhe permitam resolver e ultrapassar cada dificuldade sentida.
Dessa forma, a experiéncia vai aumentando quer no que refere 3 demonstragio ou resolu-
¢do do problema em causa, quer no que refere ao desenvolvimento da prépria capacidade
de intuir — um percurso delicado e algo tumultuoso. Nesta perspectiva, resolver tarefas
de investigagio matemdtica — caracterizadas pelo seu enunciado geral, pouco definido e
acompanhado de um conjunto de dados pouco estruturados — permite a exploragio de
situagdes através de construgdes visuais e analiticas, importantes e Uteis ao préprio pro-
cesso de criagio matemdtica. Por outro lado, permite a extensio da linguagem natural &
linguagem matemdtica, através das representagoes simbolicas de conceitos abstractos e da
sua consequente articula¢io e comunicacio.
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Schoenfeld (1996) refere que modelar e simbolizar, comunicar, analisar, explorar,
conjecturar e provar sio actividades com verdadeiro sentido matemdtico, ou seja, aquilo
que a Matemdtica realmente é. Este tipo de pensamento, fomentado na actividade in-
vestigativa, ¢ o que se espera ver desenvolvido nos alunos e as investigagdes matemadticas
tornam-se, assim, um veiculo para que tal se concretize.

As investigagoes no curriculo e na aula de Matemadtica

Mais importante do que saber o que contém um curriculo é saber como ele é implemen-
tado. Segundo Pires (1999), curriculo pode ser encarado como uma pratica, mais do que
um resultado ou um produto, e como um processo em constru¢io e inacabado. De igual
modo, Stanic e Kilpatrick (1989) afirmam que o curriculo no é o que vem estabeleci-
do nos documentos oficiais, pois estes constituem apenas um esquema de um curriculo
a realizar. Torna-se, assim, necessdrio que o professor modele tais orientagoes oficiais as
condigbes intrinsecas a sua prética. Esta modelagio é condicionada pela sua prépria ex-
periéncia e formagio, o que exige ao professor uma enorme capacidade de decisio, de
autonomia, de espirito critico e de reavaliagio acerca de concepgoes e saberes interligados
com a prépria Matematica.

Quando o professor selecciona ou elabora uma tarefa de investigagio tem de ter em
conta os interesses dos alunos, bem como as suas formas de aprendizagem (NCTM,
1991). E importante que se lembre de aspectos tais como: i) a Matemadtica deve ser
aprendida dando significado as ideias, aos simbolos e as férmulas matemdticas; ii) os alu-
nos aprendem através de uma variedade de métodos diferentes; iii) o desenvolvimento da
compreensao e das aptidoes matemdticas dos alunos é muito importante; iv) a promogio
da predisposigio para todos os alunos fazerem Matemdtica é fundamental; v) a comuni-
cagdo matemdtica tem de ser promovida; e vi) a Matemdtica deve ser apresentada como
uma actividade em permanente evolucio. Quanto a integragio das tarefas de investiga-
¢do no curriculo e na aula de Matemadtica, Cunha, Oliveira e Ponte (1995) afirmam que
a troca de ideias e de opinides entre professores e a experimentagio de protétipos de ta-
refas de investigacdo sio componentes que poderdo enriquecer as propostas de trabalho.
Segundo estes autores, nas questoes a propor aos alunos hd que atender aos aspectos de
natureza curricular e a algumas questdes associadas a0 modo de introduzir este tipo de
tarefas nas aulas. Assim, é necessdrio ter em conta: i) a estrutura das questoes € o seu po-
tencial valor nos diversos graus de ensino; ii) a proposta colocada, como suporte de outra
aprendizagem ou valendo-se a si mesma; iii) o tipo de apoio a dar aos alunos; iv) a pro-
mogio de discussio entre eles; v) e a avaliagio deste tipo de actividade.

Neste sentido, a planificagio de actividades de investigacio exige que o professor faca
um trabalho reflexivo, de investigacao e de reavaliacdo, acerca das suas concepgoes e dos
seus saberes interligados com a prépria Matemdtica. A preocupagio em reflectir encami-
nha o professor, na maioria das situagoes, a um questionamento sistemdtico da sua pro-
pria actuagdo enquanto educador, inserido em contextos préprios que particularizam
cada escola, cada ambiente de trabalho e cada vivéncia. Segundo Schén (1992), um pro-
fessor reflexivo permite-se ficar surpreendido com o que o aluno diz e faz. Em seguida,
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pensa sobre aquilo que o aluno disse ou fez, tentando compreender a razio porque ficou
surpreendido. Posteriormente, reformula o problema originado pela situagao. Por ulti-
mo, implementa uma experiéncia que teste a sua hip6tese, como, por exemplo, colocan-
do uma nova questao ao aluno (para que deste modo consiga concluir acerca da hipdtese
que colocou e acerca do modo de pensar desse aluno).

Goldenberg (1996) refere que as investigagdes matemdticas introduzem alguma va-
riedade na dieta da aula, sobretudo quando os alunos recorrem a visualizagio e discutem
a actividade com os colegas. Indica quatro fungdes essenciais das investigagoes: i) ques-
tionar, ii) explorar, iii) descobrir, e iv) diversificar. Investigar permite colocar em questio
uma série de conjecturas iniciais que posteriormente se aceitam ou refutam através de
um continuo processo de questionamento. Permite, de igual forma, explorar e descobrir
conexdes matemdticas existentes entre os vdrios conceitos e conteidos que s3o postos &
considera¢io e discussio. Pela natureza aberta, a resolucio de uma tarefa de investigacio
permite seguir diversos caminhos e estratégias. Para Goldenberg, investigar pode funcio-
nar como uma actividade lidica. A interac¢do entre os membros de cada grupo de tra-
balho na sala de aula ¢ a comunicagio de saberes, conjecturas e descobertas, quer ao pro-
fessor, quer aos outros grupos de trabalho, funciona como um jogo de competitividade
sauddvel.

Barbedo e Simées (2003) implementaram uma tarefa de investigacdo com base numa
visita, com os alunos de uma delas,  exposicao Simetria — Jogos de espelhos. Concluiram
que a preparacio de uma tarefa de investigagdo ¢, em si mesma, uma actividade investi-
gativa para o professor, pois este reflecte acerca das suas préprias concep¢des de Matemd-
tica, saberes de contetdo e saberes diddcticos.

Por vezes existe algum receio, por parte dos professores, em implementar investiga-
¢Oes matemdticas nas suas aulas. No entanto, tém sido desenvolvidas experiéncias profis-
sionais que podem ser Uteis aos professores que pretendem iniciar, ou mesmo continu-
ar, o trabalho de integracio de investigacdes nas aulas de Matemitica. Segurado (1997)
implementou investigagoes matemdticas nas suas aulas e concluiu que, inicialmente, os
alunos mostraram-se algo dependentes e receosos mas, com o decorrer da resolucao das
tarefas, jd se mostravam bastante auténomos e desenvolviam as capacidades de realizar
investigacbes, de argumentar e comunicar matematicamente. Brocardo (2001), no seu
estudo, concluiu que, no inicio, os alunos tinham dificuldade em entender a investigagio
como um todo mas, com a experiéncia continuada de realizacio de novas tarefas, passa-
ram a relacionar melhor as observagoes iniciais e a clarificar o foco da investigacdo, aca-
bando por alcangar uma boa compreensio deste tipo de trabalho.

Teixeira, Pereira, Saraiva, Marques e Xistra (2003) estudaram a implementagio de in-
vestigagdes matemdticas nas aulas, enquadradas com outro tipo de tarefas, como a reso-
lu¢do de problemas e de exercicios. Fizeram-no nas Unidades dos Numeros e Célculo (7°
ano de escolaridade), da Geometria (9° ano de escolaridade) e das Fungoes (11° ano de
escolaridade). Das conclusoes que retiraram destacam-se as seguintes:

Nestas aulas os alunos revelaram um maior envolvimento com o trabalho
matemdtico, assumindo um papel mais activo. Com o auxilio da calcu-
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ladora gréfica (11° ano) tiveram oportunidade de analisar os graficos das
funcoes, fazendo conjecturas e argumentando. Para além dos objectivos
propostos para estas tarefas, os alunos desenvolveram a capacidade de co-
municacio, de reflexdo e do raciocinio matemdtico. Permitiu o desenvolvi-
mento de competéncias matemdticas e sociais que sio uma mais valia para
os alunos, facilitando o desenvolvimento de outros conhecimentos.

As tarefas de investigagio mobilizaram, em geral, todos os alunos, embo-
ra esse envolvimento se tenha processado de forma diferente, consoante a
relagio que os alunos mantinham com a Matemdtica. Todos eles, porém,
manifestaram, ao principio, algum receio com este novo tipo de actividade
matemdtica — mesmo os bons alunos, muito provavelmente pela abertura
das tarefas, pois elas fugiam da natureza mais fechada da generalidade das
tarefas matemdticas com as quais eles se relacionavam e com as quais tém

tido sucesso. (p. 326)

Para estes autores, com o trabalho matemdtico desenvolvido nestas aulas — onde as ta-
refas de investigacio foram integradas com tarefas de outro tipo como a resolugio de
problemas e de exercicios —, os alunos fizeram uma aprendizagem no s6 ao nivel con-
ceptual mas também ao nivel do desenvolvimento de capacidades, tais como as da con-
jecturagdo, argumentagio ¢ comunicacdo matemdticas. Também Ponte, Brocardo e Oli-
veira (2003), com base em experiéncias ji realizadas com a introdugio de tarefas de
investigacdo na sala de aula de Matemdtica, afirmam que os alunos tém mostrado apren-
dizagens de grande alcance e um aumento do entusiasmo pela Matemdtica. Porém, e de
forma clara, referem que nio encaram a introducio das investigacdes matemdticas na sala
de aula como “a pogio mdgica” para a resolugio dos problemas do ensino da Matemdtica.
Segundo eles, hd que ter em conta, entre outros aspectos, os da comunicagio e linguagem
e os das TIC na criagdo de novas situagoes de aprendizagem.

Apesar dos alunos apresentarem algumas dificuldades ao nivel da organizagio dos da-
dos, da selecgio e implementagio de estratégias ¢ da compreensio do que é o trabalho
investigativo, a investigagio diz-nos que eles mostram progressos assinaldveis com uma
experiéncia prolongada neste tipo de actividade, que lhes permite ultrapassar, mais facil-
mente, determinadas dificuldades. Aumenta, assim, a convic¢ao sobre a importincia, uti-
lidade e possibilidade da implementagao de tarefas de investigacdo, integradas com outro
tipo de tarefas, na aula de Matemdtica.

Metodologia

Este estudo seguiu uma metodologia qualitativa-interpretativa (Bogdan & Biklen, 1994;
Liidke & André, 1986; Ponte, 2002), pois procurava-se compreender o processo de inte-
gracdo de tarefas de investigagio nas aulas de Matemdtica, mais do que encontrar leis ou
generalizacoes sobre essa realidade.
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A professora assumiu em simultidneo a funcio de investigadora, actuando como agen-
te reflexiva da sua prética profissional. Esta dupla fungio ¢ exigente e requer muito dis-
cernimento, pois colocam-se & professora/investigadora situagées relacionadas com o seu
grau de participagdo no trabalho e com o seu papel no decorrer da actividade matemdtica
dos alunos. Assim, teve necessidade de actuar como investigadora participante no traba-
lho dos alunos (de acordo com as necessidades por eles manifestadas, de modo a intervir
em beneficio da aprendizagem dos mesmos) e como simples observadora nos momentos
em que teve de se distanciar da actividade dos alunos. Segundo Liidke ¢ André (1986),
esta dialéctica decorre como um “continuum que vai desde uma imersio total na realida-
de até a um completo distanciamento” (p. 28).

O estudo realizou-se ao longo do ano lectivo de 2002/03, envolvendo uma turma de
alunos da professora do 11° ano de escolaridade, de uma escola secundéria de uma cida-
de da zona centro de Portugal. A turma era constituida por 22 alunos residentes na cida-
de e nas localidades vizinhas, num raio de 5 a 10 quilémetros. A maioria dos alunos per-
tencia a um meio socio-econémico médio e, em geral, faziam depender o seu gosto pela
Matemdtica da simpatia que nutriam pelo professor que lhes leccionava a disciplina, no-
meadamente da forma como ele explicava os assuntos. Reconheceram que a sua falta de
empenho e de estudo se devia & desmotivagio proveniente das dificuldades que sentiam.
Esta situagdo arrastava-se hd anos e fazia com que eles tivessem pouco sucesso a Mate-
mdtica. Apenas trés alunos da turma afirmaram gostar muito desta disciplina e de terem
necessidade de a estudar diariamente para conseguirem acompanhar os assuntos leccio-
nados nas aulas. A Matemdtica, para os alunos desta turma, ¢ a disciplina mais trabalhosa
do seu plano curricular e isso faz com que por vezes seja dificil obter resultados satisfaté-
rios. Os alunos trabalharam nas tarefas de investigacio organizados em cinco grupos.

Os dados recolhidos centraram-se em torno de cinco tarefas de investigagio matem4-
tica, integradas no tema Sucessoes. A sua recolha foi feita através i) de relatérios escritos
pelos alunos (que continham as resolugées das tarefas, efectuadas em grupo); ii) de re-
flexdes criticas escritas pelos alunos (realizadas de modo individual, apés a realizagio de
cada tarefa de investigacdo); iii) de notas de campo efectuadas pela professora/investiga-
dora no seu didrio de registos (a0 longo de todo o processo, desde o periodo de elabora-
¢ao das tarefas e do seu enquadramento curricular até & ltima entrevista realizada); e iv)
de entrevistas realizadas a dez alunos, apés as aulas com investigacoes (em grupos de dois,
em que os alunos foram seleccionados aleatoriamente de entre os elementos de cada um
dos cinco grupos). As entrevistas foram gravadas em dudio e posteriormente transcritas.

Neste estudo, a identidade dos alunos envolvidos foi preservada e a professora/inves-
tigadora identificou os alunos com pseudénimos adaptados a cada um deles. A totalida-
de dos alunos concordou com a divulga¢io dos dados e dos resultados, compreendendo
que tal facto nio agiria em seu prejuizo. Consequentemente, a investigadora preservou,
a0 longo da investigacdo (quer na fase da apresentagio do desenrolar de cada experién-
cia, quer na fase da divulgacio dos resultados), a regra do anonimato. Cumpriu, de igual
modo, com todos os outros pressupostos éticos, previstos como requisitos de qualquer
estudo, tais como a voluntariedade com que os sujeitos aderiram 2 investigacio e, con-
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sequentemente, o conhecimento prévio (por parte dos mesmos) da natureza do estudo,
bem como o respeito constante por cada elemento do estudo aquando da recolha e da
andlise dos dados.

A primeira fase do estudo foi a da elabora¢io e do enquadramento das cinco tarefas
no curriculo da disciplina, que decorreu em fase anterior & implementacio das tarefas nas
aulas (As Sequéncias de Fibonacci, Sucessoes com fosforos, Viagens pelo Mundo, Os Niimeros
Pitagdricos e A Tabela de Niimeros).

A segunda fase do estudo consistiu na implementagio das tarefas de investigacao na
aula de Matemdtica (durante o final do segundo Periodo e grande parte do terceiro) e a
preparagio e realizagio das entrevistas aos alunos.

A terceira e tltima fase do estudo foi a da andlise dos dados recolhidos acompanhada
da reflexdo sobre todo o processo. Porém, a reflexdo e a andlise dos dados acompanharam
todo o estudo de forma transversal, desde o periodo da elaboragio e do enquadramento
das tarefas, passando pelo periodo da implementagio (reflexdo na acgio), até i fase pos-
terior 2 implementagio (reflexdo apds a acgio e sobre a reflexdo na ac¢do).

Fizeram-se trés tipos de andlise. O primeiro foi o da compilagao dos dados referentes
a cada uma das tarefas (a concepgio e elaboracio, as aulas, as entrevistas e as reflexoes).
Os dados assim organizados foram agrupados em quatro categorias, de acordo com o
problema do estudo, os pressupostos tedricos e o trabalho empirico desenvolvido — i) A
integragdo das tarefas no curriculo, ii) as situagoes problemdticas que antecedem a tarefa de
investigagdo, iii) o modo de exploracio das tarefas e iv) a reflexdo. Apés esta primeira andli-
se, seleccionaram-se os dados mais representativos referentes a cada uma das cinco tarefas
e organizaram-se, com alguma problematizacio, segundo as quatro categorias definidas,
obtendo-se cinco grandes blocos. A andlise de terceira ordem tem por base a leitura trans-
versal, por categorias, dos cinco blocos e de acordo com as questdes do estudo, permitin-
do colocar questdes e relaciond-las.

A proposta pedagdgica do estudo

Contetiddos matematicos

No programa oficial vigente da disciplina de Matemdtica do 11° ano de escolaridade,
emanado pelo Ministério da Educacio, é vérias vezes frisada a importincia de desenvol-
ver nos alunos capacidades, tais como: usar a Matemdtica como instrumento de interpre-
tagdo e intervencio no real; formular e resolver problemas; comunicar com rigor, espirito
critico e criatividade; desenvolver o raciocinio e o pensamento cientifico. Este desenvol-
vimento deve fazer-se acompanhar de um conjunto de valores e atitudes que permitam
ao aluno ganhar hdbitos de trabalho e de persisténcia, aumentando a confianca em si pré-
prio, o sentido de tolerdncia e cooperagio, bem como o sentido da responsabilidade. No
que refere a conhecimentos gerais do 11° ano, importa aprofundar (em cada tema a tra-
tar e a0 longo do ano lectivo) o conceito de ndmero e os conhecimentos de Geometria,
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Andlise Infinitesimal, Estatistica, Probabilidades e Contagem, assim como os da Histéria
da Matemdtica.

Neste contexto, na planificagio da unidade did4ctica das Sucessées, a professora/in-
vestigadora pressupds o aluno como o principal agente da sua prépria aprendizagem e
considerou ser importante o desenvolvimento de determinadas capacidades, com base na
proépria experiéncia, tais como: o raciocinio, a comunicacio e o uso da Matemaitica na
interpretacdo e intervencdo do real. Nesta perspectiva, as tarefas de investigagio foram
planificadas segundo duas vertentes: i) A construgdo de conceitos novos ¢ ii) a investigagio
com base em conceitos jd conbecidos. No que refere & primeira vertente foi adaptada a ta-
refa de investigagio As Sequéncias de Fibonacci, uma situagio da natureza, publicada por
Fibonacci no século XIII. Um dos principais objectivos desta tarefa era a aprendizagem
do método de recorréncia. Esta foi a primeira tarefa de investigagdo a ser proposta aos
alunos. Porém, antes de lhe dar inicio, foram propostas algumas situacées problemdticas
destinadas a introduzir o conceito de sucessio.

No que se refere & vertente A investigagdo com base em conceitos jd conbecidos, a pro-
fessora/investigadora considerou a ligacio da Matemadtica a questdes de cariz prético, in-
terdisciplinares e internas & Matemdtica. Em relago a primeira foi elaborada a tarefa de
investigagao Os Fésforos — uma tarefa destinada a consolidacio do conceito de sucessao,
definida a custa de uma expressdo para o termo geral, ou definida por recorréncia. Pre-
tendia-se que os alunos aplicassem, em situagoes praticas e construidas por eles, o concei-
to de sucessio estudado nas aulas que precederam imediatamente a resolucio desta tare-
fa (que foram as duas aulas de 90 minutos dedicadas a resolucio e discussdo da tarefa As
Sequéncias de Fibonacci).

Relativamente 2 ligagio da Matemadtica com questoes interdisciplinares foi concebida
e implementada a tarefa Viagens pelo Mundo, destinada a exemplificar junto dos alunos a
necessidade do uso das sucessoes na vida quotidiana. Pretendia-se que construissem uma
férmula que permitisse unir todas as zonas, cidades e localidades (assinaladas nesse mapa)
por um caminho, sem ficarem zonas, localidades ou cidades por unir. Esta tarefa foi im-
plementada apds trés aulas destinadas ao estudo e a exercitagio dos conceitos inerentes
4 monotonia de uma sucessio, sucessio limitada e limite de uma sucessio (a exploragio
destes temas foi feita em exposi¢io dialogante entre a professora/investigadora e toda a
classe) € uma quarta aula destinada 2 realizacio de um teste escrito para avaliagio. A ta-
refa Viagens pelo Mundo é uma investigacdo com possiveis readaptacdes no 12° ano de
escolaridade (aquando do estudo do célculo combinatério) e em cursos superiores (no
ambito da Teoria de Grafos). Pretendia-se que os alunos descobrissem e aplicassem, fa-
zendo alusao 4 Geografia, propriedades existentes entre alguns nimeros (nomeadamente
os niimeros triangulares) e respectiva conexao geométrica, baseando os seus raciocinios
nos conceitos estudados no 4mbito das sucessoes (atrds referidos). Apds a implementagio
desta tarefa foram dedicadas duas aulas de 90 minutos a exposi¢io dialogante do conceito
de progressdo aritmética, seguida de resolu¢ao de exercicios e de problemas (do manual

adoptado).
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Em relagdo a questoes internas & Matemdtica foram elaboradas as tarefas de investiga-
¢ao Os Nimeros Pitagdricos e A Tabela de Niimeros. A primeira destas teve como finalidade
descobrir férmulas de vdrios ndmeros pitagéricos, proporcionando, por um lado, o apro-
fundamento do conhecimento histérico ao nivel da Matematica (util para a fundamen-
tagdo da prépria investigacio e consequentemente para o envolvimento dos alunos) e,
por outro, o estudo de modo aprofundado das relagdes existentes entre os niumeros. As-
sim, os alunos poderiam dar seguimento as exploracoes iniciadas na tarefa de investigacio
anterior (Viagens pelo Mundo), nomeadamente no que refere as propriedades existentes
em certas sucessoes numéricas (como as dos nimeros quadrados, pentagonais, hexago-
nais, entre outros). A tarefa A Tabela de Niimeros (ver anexo), a tltima tarefa de investi-
gacio deste estudo, foi antecedida por uma tarefa de exploragio (realizada numa aula de
90 minutos) destinada a introduzir o conceito de progressio geométrica. Consta de uma
tabela, aparentemente simples, mas que permite uma grande diversidade de exploragées,
no Ambito das sucessoes. Pretendia-se que os alunos aplicassem e descobrissem conexées,
de modo livre, relativas a qualquer conceito ou raciocinio (estudado no tema das suces-
sbes ou num outro tema), apresentando as suas resolugoes de forma clara, em linguagem
matemdtica e em texto corrente. Apds a implementagio da tarefa A Tabela de Niimeros, a
professora/investigadora dedicou duas aulas ao estudo do niimero de Nepper ¢ trés aulas
a resolugio de problemas e exercicios sobre todo o tema das sucessoes.

A proposta implementada

Na fase de planificagio do trabalho, a professora/investigadora considerou, de modo
transversal, o desenvolvimento de valores ¢ atitudes. Assim, foram planificadas aulas para
a resolugio e para a discussao de cada tarefa, pressupondo o desenvolvimento da confian-
¢a, de habitos de trabalho e persisténcia, do sentido da responsabilidade, do espirito de
tolerincia e de cooperagio. Os momentos destinados a resolugio de cada tarefa em grupo
realcariam a importincia que determinados valores assumem no processo de aprendiza-
gem dos alunos, tais como: a partilha de saberes e de responsabilidades dentro do seio de
cada grupo; o respeito pela opinido do outro e pelas diferencas que surjam dessa opinido.
Por outro lado, a elaboracio de um relatdrio escrito, com as resolucoes dos alunos, evi-
denciaria a importincia de determinadas atitudes na aprendizagem, tais como: a procura
de informagao necessdria a cada resolugao; o desenvolvimento da persisténcia na procura
de solugbes numa situagio nova; a avaliagio ¢ a tomada de decisoes; a elaboracio e apre-
sentagdo de trabalhos de forma organizada e cuidada.
No quadro da pdgina seguinte apresenta-se uma sintese de todo o processo seguido.
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Resultados do estudo

O estudo realizado evidencia a possibilidade do cumprimento do programa de Matemd-
tica implementando tarefas de investigacdo na sala de aula, alternando aulas com inves-
tigacdes e aulas com outro tipo de tarefas matemdticas, como a resolucio de problemas
e de exercicios. Evidencia também que a natureza aberta das tarefas de investigagio pode
promover uma actividade matemdtica dos alunos que possibilite o desenvolvimento de
competéncias transversais ¢ o estabelecimento de conexées entre os diversos temas ma-
temdticos. Evidencia, ainda, a importincia que tém para a aprendizagem dos alunos as
apresentagoes que cles fazem, a toda a classe, dos seus processos de resolugio e dos resul-
tados a que chegam, bem como a discussio colectiva das vdrias resolugées e resultados. E
0 que procuramos mostrar de seguida, através da explanacao de dados (extraidos de aulas,
de entrevistas feitas aos alunos e de relatérios realizados pelos alunos durante o estudo)
que evidenciam empiricamente cada resultado apresentado.

Articulagio das investigagcdes com outro tipo de tarefas e o cumprimento do
programa

No que respeita ao tema das Sucessoes, a realizagio deste estudo mostrou que aulas com
tarefas de investigagdo, enquadradas em aulas com outro tipo de tarefas, como a resolu-
¢do de problemas e a resolucio de exercicios, possibilitaram o cumprimento do progra-
ma da unidade did4ctica em causa, em termos da leccionagio dos conteddos matemdti-
COs prescritos.

Quer na situagio problemdtica que antecedeu a primeira tarefa de investigagio, quer
na primeira tarefa de investigacio (As Sequéncias de Fibonacci), os alunos desenvolveram
conceitos especificos das sucessoes, tal como o préprio conceito de sucessio (ver figura 1):

N.° de alunos que se portaram bem 1 2 3 4

Quantidade da tablete de chocolate

. 1 %) V5 V4
que cada aluno vai comer

Figura 1 — A nocao de sucessio da aluna Carolina, do Grupo 4

A aluna Carolina elaborou um quadro organizador dos dados onde estd implicita a no-
¢io de termo e de ordem de um termo na situagio em causa. Este quadro serviu de base
para a discussdo em toda a turma.
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A ideia de recorréncia pode ser observado, por exemplo, na resolu¢do a seguir apre-

sentada (figura 2):

SYER!

Uz = Ua

(S Uy + U.a
Ug=Uz x Ua
Lis= L+ WUy

Un - 1 —R
m\JUmﬂlm-a tkmod

Figura 2 — Defini¢ao por recorréncia.

Os alunos chegam mesmo a generalizar, embora nio introduzam restrigoes ao n (# > 2).

Na tarefa de investigacdo Os Fésforos, os alunos transcreveram matematicamente as
situagdes que construiram, aplicando conhecimentos ji adquiridos e permitindo o escla-
recimento de dividas surgidas no decorrer da resolucio da tarefa. Exemplo disso foi a
“estrela com tridngulos” (ver a figura 3, bem como o didlogo entre a professora/investiga-

dora e os alunos):
L\ YAV M
L g mm
& & @ are

PURCE s

B

Figura 3 — Estudo com tridngulos, do Grupo 4

Professora: Construiram uma estrela a custa de tridngulos. Podemos de-
terminar uma férmula matemdtica para essa sequéncia do nimero de
fésforos?

Carolina (do Grupo 4): Como? Do 5° para o 6° termo a regularidade
muda! Hd mais que uma lei de formagio dos termos?

Professora: Sim, pode haver. Tém ¢é que se especificar os termos em que
ocorre essa mudanga e as respectivas leis de formacio.
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Luis: Ja seil E a sequéncia dos niimeros impares (27 + 1) até ao 5° termo.
Depois, do 6° termo até ao 12° termo, tem de ser a sequéncia dos niime-
ros pares (27).

Professora: Muito bem, ou seja:

u, =2n+1, paran <5

,neN
Up = 2N para 6 <n <12

(Aula, 03/04/03)

O papel da professora foi importante, nao sé para a dinamizagio da discussio, mas tam-
bém para a sintese dos resultados nela alcangados.

Antes da resolugio da terceira tarefa de investigagio, Viagens pelo Mundo, foram in-
troduzidos pela professora os conceitos de monotonia de uma sucessio, minorantes e
majorantes de um conjunto, majorante ¢ minorante do conjunto dos termos de uma su-
cessao, infinitamente grande negativo, infinitamente grande positivo e sucessio limitada.
Para tal, foi realizada uma exposicio dialogante e foram resolvidos exercicios e problemas
do manual dos alunos. Apés a resolucio e discussio da terceira tarefa de investigacio,
Viagens pelo Mundo, foi introduzido o conceito de limite de uma sucesso e o conceito de
progressdo aritmética. Este processo realizou-se a partir de uma discussao colectiva pro-
fessora/alunos, em que o excerto apresentado a seguir, para o caso do conceito de progres-
sdo aritmética, é um exemplo:

Professora: Lembram-se da sucessdo de tridngulos com f6sforos que estudd-
mos na segunda tarefa de investigagio?

IN INS ININ.

Figura 4 — Tridngulos com fésforos, da segunda tarefa de investigagio.

Alunos (de um modo geral): Sim.

Professora (escrevendo no quadro os primeiros termos da sucessio): Cons-
truimos um tridngulo com 3 f4sforos, dois tridngulos com 5 fésforos, etc.
Entdo w, =3;u, =5 u;=7;u,=9; ...

Alunos (de um modo geral): Sim.

Professora: Estuddmos o facto desta sucessio se assemelhar a sucessao dos
nimeros {mpares maiores do que 1. Dissemos que o seu termo geral é:
u, = 2n +1. Assim, nesta sucessdo, o que acontece a u, relativamente a #,?
José: u,é maior que #,. Isto é, u, tem mais duas unidades que #,.
Professora: Muito bem. E o que acontece a u; relativamente a #,?
Francisco: u, também tem mais duas unidades que #,.
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Professora: E o que acontece a u,,, relativamente a #,?
Carolina: Também tem mais duas unidades.
Professora (a0 mesmo tempo que escrevia no quadro): Entao podemos dizer
quen,, =u,+2<Su,,—u,=2,YynecN?
Carolina: O resultado dessa subtracgdo é sempre igual a dois!
Professora: Exactamente. A esse valor, que é sempre constante, vamos cha-
mar razdo. Tentem definir #,, #;, ..., € u, “4 custa’ de u, e desta razio
(r=2).
José: Como?
Professora (escrevendo no quadro): #, = 3; 4, = 5, entdo u, = u; + 2 ...
José: uy =7 entdo u, + 2.
Professora: Mas, por sua vez, u, = u; + 2. Ouseja, #3 = 1 + 2 = (4 + 2) + 2.
Como se escreve #,? Quem quer vir fazer ao quadro?
Célia (levantou-se): Eu vou! Entio temos: #, = [(u, + 2) + 2] + 2.
Professora: Podemos tirar esses paréntesis?
Célia: Podemos. Fica: u, = u; + 2 + 2 + 2.
Professora: Quantas vezes adicionamos o 2, em #,?
Célia: Adicionamos trés vezes.
Professora: E quantas vezes adicionamos o 2, em #;?
José: Duas vezes.
Professora: Quantas vezes adicionamos o 2, em #,?
Bernardina: Uma vez.
Professora: Quantas vezes adicionarfamos 0 2, em ]
Luis: Vinte e nove vezes.
Professora: Entiao podemos dizer que #, = %, + (n— 1) x 2. Assim, “Uma
sucessdo (#,) ¢ uma progressio aritmética se existir um nimero real 7 tal
que: u,,, =u,=r,vn €N
(Aula, 12/05/03)

Desta forma, a professora/investigadora introduziu o conceito de progressio aritmética,
procurando que a sua formalizagdo surgisse para os alunos como o resultado de um ga-
nho de significado matemitico.

Apbs a resolucio da quarta tarefa de investigagio, Os Nimeros Pitagdricos, e antes de
dar inicio & quinta tarefa de investigacio, A Tabela de Niimeros, os alunos resolveram a
tarefa de exploragio O Segredo (inicialmente um segredo foi contado a duas pessoas e di-
vulgado, de 10 e 10 minutos, a trés novas pessoas), que auxiliou 2 introdugio do conceito
de progressio geométrica (ver figura 5).

A professora/investigadora, a partir da discussao colectiva desenvolvida com base nas
apresentagoes dos alunos, e a semelhanca do que havia sucedido para o caso das progres-
soes aritméticas, definiu, também, o conceito de progressio geométrica.

A implementagio desta proposta pedagdgica permitiu o cumprimento do programa
prescrito para a unidade diddctica das sucessoes. As tarefas de exploragio e de investiga-
¢ao mobilizaram os alunos e facilitaram a introdugio de alguns conceitos matemadticos,



A integragio de tarefas de investigagio no ensino e aprendizagem das sucessoes 57

% %
7\
20N \
JI I R

P%ua fiWJ. an:_-am oL cmqﬂ.,:m_ o
Jfa‘)-!dm Mo movueufs- ( de 1o eu to mluui?'m)

Mi=4 _
ﬂ,&:ﬁ'}” My = L
Mu, = 3. Hp oy

RS /

™My

Figura 5 — A exploracio O Segredo, do Grupo 3 e do Grupo 4.

tendo sido importante e necessdrio, também, o recurso a exposi¢io dialogante professo-
ra/alunos. As tarefas de resolugio de exercicios e de problemas, propostas ora antes ora
depois das tarefas de exploragdo e de investigacdo, foram fundamentais para dar uma
maior coesio e solidez aos conceitos e ideias matemdticas trabalhadas.

Natureza aberta das tarefas e o desenvolvimento de competéncias transversais e de
conexdes matemadticas

Este estudo evidenciou que os alunos tiveram uma evolu¢io gradual e significativa no
que se refere & complexidade ¢ & riqueza das resolucées de novas situagbes que emergiam
na resolugio de uma tarefa de investigagio & medida que a experiéncia com a resolugao
nesse tipo de tarefas ia aumentando. De facto, na extensio da tarefa Sequéncias de Fibo-
nacci (com a suposicao da morte de um casal de coelhos numa das geragées) poucos alu-
nos apresentaram uma resolu¢io. Apenas o grupo 3 conseguiu resolvé-la (ver figura 6).

Uy = 1

Uy = 1 Ug = 7
Até ao 5° més{ uz =2 Depois do 5° més = { uy =11

Uy = 3

us =4 porque morre 1 casal

Figura 6 — A resolu¢do que a aluna Célia, do Grupo 3, fez no quadro.
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Esta resolugio foi validada na turma, embora nio fosse a tnica solugio para a extensio
proposta, pois o nimero de casais de coelhos depois da 52 geragio dependia do tipo de
casal que morria (casal jovem, ou no). Mais tarde, na exploragio do conceito de mono-
tonia de uma sucessio, a professora/investigadora pediu aos alunos exemplos da vida real,
de outra disciplina, ou usando situa¢oes puramente matemdticas, que pudessem envolver
a utilizagio do conceito de monotonia de uma sucessao. A maioria dos alunos manifes-
tou mais desenvoltura, criatividade e rapidez, comparativamente com a sua reacgao face
a primeira vez que lhes foi feita uma solicitagio deste tipo (ver figuras 7 ¢ 8):
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Figura 8 — Sucessio monétona crescrente, do Grupo 2.

No primeiro caso, figura 7, os alunos trazem para a aula uma situacio proxima da sua
vida real, o caso da produgio de uma padaria (possivelmente uma situacio familiar de
um dos alunos), e, no segundo caso, figura 8, ¢ apresentada uma situagio geométrica.
Tudo indica, porém, que em ambas as situacoes os alunos haviam compreendido o con-
ceito de sucessio monétona.

Este estudo também evidenciou que a resolugio de tarefas de natureza aberta condu-
ziu & manifestacdo da imaginagio dos alunos na explicitagao escrita das suas resolucoes.
Como exemplo considere-se a construgdo da “4rvore que em cada més dd origem a dois
novos ramos” realizada na tarefa de investigacao Os Fésforos (ver figura 9):
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Figura 9 — Arvore com fésforos, do Grupo 3.

Nela, os alunos deram azo a sua imaginagio e apresentaram um exemplo original para o
que era pedido.

Um outro exemplo ¢ a representacgio da sucessao de nimeros explorada na tarefa Os
Niimeros Pitagéricos (ver figura 10), em que cada novo termo da sucessio construida é
formado por um nimero determinado de unidades.
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Figura 10 — A extensio, do Grupo 4.

Relativamente ao desenvolvimento de competéncias transversais nos alunos, este estudo
evidenciou que a resolucio de tarefas de natureza aberta contribuiu para o desenvolvi-
mento de determinados valores ¢ atitudes tais como a autonomia, o sentido de responsa-
bilidade, a cooperagio e o espirito critico. A resolu¢io de investigagoes matemdticas nas
aulas permitiu que cada aluno pudesse tomar decisées dentro de cada grupo, partilhar
essas decisoes, tendo em consideragio a opinido dos colegas, comunicar e expor racioci-
nios, quer aos colegas, quer a professora (na fase de discussio de cada tarefa), desenvol-
vendo assim a conflan¢a em si préprio. Alguns alunos ddo testemunho disso durante as
entrevistas realizadas:
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Em relagao aos trabalhos de grupo, eu tinha algum receio, pois por vezes
estes trabalhos levam a que uns trabalhem mais do que outros e haja mes-
mo gente que ndo trabalha nada. Na realizagio das tarefas de investigacio,
no inicio, eu pensei que também fosse assim, mas com o passar das aulas
vi que nio. Todos se empenharam e tentaram descobrir. Depois, comecei a
ver que eu aprendia melhor a discutir com os outros e a descobrir em con-
junto, pois todos tinham sempre alguma coisa a dizer acerca da tarefa que
estdvamos a resolver.

(Mariana, do Grupo 3, Entrevista, 12/06/03)

Como nds estdvamos num grupo e estdvamos todos em pé de igualdade,
porque perante uma investigagio ninguém sabe mais do que o outro, nio
senti medo de nio conseguir fazer! Por outro lado, todos se ajudavam en-
tre si e como o trabalho era em grupo, mesmo que cometéssemos um erro
muito grave a responsabilidade nio era sé de uma pessoa!

(Bruna, do Grupo 5, Entrevista, 12/06/03)

Este estudo evidenciou também que a actividade matemadtica dos alunos em torno das
tarefas de investigagao permitiu-lhes estabelecer conexdes matemdticas. Elas ocorreram
durante a resolugio e discussdo das vdrias tarefas de investigacio do estudo. Como exem-
plo, relativamente & primeira tarefa (As Sequéncias de Fibonacci), os alunos desenvolveram
diferentes formas de representacio de uma sucessao através do uso das representagoes es-
quemdtica, gréfica e tabelar (ver figura 11).

1% s
27 Ads
3ds
4 M
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Ug=Uz Vs
gz g+ Wy

Figura 11 — Sequéncia de Fibonacci, do Grupo 3.

Nesta resolugio, os alunos fazem uma conexio clara entre a representagio esquemdtica,
tabelar, analitica e grafica.
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As apresentagoes e discussoes colectivas e a aprendizagem dos alunos

Este estudo mostra que a discussio colectiva das resolucées dos alunos permitiu que fos-
sem esclarecidas davidas e que fosse realizada uma partilha das resolugoes realizadas em

cada grupo. Por exemplo, no 4mbito da terceira tarefa de investigacao, Viagens pelo Mun-
do, assistiu-se ao seguinte didlogo (ver figuras 12 e 13):

Célia (do Grupo 3): Nés ndo conseguimos saber o que ¢ que funciona
como termo e como ordem! O niimero de caminhos que liga as cidades d4
origem aos termos pretendidos? Ou nio?

Professora: Imaginem que €m uma cidade. Tém algum caminho para a
unir a outra?

Alunos (de um modo geral): Nao!

Profeéssora: E se tiverem duas cidades?

Alunos (de um modo geral): H4 um percurso (que é o caminho mais
curto)!

José (do Grupo 2): Entao para uma cidade nio hé percurso, para duas cida-
des hd um percurso e assim sucessivamente, entio ja percebi!

/-(.1:0

) Ag = )¢

Figura 12 — Representagio esquemdtica da tarefa Viagens pelo Mundo, do Grupo 2.

Inés (do Grupo 1): Professora, ji reparou que se tivermos trés cidades po-
demos construir com um esquema um tridngulo, com quatro cidades uma
pirAmide triangular, com cinco cidades uma pirdmide, e por ai em diante
até chegarmos a sdlidos geométricos com muitos vértices e muitos lados?
Professora: Esquematizem essa situagio no vosso relatério.
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Figura 13 — A tarefa Viagens pelo Mundo e a Geometria, do Grupo 1.
(Aula, 05/05/03)

Por este didlogo, para além da partilha das conex6es matemdticas realizadas, assiste-se
também ao esclarecimento de davidas.

Estas discussoes colectivas, para além de permitirem a participagao de todos os alu-
nos, independentemente do grupo de pertenga, facilitaram o processo de formalizagao.
Um exemplo pode ser encontrado durante a resolucio da tarefa Os Nimeros Pitagdricos.
A partir da resolugio do Grupo 4 (ver figura 14), assiste-se a um didlogo conducente 2
formalizacdo da resolugio dos alunos:

Hs: s

Figura 14 — Resolugio do Grupo 4.

Professora: Porque ¢ que na sucessao dos hexdgonos vocés agrupam as bo-
las em cada termo?

Luis (do Grupo 4): Verificdmos que num hexdgono formado com uma
unidade (#,) temos um grupo de uma unidade; num hexdgono formado
com seis unidades (#,) temos trés grupos de duas unidades; num hexdgono
formado com quinze unidades (#;) temos cinco grupos de trés unidades;
e por af em diante.

Proféssora: Entiao e no termo de ordem n como funcionariam esses
agrupamentos?
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Luis: E ficil! No termo de ordem 7 temos um hexdgono formado com 27— 1
grupos de 7 unidades cada.

Professora: Muito bem!
(Aula, 19/05/03)

Um outro exemplo pode observar-se aquando da resolugio da quinta tarefa de investiga-
cao, 1abela de Niimeros, onde se exploravam as regularidades de niimeros pares e impares.
A resolugio dos alunos do Grupo 1 (ver figura 15) permitiu uma discussio colectiva que
conduziu 4 formalizac¢io do esquema que os alunos haviam apresentado:

83 P
BO@s <

®
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R+ f

4 € 3¢
s €3

Figura 15 — A exploragio de niimeros pares e impares, do Grupo 1.

Professora: Como é que poderiam generalizar as vossas conclusoes acerca
dos pares e impares?

José (do Grupo 2): Tinhamos que ler a tabela de duas formas, em linha ou
em coluna.

Professora: Sim, como?

José: Consideremos qualquer niimero da tabela, suponhamos que é par, en-
tio sabemos que o ntimero que o antecede e 0 ndmero que o sucede sio
impares. E o raciocinio é andlogo se o valor considerado inicialmente for
impar.

Professora: Muito bem! E também ¢ andlogo quer fazendo a leitura por li-
nhas quer por colunas?

José: E! Tanto faz ler da direita para a esquerda, como da esquerda para a
direita (no caso das colunas) e ler de cima para baixo ou de baixo para cima
(no caso das linhas).

Professora: Exactamente! Mas, como é que representamos estas conclusoes
analiticamente?

José: Pois, analiticamente é mais complicado!

Professora: Vamos escrever passo por passo o que acabaste de dizer! Como ¢é
que vocés localizam as posi¢cdes no jogo da “batalha naval?

André (do Grupo 1): Pela posi¢io da linha e da coluna.

Professora: Entao vamos fazer aqui a mesma coisa! Consideremos #;, o nu-
mero da tabela que figura na linha /e na coluna ¢, entao:
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Ui+1,e € par, se u; . € impar
uj—1,c ¢ par, se u; . é impar
Ule+1 € Impar, se u; . é par
Ujc—1 ¢ impar, se u; . é par

[N
e

p
b

José: Pois, assim ja consideramos as linhas e as colunas a0 mesmo tempo,
realmente é como na batalha naval!

(Aula, 29/05/03)

As apresentacoes dos alunos e as discussoes colectivas, para além de permitirem que os
alunos vissem que ¢ possivel existirem diferentes formas de resolver a mesma questao, fa-
cilitaram a criagio de condigoes para a formalizacio das situacoes inventadas e imagina-
das pelos alunos em cada grupo.

Conclusoes

Nesta sec¢do sio apresentadas as conclusoes do estudo relativas a forma como as investi-
gacoes matemdticas se podem articular com outro tipo de tarefas e & consequente apren-
dizagem e desempenho dos alunos.

Verificou-se, neste estudo, que a resolugio de tarefas de investigagio nas aulas de Ma-
temdtica, articulada com a resolugio de exercicios, de problemas e momentos de exposi-
¢do dialogante de conceitos, possibilitou o cumprimento do programa, no que respeita
a unidade diddctica das Sucessdes. A exposicio dialogante, a resolucdo de exercicios e de
problemas ajudaram a criar condigoes para o sucesso da actividade matemdtica desenvol-
vida em torno das investigacdes matemdticas. Foi possivel introduzir conceitos matemd-
ticos e promover algumas estratégias e o treino de algumas técnicas com impacto na reso-
lugio das tarefas de investigacdo. Perspectiva semelhante é apresentada por varios autores
(Ponte e outros, 2003; Teixeira ¢ outros, 2003), ao reconhecerem a importincia de desa-
fiar os alunos com tarefas de investigagio, realcando, porém, a necessidade de promover
a realizacio de outras actividades como, por exemplo, as de resolucio de exercicios e de
problemas.

No presente estudo registou-se um ganho de experiéncia no trabalho com tarefas de
natureza mais aberta. Este aspecto também é referido por Brocardo (2001), para quem,
os alunos, com a experiéncia continuada da realizagio de novas tarefas de investigagio
adquiriram uma maior capacidade em interpretar os dados iniciais e em estabelecer es-
tratégias de resolugio, acabando por alcangar uma boa compreensio deste tipo de traba-
lho e obter um bom desempenho. E reforgada, assim, a perspectiva da persisténcia e do
nao desinimo as contrariedades surgidas quando se introduzem tarefas de investigagio
na aula de Matemdtica.

Pode observar-se também, ao longo deste estudo, o desenvolvimento da autonomia,
da responsabilidade, da cooperagio e do espirito critico dos alunos, tal como concluiu
Segurado (1997) no estudo que realizou. Inicialmente, os alunos mostraram-se depen-
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dentes e receosos, mas com o decorrer do trabalho com investigacoes revelaram-se bas-
tante auténomos e comunicativos.

Neste estudo também se observou o desenvolvimento da capacidade dos alunos faze-
rem face a novas situagdes, pois a natureza aberta de uma tarefa de investigacio permite
seguir diversos caminhos e estratégias, aquando da sua resolugio. Perspectiva semelhante
¢ a de Goldenberg (1996).

Este estudo mostrou que foi possivel estabelecer conexoes entre vérios temas da Ma-
temdtica, como as Sucessoes/Funcoes, a Geometria e o Célculo, como tem sido salien-
tado por diversos autores (Goldenberg, 1996; Ponte, 2003; Segurado, 1997). Investigar
em Matemdtica é descobrir relagdes entre objectos matemdticos conhecidos, procuran-
do identificar e provar as respectivas propriedades. As investigagoes permitem explorar
e descobrir conexdes matemdticas entre conceitos e contetidos que sio postos a conside-
rago e discussdo. Os alunos evidenciam uma evolugio visivel ao estabelecerem ligacoes
entre temas matemdticos leccionados em fases anteriores & implementacio de tarefas de
investigagao.

Neste estudo verificou-se que as discussoes geradas colectivamente conduziram ao es-
clarecimento de dtvidas que ndo tinham sido esclarecidas na fase de resolugao das tarefas,
auxiliando, assim, a prépria capacidade de investigar. H4, deste modo, uma concordincia
com Bishop e Goflre (1986), quando estes autores referem que a discussio, a partilha e a
negociagio de resultados auxiliam a investigacio ¢ a exploragio matemdticas.

No presente estudo verificou-se ainda que as apresentagdes dos alunos das resolucoes
realizadas, e a consequente discussdo colectiva, facilitaram a formalizagio analitica de al-
gumas representagoes esquemdticas (nio formalizadas na fase de resolucio das tarefas nos
diversos grupos). Este aspecto ¢ salientado por diversos autores (NCTM, 1991; Schoen-
feld, 1996; Teixeira et al., 2003). A aprendizagem da Matemdtica deve fazer-se de forma
significativa e as apresentagdes a toda a turma que os alunos efectuaram, bem como as
discussoes colectivas realizadas, contribuiram para isso.

A apresentagao e discussio colectiva dos resultados das investigacdes realizadas nos
grupos permitiram, ainda, a comparacio dos distintos processos de resolucio de uma
mesma situacio investigativa (efectuados pelos diferentes grupos de alunos da turma),
promovendo a aprendizagem matemdtica. Este aspecto mostra-se concordante com di-
versos autores (Goldenberg, 1996; Ponte & Serrazina, 2000), quando afirmam que, pelo
facto de os alunos nas investigagdes recorrerem a visualizagdo e & discussio com os colegas
da actividade realizada, ¢ introduzida alguma variedade na dieta da aula de Matemdtica.
A representagio de ideias matemdticas, aquando da resolugao de uma tarefa matemadti-
ca, assume um papel vital no modo como essas ideias sao compreendidas e usadas pelos
alunos. Por seu lado, proceder a uma comparagao e discussio de vdrios processos e repre-
sentagoes de uma tarefa matemdtica, escolhendo os mais adequados, desenvolve o pensa-
mento matemdtico do aluno.

Finalmente, este estudo permitiu um ganho na convicgao sobre a importincia e per-
tinéncia de propor aos alunos tarefas de investigacio nas aulas de Matemdtica. A sua
utilizagdo, num enquadramento curricular estudado ¢ bem preparado (com problemas,
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exercicios e exposicio dialogante), de forma continua e progressiva, quer ao nivel de
um tema, quer ao nivel de um ano de escolaridade, quer ao nivel de um ciclo escolar,
pode assumir uma fun¢io importantissima no processo de ensino e aprendizagem da
Matemdtica.
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Anexo

A tabela da tarefa A Tabela de Nvimeros
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Resumo. Este artigo baseia-se num estudo em que um dos seus objectivos era analisar a forma como as
investigacbes matemdticas se poderiam articular com outro tipo de tarefas e estudar a aprendizagem e o
desempenho dos alunos dai resultante. Usou-se uma metodologia qualitativa, onde a professora (a pri-
meira autora do presente artigo) assumiu também o papel de investigadora, actuando como agente refle-
xiva da sua prépria pratica profissional. Foram elaboradas cinco tarefas de investigacio e implementadas
numa das suas turmas do 11° ano, no capitulo das Sucessées, no ano lectivo 2002/03. Recolheram-se e
analisaram-se relatrios e reflexdes criticas dos alunos sobre a sua actividade matemdtica em torno das
tarefas de investigacio, bem como reflexées registadas pela professora no seu didrio de registos. Foram
feitas ainda entrevistas a cinco grupos de dois alunos, gravadas em dudio e depois transcritas. Os resulta-
dos do estudo reforcam a perspectiva de que é possivel cumprir o programa de Matemdtica mesmo im-
plementando tarefas de investigacio na sala de aula, desde que as aulas com investigacbes sejam alterna-
das com outras com exposicio dialogante, com resolugio de problemas e com a resolugio de exercicios.
Reforgam, também, a perspectiva de que as tarefas de investigagdo, com as suas resolugdes apresentadas
e discutidas com toda a classe, podem promover uma actividade matemadtica que conduza ao desenvol-
vimento conceptual e de competéncias transversais ¢ ao estabelecimento de conexdes matemdticas.

Palavras-chave: Tarefa; Investigagio matemdtica; Resolugdo de problemas; Aprendizagem; Sucessio;
Conexoes matemdticas.

Abstract. This article is based on a study which objective was to analyse the way how mathematical in-
vestigations can be articulated with other type of mathematical tasks, and to study the students’ learning
and performance. A qualitative methodology was used, where the teacher (the first author of the pre-
sent article) also assumed the investigator role, acting as reflexive agent of her own professional practice.
Five mathematical investigation tasks were elaborated and implemented in a 11* grade class of the te-
acher, in the theme Sequences, during 2002/03. Students’ reports and critical reflections on its mathe-
matical activities around the mathematical investigation tasks were collected and analysed the, as well
as the teacher’s reflections from her professional diary. The researcher made interviews to five groups
of two students, recorded them in audio and later transcribed them. The results of the study stress the
perspective that it is possible to execute the mathematical program even implementing mathematical
investigation tasks in the classroom, since the lessons with investigations are alternated with lessons with
other type of mathematical tasks, such as the expositive dialogue between the teacher and the students,
problem-solving and exercises. They, also, stress the perspective that the open nature of mathematical
investigation tasks and the collective discussion in the classes, around the resolutions, can promote a
mathematical activity that facilitates the development of transverse competences and the establishment
of mathematical connections.

Keywords: Tasks; Mathematical investigations; Problem solving; Learning; Sequences; Mathemati-
cal connections.
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