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Introdugao

A equagio do 2.° grau constitui um tépico importante da Algebra escolar. Na maior par-
te dos paises, o seu estudo surge logo depois da equagdo do 1.° grau, expressoes algébri-
cas, sistemas de equagbes do 1.° grau e fungoes linear e afim. No entanto, tal como acon-
tece com muitos outros assuntos, conhece-se mal 0 modo como a equagio do 2.° grau
tem sido abordada ao longo das diversas épocas. O facto da teoria das equagdes algébricas
ndo ter tido uma evolucio significativa desde o fim do século XIX' leva naturalmente a
perguntar se o mesmo terd acontecido no ensino deste tema.

Neste artigo analisa-se 0 modo como a equagdo do 2.° grau ¢ tratada em sete manuais
portugueses publicados entre o fim do século XIX e o inicio do século XXI. O objectivo
¢ verificar até que ponto existem ou nio mudancas significativas no tratamento deste t6-
pico pelos manuais, no momento em que se fez a sua primeira abordagem na escola. Seis
dos manuais considerados foram usados por alunos que, sem repeténcias, teriam 14 anos
de idade.? O sétimo manual foi usado com alunos um ano mais velhos, alteracio deter-
minada durante um certo periodo pelos programas oficiais.

Escolheram-se para andlise manuais que no seu tempo tiveram grande utiliza¢do, al-
guns deles com o estatuto de “livro tinico™. Todos eles foram elaborados em conformi-
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dade com os programas em vigor. A metodologia é semelhante & usada por Ponte (2004),
num trabalho referente a equagao do 1.° grau. Assim, para contextualizar cada manual, ¢
feita uma pequena apresentacio da obra e do lugar que nela ocupa a equacio do 2.° grau.
E feita, também, uma breve referéncia 4 linguagem e grafismo utilizados — ilustrados
pela capa do manual e por uma ou outra imagem. Depois, o foco de atengio centra-se
nos aspectos diddcticos do manual que constituem o cerne deste artigo: (i) como é feita a
abordagem do tdpico (incluindo o grau de formalizacio, a consideragao de equagoes in-
completas e as aplicagoes ao estudo de outros tépicos como inequagdes e nlimeros com-
plexos); (ii) como ¢é apresentada a férmula resolvente; (iii) qual a natureza dos exemplos
(resolvidos) apresentados aos alunos; e (iv) qual a natureza das tarefas propostas para os
alunos resolverem. Estes quatro aspectos foram seleccionados por se entender que eles
fornecem indicadores significativos relativamente ao estudo que se propoe que os alu-
nos fagam a partir do manual. Em cada manual, documentam-se as afirmacoes realizadas
com imagens e extractos de texto. O grau de formalizagio da linguagem de um manual
¢ apreciado pelo uso que este faz das linguagens algébrica (natureza e complexidade das
expressoes algébricas) e légica (uso da terminologia “definicao”, “teorema’”, etc. e de sim-
bolos l4gicos) e da linguagem da teoria dos conjuntos (termos como “conjunto-solugao”
e simbolos como chavetas para designar conjuntos). Presta-se especial aten¢ao a lingua-
gem usada para apresentar as tarefas propostas. Para cada manual, faz-se, entdo, uma bre-
ve andlise onde se salientam os conceitos e questdes tratadas, grafismo, abordagem, natu-
reza das tarefas ¢ eventual referéncia a aspectos histéricos. Na seccdo final, retomam-se as
andlises feitas para cada manual, identificam-se as principais mudangas que ocorreram ao
longo deste perfodo de mais de um século e reflecte-se sobre o seu significado em termos
da evolucio do ensino da Matemdtica.

Augusto José da Cunha (Elementos de Algebm)

Apresentagio. Comecamos com um manual publicado em 1887, época final da monar-
quia, pela Livraria de Anténio Maria Pereira (5.2 edigdo), sendo o seu autor Augusto José
da Cunha, apresentado como “Lente da Escola Polytechnica™ (figura 1). Trata-se de um
volume com 338 pdginas, que se destina a alunos dos 4.° ¢ 5.° anos do liceu’, sendo a
parte relativa as equagdes do 2.° grau destinada aos alunos do 5.° ano.

O manual estd dividido em cinco “livros”, sendo o livro III dedicado ao tema “Equa-
¢oes do segundo grau” (52 pp.).° Este livro, organizado por pardgrafos numerados (§$
212-278), encontra-se organizado em quatro capitulos: “I. Radicaes do segundo grau”
(16 pp.); “II. Equagio do segundo grau a uma incognita” (26 pp.); “III. Equagoes que se
reduzem ao 2.° ou ao 1.° grau” (14 pp.); e “IV. Problemas do segundo grau” (10 pp.). No
fim de cada capitulo surgem exercicios e respectivas solugdes.

O manual tem dimensées reduzidas (12,3 cm X 19,2 cm). O texto estd escrito de
forma densa, com letra pequena e entrelinhamento apertado (figura 2). Nao sio apresen-
tadas tabelas ou diagramas. Existe um tinico esquema, referente a divisao de polindmios,
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Figura 1 — Pdgina de rosto Figura 2 — Deducéo da férmula resolvente

e sao indicadas duas figuras muito simples no capitulo dos problemas, ambas para ilus-
trar questdes geométricas. O tipo de letra é sempre 0 mesmo, mudando de tamanho nos
titulos e subtitulos. Como se vé no excerto apresentado na figura 2, o texto contém uma
combinacio de linguagens natural e algébrica. Este capitulo, como de resto todo o ma-
nual, estd redigido num tom formal, procurando situar-se sempre num plano de grande
generalidade, e faz o tratamento em paralelo de equagées com coeficientes numéricos e
literais.

Descrigdo. O livro Il comeca por referir” que a resolugdo de equacoes do 2. grau con-
duz A extraccio da raiz quadrada de expressoes literais ou numéricas e daf a necessidade
de incluir o capitulo I, sobre radicais do 2.° grau. Este capitulo indica que a raiz quadra-
da tem um duplo valor e faz referéncia s quantidades imagindrias, a0 quadrado e raiz
quadrada de monémios e polinémios e ao cdlculo de radicais do 2.° grau. Por exemplo,
apresenta e demonstra o seguinte teorema: “O quadrado de um monomio obtem-se ele-
vando ao quadrado o seu coeficiente e multiplicando por 2 os expoentes dos factores li-
teraes” (p. 187).
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O capitulo II, sobre a resolugao da equagao do 2.° grau a uma incégnita, ¢ o mais ex-
tenso. Comeca por indicar que esta equagio tem a forma geral az? + bz + ¢ = 0, com
a, b e ¢ quantidades conhecidas. Refere, também, as equagoes incompletas ar’ +c¢=0
e ax® 4 bz = 0 cuja resolugio exemplifica (§§ 235-237). S6 depois deduz as duas solu-
¢6es da equagio completa escrita na forma simplificada 2 + pz + ¢ = 0, utilizando a
técnica de completar o quadrado do binémio (figura 2). Enuncia a resolucio da equacio
sob a forma de regra e aplica-a a alguns exemplos, sendo de notar a complexidade de que
se reveste logo o primeiro:

65+ 322 —5zx
3% — 8x — = —1.

Mais adiante, apresenta a férmula resolvente para a equagio geral do 2.° grau
az® +bx + ¢ =0, que aplica a dois exemplos, dos quais o segundo é a equagio literal
m+n m-n

n
=14 —,
r+n r—n 2n

também de assinaldvel complexidade. Os §§ 243-247 sio dedicados a discussiao da
equacdo geral na forma reduzida, evidenciando os casos em que as raizes sio reais ou
imagindrias, positivas ou negativas e diferentes ou iguais. De seguida, nos §§ 248-253,
apresenta a “composi¢io da equagio”, onde demonstra diversos teoremas relativos as pro-
priedades das raizes. O primeiro destes teoremas é o seguinte: “Se 2’ é raiz da equagio
2% 4 px 4 ¢ = 0, o seu primeiro membro ¢ divisivel por  — ' (p. 215). Finalmente,
nos §§ 254-259, mostra algumas propriedades do trinémio do 2.° grau sob a forma de
teoremas ¢ exemplifica a sua aplicacio a resolucio de inequagées do 2.° grau.

O capitulo III, referente a equagdes que se reduzem ao 2.° ou ao 1.° grau, dd atengao
especial s equagoes irracionais (§§ 260-267), as equagoes biquadradas (§§ 268-270) e
a transformagio das expressoes da forma

A+VB (§§ 271-275).

Por exemplo, na parte relativa as equagoes irracionais mostra como resolver a equagao

\ 20 —4Ve+1 =242z

O capitulo IV, respeitante a problemas do 2. grau, ¢ todo ele dedicado a resolugao de
trés problemas, um de Geometria e dois de Fisica:

I. Dividir uma recta em media e extrema rasio, isto é, em duas partes, das
quaes a maior seja meia proporcional entre a menor e a recta inteira. (p.

238)

II. Decorrem t segundos entre o instante em que deixamos cair uma pedra
n’um pogo, € o instante em que ouvimos o som que ella produziu batendo
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no fundo. Pretende-se saber qual é a profundidade do pogo. Despreza-se a
resistencia do ar. (pp. 240-1)

III. Determinar na linha que une dois focos luminosos A ¢ B, o ponto
igualmente illuminado por cada um d’elles. (p. 243)

No fim dos trés primeiros capitulos surgem exercicios do tipo: “Resolver as seguintes
equagdes”; “Decompor o trinémio em dois factores do 1.° grau”; “Acha a raiz quadrada
do polinémio”; “Simplificar a expressao”; “Valor de”; “Demonstrar as seguintes igualda-
des” (figuras 3 e 4). E de notar a grande complexidade dos exercicios propostos, desde os
primeiros de cada capitulo, bem como o facto de todos eles serem questdes de cdlculo.
No fim do capitulo IV, 0 manual indica oito problemas para resolver (figura 5), dos quais
quatro sao geométricos, dois sio numéricos®, um é sobre progressoes € outro respeita a
uma situagdo do quotidiano.

Andlise. Como vimos acima, este manual aborda a equacio do 2.° grau numérica e
literal, resolve os casos das equagdes incompletas e completa, enuncia e prova as proprie-
dades das raizes, discute as propriedades do trinémio do 2.° grau, aborda as equagées bi-
quadradas e com radicais e inequagées do 2.° grau cuja resolu¢io depende da resolugio
de uma equagio do 2.° grau, e exemplifica o uso desta equagdo na resolugao de proble-
mas. A apresentagdo é extremamente s6bria, como se verifica nas figuras 1-5.

EXERCICIOS

EXERCICIOS Resolver as seguintes equaghes
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Figura 3 — Os primeiros e os ultimos Figura 4 — Os primeiros e os tltimos
exercicios do capitulo II exercicios do capitulo III
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EXERCICIOB

Resolver os seguintes problemas :

I. Achar 5 numeros em progressio arithmetica, sabendo que a
sua somma € 35, e que o seu producto ¢ 10395.

A formula E-j2:-£>< 5=23b di a-}-u==14: ¢ portanto o termo
do meio é 7. A rasiio r é dada pela equagdo

(1—2r) . (T—7) . T . (T 47) . (14 2r) =10395.

II. Um polygono convezo tem 170 diagonaes. Pretende-se saber
quantos lados tem.
[Resposta : 20 lados.]

IIL. Dividir a area de um circulo de raio B em media e extrema
rasfo.

IV. Calecular os tres lados de um triangulo rectangulo, sendo da-
do' o primeiro e a area.

V. Achar os lados do angulo recto de um triangulo rectangulo,
sendo dada a hypothenusa a, ¢ a altura % abaixada do vertice do
angulo recto sobre a hypothenusa.

VI. A differenga dos cubos de dois numeros consecutivos & 897.
Quaes sio os numeros ?
[Resposta: 11 e 12],

VII. Achar um numero de dois algarismos tal que o algarismo das
dezenas seja o triplo do das unidades, e que, subtrahindo a0 numero
12 unidades, o resto seja igual ao quadrado do algarismo das dezenas.

[Resposta: 93]. -

VIII. Dois asylos distribuiram, eada um, 1203000 réis de esmolas.
O primeiro soccorren 40 pobres mais que o segundo; mas este deu
a cada pobre 500 réis mais do gue aquelle. Quantos foram os pobres
soccorridos por cada asylo?

[Resposta : o primeiro asylo soccorreu 120 pobres e deu a cada
um 15000 réis; o segundo soccorreu 80 pobres e deu a cada um
15500 réis].

Figura 5 — Problemas do capitulo IV (indicados como “Exercicios”)

O manual segue uma abordagem com um elevado nivel de abstraccio e de formalizacio.
Enuncia e demonstra numerosos teoremas. Analisa todos os casos com uma formula¢io
tanto quanto possivel geral e depois apresenta diversos exemplos. A 16gica de tratamento
dos assuntos vai do geral para o particular. Ou seja, primeiro, o manual indica a termi-
nologia e as regras de cdlculo com expressdes; depois, apresenta as regras e técnicas para
a resolucgio das equagtes do 2.° grau, com a respectiva demonstragio; e, por fim, mostra
exemplos de aplicagao dessas regras. No entanto, no caso das equagées do 2.° grau, indica
primeiro como resolver as equagoes incompletas e s6 depois aborda a resolucio da equa-
¢ao completa. Todas as tarefas sio apresentadas como exercicios. Como se vé nas figuras
3-5, na sua maijor parte sao questoes de cdlculo, com um cardcter estritamente matemd-
tico e grande nivel de complexidade. Existe um capitulo a parte dedicado a resolucio de
problemas, entre os quais se encontram situa¢oes geométricas e do quotidiano. Para este
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manual, os problemas sio um tipo especial de exercicio, que envolve um enunciado em
linguagem natural, e onde é necessirio comegar por traduzir as condigoes indicadas por
uma equacio. Os exercicios sdo as questdes matemdticas propostas para o aluno resolver
no fim de cada capitulo. O grau de dificuldade dos exercicios propostos ¢ muito elevado.
O manual nio contém qualquer referéncia a aspectos da Histdria da Matemdtica.

Eduardo Ismael dos Santos Andrea (Compéndio de Algebra)

Apresentagio. Este manual, com 173 péginas, foi publicado em 1924, no fim da I Repu-
blica, pela Imprensa Nacional de Lisboa e destina-se aos alunos das 6.2 e 7.2 classes do
curso complementar do ensino secunddrio oficial’. O autor ¢ apresentado como sendo
“Professor da Faculdade de Sciéncias da Universidade de Lisboa e do Liceu de Pedro Nu-
nes”. A pagina de rosto informa que o manual foi “aprovado oficialmente” ¢ estd “confor-
me os novos programas liceais”.

400. Fungio y = ax?® - b - e.—0 polindmio inteiro
em @ do 2. gran, aa® - b ¢ toma o nomo particular
de trindmio do 2.° grau e ignalando-o teremos a equagio
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e que sfio rafzes da equagiio proposta.

Figura 6 — Folha de rosto Figura 7 — Dedugio da férmula resolvente
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Descrigdo. Neste manual, a parte referente as equagoes numéricas e problemas do 2.° grau
a uma incdgnita, surge nos capitulos VIII e IX (26 pp.). O capitulo VIII é composto por
nove pardgrafos numerados (§§ 100-108), alguns dos quais com subtitulos, e encontra-
se dividido em duas secgoes: a primeira designada por “Fungio y = az? — bz 4 ¢ = 0.
Equagoes do 2.° grau a uma incégnita” (6 pp.) e a segunda por “Propriedades do Trin6-
mio do 2.° grau” (13 pp.). O capitulo IX tem o titulo “Problemas do 2.° grau. Discus-
s30” (3 pp.) e é composto por quatro pardgrafos numerados (§§ 109-112). Este capitulo
termina com “exercicios” (termo usado pelo manual) que se referem ao préprio capitu-
lo e ao anterior e indica as respectivas solucoes (4 pp.). O capitulo X estuda equagoes
“cuja resolucio se reduz a uma equagio do 2.° grau” (p. 117), as equagdes biquadradas
e irracionais.

O manual tem dimensées reduzidas (12,6 cm x 19,5 cm), nao inclui esquemas ou
tabelas e a letra é pequena e condensada. As solugoes de um dos problemas resolvidos
(uma desigualdade do 2.° grau) sdo apresentadas por meio de um quadro (§ 107). O tex-
to representa uma combinacio de linguagem natural e linguagem algébrica (como se vé
na figura 7). Os exemplos apresentados sdo, quase todos, de equagbes com coeficientes
numéricos, o que constitui uma grande simplificagio em relagio a0 manual de Augusto
José da Cunha.

Logo no primeiro pardgrafo do capitulo VIII (§ 100), o manual faz a dedugao das so-
lugoes da equagio ax? + bx + ¢ = 0 (figura 7), usando para isso uma técnica complexa
de mudanca de varidvel, e resolve, a titulo de exemplo, a equacio 322 — 52z +2=0.De
seguida, apresenta expressoes simplificadas para o caso em que b = 2k eainda b = 2k e
a = 1. Passa, entdo, a discussdo das solucoes das equacoes do 2.° grau em fungio do “bi-
némio discriminante” b* — 4ac (§§ 101-103).

Na segunda secgao do capitulo VIII, o manual refere as propriedades do trinémio do
2.0 grau e das respectivas raizes, sob a forma de teoremas. O primeiro destes teoremas é o
seguinte: “O primeiro membro da equago az® + b + ¢ = 0 pode sempre escrever-se na
forma: a(x — z’)(x — 2”"), sendo @’ e 2" as raizes da equagio” (p. 97). Como aplicagio
destes teoremas, discute diversos exemplos de equagdes, tais como: 202 + 132 +2 =0,
522 — 142 —3 =0, 42® — 4z +1 =0 e 72> — 5z = 0. Enuncia e resolve, também,
diversos problemas como o seguinte: “Dada a soma S de dois niimeros ¢ o seu produto
P, achar os ndmeros” (p. 100). Os §§ 106-108 sio dedicados a resolugio de inequagdes
do 2.0 grau e 0 § 108  representacio grafica da funcao y = az? + ba + c.

O capitulo IX, dedicado aos problemas do 2.° grau, comega com um pequeno paré-
grafo em que adverte que “é necessdrio reconhecer se as raizes da equagio podem ser so-
lugoes do problema”, e que inclui “ndo sé a investigacio das condi¢ées de possibilidade,
mas também os casos que se podem apresentar” (p. 110). De seguida, enuncia e resolve
trés problemas:

I. Uma soma de 400 escudos deve ser distribuida em partes iguais por um
certo nimero de pessoas, mas no momento da divisao faltam 4, o que au-
menta de 5 escudos a parte de cada uma das outras. Pregunta-se quantas
eram as pessoas que primitivamente estavam para receber.
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I1. Sendo dado um cone de revolucio de raio R e altura h, determinar a
quantidade x de que serd preciso diminuir a altura e aumentar o raio para
que o volume nio varie.

I1I. Um corpo ¢ langado verticalmente no vdcuo, de baixo para cima, com
uma velocidade inicial vg. ;No fim de que tempo atingird a altura h?

Os exercicios propostos sio de natureza variada, incluindo questdes como: “Resolver a
equagao” (1-21); “Formar as equagoes cujas raizes sdo:” (22-25); “Discutir, a priori, as
equagdes:” (26-29); “Resolver a desigualdade” (33) e outros (figuras 8 ¢ 9). Os dois pri-
meiros sdo relativamente simples, mas a partir dai a complexidade aumenta rapidamente.
O conjunto dos exercicios termina com dois problemas para resolver (figura 10), ambos
de natureza geométrica, tal como acontece com o problema IT acima indicado.

e

‘Resolver as equagbes d

R

NE O im0 8T W e @ pap
:.-2T i m+ﬁm—I80—\=0 }/17 \ ¢ _-§+;}_~;+H_—l~%=o
R IS I e ¢ N
&7 —+—+1~—$_1- 8 e “+ ”" a-—}-:i'la-|-:n
Figura 8 — Primeiros cinco exercicios do | Figura 9 — Cinco‘ exerCfCiO; adicionais (io
capitulo IX capitulo IX

3b. Sendo dada uma circunferéncia de raio /2 ¢ uma recta
situada no seu plano & distancia d do centro, pretende-se
construir um quadrado de lado 2, no qual um dos lados seja
‘uma corda da circunferéncia, ¢ cujo lado oposto esteja. na
recta dada. Discussfo.

36. Cortar um hemisfério de raio £ por um plano para-
lelo & base, de modo que o segmento esférico de uma base
obtido tenha um volume igual ao do cilindro cuja base 6 a
‘secelio e cuja altura é a distancia z dos planos paralelos.
Discussgo.

Figura 10 — Problemas propostos do capitulo IX

Andlise. Como se indicou, este manual aborda a equagio numérica do 2.° grau em con-
jungio com a fungio y = ax® + bz + c. Comega por solucionar, desde logo, o caso ge-
ral da equagao completa do 2. grau (sem abordar previamente as equagoes incompletas),
discute a natureza das raizes em fungio do binémio discriminante. Estuda as proprieda-
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des do trinémio do 2.° grau, analisa as propriedades das raizes e aplica-as 4 resolucio de
inequagdes do 2.° grau e & representacdo grafica da funcio quadrdtica. Além disso, mos-
tra como resolver problemas que envolvem equagées do 2.° grau e estuda, igualmente,
equagoes biquadradas e irracionais. Tal como o manual anterior, tem uma apresentagio
muito sébria (ver as figuras 6-10).

Tal como acontecia no manual de Augusto José da Cunha anteriormente analisado,
também este manual apresenta os assuntos segundo um caminho que vai do geral para
o particular e a sua abordagem tem um elevado nivel de abstrac¢io e formalizagio. Pri-
meiro estabelece o processo para encontrar as solugoes da equacio e depois apresenta
exemplos e exercicios de aplicagio. O processo usado para dedugio da férmula resolven-
te envolve uma técnica sofisticada de mudanca de varidvel (figura 7) ¢ todos os exemplos
indicados assumem um cardcter estritamente matemdtico. Todavia, os problemas dos §§
110 ¢ 112 e do capitulo IX, invocam situagoes de Geometria, de Fisica e do quotidiano.
O nivel de complexidade dos exercicios propostos é bastante elevado. Todos se revestem
de um cardcter estritamente matemdtico, ¢ mesmo os dois tltimos, que s3o indicados
como problemas, constituem questdes de cunho geométrico. Deste modo, tal como no
manual anterior, sao designados como exercicios todas as questdes propostas no final do
capitulo, independentemente da sua dificuldade. Problemas sio os exercicios cujo enun-
ciado envolve predominantemente a linguagem natural. Nao existem quaisquer referén-
cias a aspectos histdricos.

Francisco Dias Agudo (Algebm e Trigonometria)

Apresentagio. Trata-se de um manual publicado em 1938, em pleno Estado Novo, pela
Livraria Popular de Francisco Franco, para os alunos dos IV, V e VI anos liceais. O ma-
nual tem 256 pdginas numeradas e dez paginas ndo numeradas e uma pdgina de errata,
surgindo as equagdes do 2.° grau na parte destinada ao V ano'®. Nao sio apresentadas
informagoes sobre o autor'' e o verso da pdgina de rosto contém a sua rubrica, apresen-
tada como condicdo de autenticidade do livro. A pdgina seguinte informa que o manual
foi “aprovado oficialmente”.

No V ano, o capitulo I é dedicado as “Equagdes e Problemas do 2.° grau” (24 pp.) ¢
encontra-se dividido em duas secgdes. A primeira tem o titulo “Equagées” (16 pp.) e estd
subdividida em; “A. Nota histérica” (um curto §); “B. Resolucdo grafica” (2 pp.); “C. Re-
solugao algébrica” (14 pp.). A segunda seccdo, “Problemas do 2.° grau” (4 pp.), apresenta
exemplos de resolucio de problemas envolvendo equagtes do 2.° grau. O capitulo ter-
mina com um pequeno quadro que resume as principais ideias que o aluno deve ter pre-
sente na resolucio de uma equacio do 2.° grau (designadas por “topicos”), seguido por
exercicios (4 pp.).

Embora um pouco maior que os anteriores, 0 manual é ainda de pequeno formato
(14,7cm x 20,8 cm). Tem uma letra de corpo usual, com entrelinhamento reduzido e o
texto organizado por pardgrafos numerados. Contém figuras relativas & “resolu¢ao gré-
fica” das equacoes (§§ 1 e 2) e apresenta no “plano de eixos” a representagio geométrica
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LICEAIS POR e e
F. DIAS AGUDO | 5 5
| . :
St e
a @
. i S T
| e e
B e b ¢
‘ ( +'z}l) T T R
8
‘ 55 : b baec
b a2 4 a*
\ . Be—lae
1 o & oal
1 . L, Y =Fae,
: ey = + 2a :
PREGO ESC. 22§50
— T oy o e i Vor—lae
\ AR T T
LIVRARIA POPULAR DE FRANCISCO FRANCO |
| 14 [ RUA BARROS QUEIROZ | 18 [ Lishoa | b+ VB —dac i
o i A R i pr s S S mer (1)
Figura 11 — Pégina de rosto Figura 12 — Deducéo da férmula resolvente

dos nimeros complexos (§§ 9 e 10). Em termos de escrita, regista-se o aparecimento das
perguntas “porqué?” “por que razdo...”, “ como se descobriu essa parcela?” (§§ 4 ¢ 7).
Este tipo de perguntas, que ndo se encontram em nenhum dos manuais anteriormente
analisados, apelam ao aluno para justificar, ele préprio, os raciocinios.

Descrigdo. A abrir o capitulo, a “Nota histérica” refere que a resolugao das equagées do
2.0 grau se fazia geometricamente até ao século XVI, altura que Viete inventou os méto-
dos algébricos para determinar as raizes desta equago.

De seguida, o ponto B (§§1-2) expoe uma “Resolucio grafica’ das equagoes do 2.°
grau, tendo por base a identidade (a + b)? = a? + 2ab + b?. Esta resolugio consiste em
construir um quadrado com dimensées apropriadas, em fungio dos dados, no qual se
identifica geometricamente o valor das raizes.

O ponto C apresenta a “Resolucio algébrica”. Comega por indicar a forma normal
az® + bz + ¢ = 0 e distinguir as equacoes completa e incompleta (§ 3). De seguida, re-
solve diversas equacoes do 2.° grau, primeiro incompletas ¢ depois completas:

22 =16,2>=3,2° —1=3, (x+1)> =25, 2% + 22+ 1 = 25,

2 2 2 3 9
3?4620 +9=25,2%+ 67 +8=252"+ So+ - =1,

$2+§$—1:0,2x2+3x—10:0.
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Finalmente, resolve a equagao completa az® + bx + ¢ = 0, de onde deduz a férmula re-
solvente (§ 4) (figura 12). E de notar que esta dedugio ¢é feita por simples sequenciagio
de equagdes umas debaixo das outras, sem qualquer explicagao complementar em lin-
guagem natural. De seguida, apresenta uma regra para a resolu¢io de uma equacio do
2.0 grau (§ 5), seguida de um exemplo (§ 6). Seguem-se, depois, os casos de simplifica-
¢ao da férmula resolvente para certos coeficientes particulares (¢ = 1, b = 2k, a = 1 e
b=2kc=0,b=0,b=c=0)(§7). Além disso, discute em pormenor o caso das
rafzes imagindrias, que serve de motivagio para a introdu¢io dos niimeros complexos
(S§ 8-11).

A segunda seccdo, “Problemas do 2.0 grau” (4 pp.), analisa exemplos de resolucio de
problemas envolvendo equagées do 2.° grau. O primeiro exemplo ¢ numérico e foi extra-
ido do Livro de Algebra de Pedro Nunes; o segundo é do quotidiano, o terceiro é de Fisica
e o quarto ¢ de Geometria (este acompanhado por uma figura):

I. Busquemos um ndmero cujo quadrado de metade e do seu tér¢o, e do
seu quarto, todos juntos fagam tanta soma como ¢ 0 mesmo nimero.

I1. Um passageiro pagou por um percurso de automével a importancia de
240$00. Se o curso por quilémetro fosse menos $05, éle poderia ter per-
corrido mais 20 km. pela importincia que pagou. Calcular o préco por
quilém.

ITI. A Terra exerce, ao nivel do mar, uma atracgo, sobre um corpo, expres-
sa por 1000 kg. ;A que altitude seria necessirio colocar o mesmo corpo
para que a forca atractiva se reduzisse a 999 kg?

IV. A diagonal BE dum rectangulo ABDE, Fig. 6, mede 30™ e dista do vér-
tice A, 10m. Calcular a 4rea do menor triingulo — ABC — em que a al-
tura AC divide o tridngulo ABE.

O capitulo termina com um pequeno quadro que resume as principais ideias que o alu-
no deve fixar na resolucio da equacio do 2.° grau e de problemas do 2.° grau. Apresenta
entdo uma lista de 33 exercicios para resolver, com e sem férmula resolvente (figuras 13 e
14), sendo de notar que os primeiros sio simples e os tltimos bastante complexos. Apre-
senta, igualmente, 14 problemas para resolver, dos quais alguns sao numéricos, outros
geométricos ¢ outros do quotidiano (figura 15).

Andlise. Como se mostrou atras, este manual lida, desde o inicio com a resolucio de
equagdes completas e incompletas, apresenta uma resolucio gréfica de natureza geomé-
trica, aproveita para introduzir os nimeros complexos e, finalmente, discute a resolucao
de problemas do 2.° grau. Exceptuando-se os problemas, todos os outros exemplos tém
um caracter estritamente matematico. Ao contrario dos dois manuais anteriores, nio dis-
cute as propriedades das rafzes nem as aplicagoes a resolucao de inequagées e de equagoes
irracionais. A apresentagao é sobria (como mostram as figuras 11-15), mas, pela primeira
vez, aparece uma caixa destacando ideias a fixar pelo aluno.
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Figura 13 — Primeiros onze exercicios do fim do Figura 14 — Seis dos exercicios mais
capitulo I complexos do fim do capitulo I

46. Um combdio parte de A para B e, ao mesmo tempo, outro de C
para B, ficando C enire A e B i distancia de 20 km. de A. Sa-
bendo-se que o segundo gasta mais dois minutos para cada 18
km. e que ambos chegam ao fim de 5 horas a B, pregunta-se a
distancia A B.

47. Um grupo de 56 excursionistas pagou pelo seu transporte
2880800 sendo o custo total referente aos adultos igual ao das
criangas. Sabendo que cada uma destas pagou 15§00 menos que
um adulto, calcular o nimero de criangas do grupo.

Figura 15 — Dois tltimos problemas do fim do capitulo I

A abordagem tem um nivel de abstrac¢io e formalizagao elevados. No entanto, o
manual apresenta um “método grifico” (na verdade, geométrico) para a resolucio da
equagio do 2.° grau e faz a representacdo geométrica dos nimeros complexos. Resolve
equagdes particulares sucessivamente mais complicadas, até chegar a deducio da férmula
resolvente. Segue, portanto, um caminho que, em alguns aspectos, vai do particular para
o geral. Ao contrdrio dos manuais anteriores, os enunciados dos principios de equivalén-
cia e de outras propriedades jd nio surgem na forma de teoremas. Os exercicios propostos
neste manual no final do capitulo vao do bastante simples a0 muito complexo (figuras 13
e 14) e sdo designados por problemas aqueles exercicios em cujo enunciado predomina
a linguagem natural. A maior parte das situacoes trabalhadas reveste-se de um cardcter
estritamente matemdtico. No entanto, na sec¢io “Problemas do 2.° grau”, para além dos
problemas numéricos e geométricos, existem dois que invocam situagdes do quotidiano
e de Fisica. Inclui uma breve referéncia histérica sobre a natureza dos métodos de resolu-
¢io de equagdes do 2.° grau usados em diferentes épocas.



®

124 Joio Pedro da Ponte, Carmen Salvado, Ana Fraga, Teresa Santos, Elisa Mosquito

J. Jorge G. Calado (Compéndio de Algebra)

Apresentagio. O manual é publicado em 1960'%, também no Estado Novo, sendo a sua
depositdria a Livraria Popular de Francisco Franco. Trata-se de um livro dnico, como
atesta o carimbo aposto, que se destina a alunos do 2.° ciclo do liceu e tem 419 péginas.
A parte relativa as equagées do 2.° grau surge no 5.° ano'. O autor ¢ J. Jorge G. Calado,
apresentado como “Professor do Liceu Normal de Pedro Nunes”.

809 — Férmula, resolvente — Consideremos agora a equagio
axr*+be+ec=0
na gual supomos a==0. it
Para resolvermos esta equacio, podemos proceder como foi indi-
cado no nimero anterior e, para isso: s
1) Comecemos por dividir ambos os seus membros por @ — coefi-

ciente de z*
Obteremos entdo a equacio equivalente
PRI
4]
2) ou
s L ol
@ [

3) Adicionemos agora a ambos os membros da equacdo a expres-
- b2
sio i — quadrado de metade do coeficiente de x.

-

Deste modo se obterd a equacio

s, b b ¢ b
Pt —rF—=—=— 1+ —
o 407 e 4
ou ainda
2+ bl P dac
a 4a* 4a*

4) Ora ¢ 1.° membro desta equacio é o desenvolvimento do qua-
drado do binémio 2 + % donde resulta que a equacédo anterior ge pode

escrever sob a forma:

5) Se b*—4dac for positivo ou nulo, a equacio anterior & equiva-

En5IND LITERL 20 el lente & equacdo:
ou
P T T
B ) (o ot (S Bl i,
COMDENDIO o R
X — = . donde resulta
DE ALGEBRA g s
Vo —dac 5
x+ﬁ+T_0 e portanto @
G Jorge G ou entdo
' { b V% —dao _ _—b+ V¥ —dac
| x+ i 0 e portanto 2 =— %a
Vemos assim gue a equacio
ar*+bexte=0
admite duas raizes #, e #, dadas pelas formulas
—b+ V¥ —4dac —b— V& —4ac
| 2 =" ez = ey
que podem ser reunidas na tnica férmula
st PopULeR D A s ‘ (s w5 OAGE s |
4 5 Guainds, 18— LISEOA | — b b — 4
i e A aER R Ien)
2a
Figura 16 — Folha de rosto Figura 17 — Deducio da férmula resolvente
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Neste livro existem dois capitulos (XX ¢ 0 XXI) referentes as equacoes do 2.° grau
e sua aplicagio a resolucio de problemas. O capitulo XX, “Equacoes do 2.° grau a uma
incognita” (25 pp.), estd dividido em trés secgoes intituladas “Equagdes Numéricas” (3
pp-)> “Resolucio Algébrica” (16 pp.) e “Equagdes Literais” (2 pp.) e termina com exer-
cicios e solugoes (5 pp.). O capitulo XXI ¢ dedicado aos problemas do 2.° grau (8 pp.).
Contém uma sec¢io denominada “Problemas literais — condigoes de possibilidade” (4
pp.) e um conjunto de exercicios e soluges (3 pp.). O manual estd organizado por pard-
grafos, alguns dos quais com subtitulos, sendo o capitulo XX composto por 15 pardgra-
fos (§9 299-313) e 0 XXI por 5 (S§ 314-318).

As dimensées deste manual (16,8 cm X 23,7 cm) sdo bastante maiores do que as dos
anteriores. Também a letra é de corpo maior mas ¢ o entrelinhamento continua a ser
apertado. O texto envolve uma mistura de linguagens natural e algébrica (figura 17). Em
nenhum dos capitulos aparecem figuras, tabelas, gréficos ou diagramas.

Descrigdo. No capitulo XX, a primeira sec¢do inicia-se com um pardgrafo onde se re-
fere o facto das equagdes surgirem naturalmente quando se pretende resolver problemas
em dreas como Geometria, Fisica e outras ciéncias. Além disso, afirma-se que “o estudo
das equacdes [€] o objectivo fundamental [da] Algebra” (p. 345). O pardgrafo seguinte
¢ um problema de Fisica: “Um avido percorre num certo tempo e com movimento uni-
forme a distancia de 1440 km. Se a velocidade hordria aumentasse de 120 km, o avido
levaria menos uma hora a fazer o referido percurso. Calcule a velocidade do avido” (p.
345). Este problema conduz 4 equagio v? 4+ 1200 — 172000 = 0, que serve de exemplo
para a defini¢do de equagio do 2.° grau, apresentada como “toda a equagio inteira que
se pode reduzir 4 forma (candnica) ax? +br+c=0em que a, b e ¢ sio nimeros reais
quaisquer, contando que a # 07 (p. 346). O § 302 define equacio do 2.° grau a uma in-
cbgnita incompleta e refere os trés casos possiveis b = 0,¢ = 0,eb =0ec = 0.

O § 303 apresenta um problema numérico que conduz a uma equagio do 2.° grau
incompleta: “Qual ¢ o nimero cujo quadrado ¢é igual ao seu triplo?” (p. 347).

A segunda sec¢do do capitulo — “Resolugao algébrica” — inicia-se com o § 304 que
apresenta a resolucio dos trés casos de equagées do 2.° grau incompletas ax? + ¢ = 0,
az? +bx = 0 e az® = 0. Para cada caso, resolve-se a equagio e dd-se um exemplo. Os
§§ 305-311 apresentam a resolugio da equagio completa, comecando com casos parti-
culares onde se reconhecem casos notdveis de multiplicagao de polindmios e se dao exem-
plos com coeficientes numéricos. O § 309 faz a deducio da férmula resolvente pela téc-
nica de completar o quadrado do binémio (figura 17).

O § 310 apresenta trés exemplos de aplicacio da férmula resolvente, os dois dltimos
com significativa complexidade:

1 6—x 1

22_ _ =0, — —_ = *2: 3 *2
x° —5x —3 0$72+1 Sa7—4) 2-u Oex(z—2) =V3(z—2)

O § 311 apresenta a simplificagio da férmula resolvente para os casos em que “o coefi-
ciente b é um nimero par” (p. 360) e o “coeficiente b ¢ par e o coeficiente a é igual a 17
(p. 361). Para cada um dos casos, apresenta exemplos. O § 312 chama a aten¢io numa
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“nota importante” (p. 362) para a possibilidade de uma rdpida resolugio de certas equa-
¢oes do 2.0 grau, sem as reduzir 4 forma canénica nem aplicar a férmula resolvente, usan-
do propriedades da multiplicacio de polinémios.

A terceira secgio do capitulo XX — “Equagoes literais” — ¢é constituida pelo
§ 313, onde se define equacio literal e se resolvem as equacoes 4> = p(y + 2p) e
dx — 2d — x* = —2z, através da férmula resolvente.

O capitulo XXI inicia-se com o § 314 que define problema do 2.° grau a uma incdg-
nita como aquele que, “posto em equacio, conduz a uma equagio do 2.° grau com uma
s6 incdgnita” (p. 370). O § 315 indica quatro passos para resolver um problema: “I) Es-
colher as incégnitas; II) Por o problema em equagao; III) Resolver a equacio obtida; e
IV) Discutir o problema” (p. 370). Estes passos sao explicitados com detalhe no § 316 a
que se seguem, no § 317, quatro problemas e respectiva resolugio. O primeiro envolve
relagdes entre nimeros, o segundo medidas de lados de um rectingulo, o terceiro a com-
pra de laranjas por diversos pregos e o quarto a distribui¢o de uma certa quantia por um
certo numero de pobres:

I. Calcule o nimero tal que a diferenca entre o seu quadrado e o seu tri-
plo seja igual a —2.

I1. Os lados nao paralelos de um rectingulo medem, respectivamente, 8 m
e 6 m. Quanto se deve adicionar a0 menor dos lados para que, subtraindo
a0 outro lado 0 mesmo comprimento, se obtenha um rectdngulo de 4rea
igual a 45 m*

III. Comprei um certo nimero de laranjas por 36$00. Se cada laranja me
tivesse custado menos $50, poderia ter comprado com o mesmo dinheiro,
mais 6 laranjas. Quantas laranjas comprei?

IV. Tinhamos 800$00 para distribuir, em partes iguais, por um certo nd-
mero de pobres. Se tivessem comparecido menos 3 pobres, cada um rece-
beria mais 54$00. Quantos eram os pobres?

O § 318 indica ser vantajoso formular os problemas em termos gerais, como problemas
literais, de modo a poder obter uma “solucio geral (férmula)”. Refere, ainda, a necessi-
dade da “chamada investigacio das condicoes de possibilidade do problema” (p. 375).
Além disso, resolve o seguinte exemplo: “Di-se o perimetro 2p e a altura h dum tridngu-
lo isésceles. Calcular os lados do tridngulo” (p. 375).

O capitulo XX termina com oito exercicios (cada um dos quais com numerosas ali-
neas) e as suas solugoes, incluindo exercicios de resolugao de equagoes do 2.° grau nu-
méricas e literais, primeiro sem a utilizagio da férmula resolvente e depois com o uso da
férmula resolvente (figuras 18 e 19). Os primeiros exercicios sdo simples mas os tltimos
revestem-se de assinaldvel complexidade. O capitulo XXI termina com 33 problemas —
de grau de dificuldade bastante diverso — e as suas solu¢oes (figuras 20 e 21).
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EXERCICIOS

Equagdes numéricas
1. Resolva as seguintes equagdes sem utilizar a férmula resolvente:

a) a2—9=0 b) 4yr=25 ¢) 8xz—12=0 d) Tx2 = 0,9583
e) w2-—d40=9 f)  4x2— 300 = 100 g) %:i h) 3w+ 2 =0
@
i) 4z = 3x2 j) =z 1) D g L waal
Opdiles 2p L 10 @
22 —1 Al
m) ﬁ=w+3+w—:§ n) (x—2)2=25 o) L (B2—2)p=4d
») 9Bz +5)2=16 q) ( r)  (p—1)(x=ED) =y
1
s) 5m(w+g>=0 t) x(x—2) —3(x—2)=0
1 1l
uw) 2w(w+ E>_3<¢+ g):o v) 4x(l—22) — (2x—1) =0

Figura 18 — Primeiro conjunto de exercicios do capitulo XX

8. Resolva em ordem a x as seguintes equagdes:

G2l 1 z—m a i, 2
a) x2— 2+1=0 b) = — c) Bbr(e— —|= —
b a—m x 3b 3b
b—a 1 z a—ux
da) x2— —— =0 =i (T =
) = © o e) = {(x —a) + 5 0
a 3x 3
B am i e g B e B O
& r—2a a—a
) x+4+20 x—20 8a 0 a+4b a—4b 4b
—_— = 9, — R o)
r—2 x+2a og2—4 z+2b x—2b a
i Y el % B ey
x+a 6 s L

Figura 19 — Ultimo conjunto de exercicios do capitulo XX

Resolver os seguintes problemas:
: 15
I) A soma dos inversos de dois numeros inteiros consecutivos € igual a _6
Calcule os nimeros. (Bxame de 1939).
II) A diferenga entre dois ntimeros positivos é 3 e a soma dos seus inversog

1
€ o Calcule os ntimeros.

III) Calcule dois numeros sabendo que o seu produto é 84 e que a sua
soma & 20.

IV) Calcule os lados dum tridngulo rectangulo sabendo que as suas medi-
das gdo expressas por trés numeros inteiros consecutivos.

V) Qual € o comprimento de cada um dos ponteiros de um relégio sabendo
que, ao meio-dia, as suas extremidades distam 4cm e as 9 horas tal distancla
¢ de 20cm?

VI) Um campo tem uma forma quadrada, Qual é o lado do quadrado, sa-
bendo que, adicionando 2 metros a um dos lados e subtraindo 1¢ metros ao outro
lado, se obtém um rectangule que tem uma superficie igual a 88 ares. (Ewxame
de 1942).

Figura 20 — Primeiro conjunto de problemas do capitulo XXI

127



®

128 Joio Pedro da Ponte, Carmen Salvado, Ana Fraga, Teresa Santos, Elisa Mosquito

XXIX) TUm comerciante comprou garrafas de vinho do Porto por 750800,
mas, ao desencaixotd-las, partiu 5 garrafas.

Quantas garrafas comprou, sabendo-se que teve de vender cada um das
restantes por mais 6300 do que lhe haviam custado para que perdesse no negécio
apenas 30$007?

XXX) Uma torneira enche um tanque em mais 3 horas do que outra, mas,
vertendo conjuntamente, as duas torneiras enchem o tanque em duas horas.
Em quanto tempo cada uma das torneiras enche o tanque?

XXXT) Duas méiquinas em laboracido simultinea produzem um certo tra-
balho em 18 dias. Calcule o tempo que cada uma das maquinas levard sozinha a
produzir o referido trabalho sabendo que uma delas leva mais 15 dias do que a
outra.

XXXII) A diferenca entre os quadrados das diagonais de dois recténgulos

com a mesma altura é iguel a s2. Calcular as bases desses rectingulos sabendo
que estfo entre si como 5 estd para 3.

Figura 21 — Ultimo conjunto de problemas do capitulo XXI

Andlise. Neste manual, o tratamento das equagoes do 2.° grau aparece consideravelmente
simplificado em relagio aos manuais anteriores. Estuda as equacoes incompletas e a equa-
¢ao completa, faz a dedugio da férmula resolvente (incluindo as versées simplificadas) e
inclui, apenas, uma breve discussio sobre equacoes de coeficientes literais. Os assuntos
que aborda sdo semelhantes aos tratados no manual anterior, excepto quanto ao facto de
nio se fazer referéncia aos niimeros complexos. A apresentagio continua a ser s6bria (fi-
guras 16-21), tal como acontecia nos trés manuais analisados anteriormente.

Na abordagem apresentada neste manual, reconhecem-se movimentos do particular
para o geral e do geral para o particular. Exemplos do primeiro movimento sio o modo
como apresenta a equagao geral do 2.° grau a partir de um caso concreto e a discussdo das
equagdes incompletas antes da equagio completa. Como exemplos de movimentos do
geral para o particular, podemos apontar a dedugio da férmula resolvente da equagio do
2.0 grau, bem como vdrias outras situacoes em que se faz uma discussiao em termos gerais,
seguida da apresentagio de um exemplo. E de notar que o capitulo se inicia com algumas
observagoes sobre o significado e papel das equagées. O nivel de formalizacio da lingua-
gem ¢ elevado, sendo apresentadas definicoes explicitas para conceitos como “equagio”
¢ “problema do 2.° grau”. Para as diversas técnicas, sio referidos exemplos de aplicagio
algébricos, geométricos, numéricos ou respeitantes a situagoes do quotidiano. Os exer-
cicios propostos no fim do capitulo sao numerosos, indo dos relativamente simples até
aos relativamente complexos. No capitulo XX todos os exercicios tém um cardcter ma-
temdtico, envolvendo apenas a resolucio de equagdes. Os exercicios incluidos no fim do
capitulo XXI sdo indicados como problemas, sendo uns numéricos, outros geométricos e
outros ligados ao quotidiano. Neste capitulo, ndo se apresentam quaisquer esquemas ou
figuras, nem se faz referéncia a aspectos da Histéria da Matemadtica.
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e Seb e c sio diferentes de 0 (zero), o processo da resolugio pode ser o que
observamos nos exemplos apresentados:

ax® 4+ bx + ¢ =0 <> x* + 1 x+—=0 Porqus?
a a
b b? Ip® c
b X e — S =
i a 3 4a? 4a? a
ANTONIO DE ALMEIDA COSTA ALFREDD DSORIG BOS ANIGS (L DA Y
aKTONIO auGUSTD *LOPES e (\ i 2:\,] % t 4* a/)
/ b )” b?* — 4ac
% =0
4:;’(\ % 2a 4a*
i by / b* —dac \*
X ) i =0
= ( 2a l x” 4a? l
b | vb®—dacy / b Vb® —dac
S 1 X o i Tk =0
COMPENDIO DE MATEMATICA hearaa B e
b Vb® —dac . b vb® —4ac
3.° ANO DO ENSINO LICEAL e —=0Vx+ =0
e 2 m 2.
/bt : TR
g oS b ,45“"‘4){:.. b+ b?® — dac
2a 2a 2a 2a
pn S I R S G TR
2a 2a
Obviamente, a equagio sé & possivel quando b® —4acz 0... Porqué?

e Agrupando as duas igualdades anteriores, pode escrever-se:

R e -
DEFG FiTARIA b+ Vb — dac

PORTO EDITORA, L.DA H= __2“___J
Figura 22 — Folha de rosto Figura 23 — Dedugio da férmula resolvente

Anténio de Almeida Costa, Alfredo Osério dos Anjos e Anténio Augusto
Lopes (Compéndio de Matemdtica)

Apresentagio. Este manual, com 280 pdginas, foi publicado pela Porto Editora, em 1974,
e foi produzido, ainda, durante o Estado Novo. Trata-se do tinico livro existente na altura
para os alunos do 3.° ano do ensino liceal', contendo no verso da pdgina de rosto a in-
formacio: “Todos os exemplares sio numerados e autenticados pelo Ministério da Edu-
cagdo Nacional”. Os autores sio Anténio de Almeida Costa, Alfredo Osério dos Anjos e
Anténio Augusto Lopes, acerca de quem nio ¢ dada qualquer informagao®.

O tdpico das equacdes do 2.° grau é apresentado no capitulo I, com o titulo “Ques-
toes de linguagem, Inequagdes do 1.° grau, Equacoes do 2.© Grau”. Trata-se de um gran-
de capitulo com 47 pdginas, onde se incluem, também, diversos outros assuntos de in-
dole algébrica e de légica'®. O capitulo é composto por 12 sec¢oes numeradas, com
subtitulos. A sec¢do 11 (subdividida nos pontos 11.1 a 11.14) intitula-se “Equagées nu-
méricas do 2.° grau” (12 pp.) e a sec¢do 12 (pontos 12.1 a 12.5), ¢ designada por “Pro-
blemas do 2.° Grau” (2 pp.).

Este manual tem um formato um pouco mais reduzido que o anterior (16,3 cm x
22,9 cm). Estd escrito em linguagem natural muito sintética e fortemente impregnada de
linguagem algébrica, com elementos da simbologia l6gica e da teoria dos conjuntos como
<, V,{ }, € (figura 23). Usa-se, por vezes, a terminologia “conjunto das solucoes” (pp.
42 e 44). O corpo de letra é o usual e o entrelinhamento reduzido. Nio existem figu-
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Exercicios

Resolver as equagdes seguintes: Resolver as equagdes seguintes:

a) x*—V3x=0 ; b) x2=dx @i x4 =0 ¢ h) e 5 o ()

c) 324+ V3x=0 ; d) 5x—14x=0 ¢c)] %&—-2=0 ; d) x*=2
Figura 24 — Exercicios (1.° conjunto) Figura 25 — Exercicios (2.° conjunto)
Exercicios:

Resolver as equacdes:
@Rt —Ox Leld— 0Lt by xEy 6 =20 & o) xE— 9% — 1 —0!

Figura 26 — Exercicios (3.° conjunto)

Exercicios: Exercicios:
Resalver as equacpes: Resolva as equagdes seguintes:
a) S%*— T+1=0 ; b) 3x*+ dx=2 R b A ST il S
el e gy 5 R g sy G s B gee g = 4 et Loy
6 6
Figura 27 — Exercicios (4.° conjunto) Figura 28 — Exercicios (5.° conjunto)

ras, tabelas ou diagramas e o grafismo, embora s6brio, comeca a denotar algum cuidado,
surgindo a vermelho forte certos subtitulos como “Problema”, “Exercicios”, “Solug¢es”,
bem como uma caixa envolvendo a férmula resolvente (figuras 23 a 28).

Descrigdo. O primeiro ponto da secgdo 11 inicia-se com a resolugdo de um problema
numérico: “Penso num ndimero positivo. De uma vez, subtraio-lhe trés unidades; de ou-
tra, adiciono-lhe duas. Multiplicando os resultados obtidos, obtenho, como produto, o
ntmero zero. Em que ndmero penso eu?” (p. 40). O problema conduz a escrita de uma
equagio que ¢ resolvida usando a “propriedade de anulamento do produto”. De seguida,
o ponto 2, apresenta um novo problema e uma nova equagio para resolver e no ponto
3 surge, desde logo, uma equagio (2% + V2x = 0), que é resolvida tirando partido da
decomposicio em factores para aplicar a referida propriedade. No decurso das resolu-
¢oes coloca-se, por vezes, a pergunta porqué?, estabelecendo-se, deste modo, um registo
de “didlogo com o leitor”. Os trés primeiros pontos desta sec¢do encerram com quatro
exercicios para resolver (figura 24). O ponto 4 inclui duas novas equagoes (z2 — 9 = 0
e 4% — 3 = 0), que sio resolvidas por aplicagio dos casos notdveis da multiplicacio de
polinémios, vindo depois mais quatro exercicios (figura 25).

Segue-se, no ponto cinco, a resolugio de equagdes completas, recorrendo 2 aplicagio
dos casos notdveis da multiplicagio de polinémios. Apresenta-se, também, a resolugio
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dasequa(_;(’)esx2 4 +4=0,2°4+624+8=0,22-52+6=0,22—22r—4=0
e 2% + 4z — 9 = 0, terminando com a seguinte observagio (indicada “para meditar”):
“na resolugio de uma equagio do tipo Ptbrte= 0, pode comegar por escrever-se

b
x2+bx+c:0@x2+2xxx§+c:0

para, depois se adicionar e subtrair ao 1. membro o quadrado de b/2, isto ¢, 0 guadrado
de metade do coeficiente de x” (p. 45). Estes 5 pontos encerram com trés exercicios para
resolver (figura 26). Os 2 pontos seguintes continuam a apresentar exemplos de equa-
coes ja resolvidas, de complexidade crescente, e terminam propondo mais quatro exerci-
cios (figura 27).

No ponto 13, diz-se que as “equagoes que podem reduzir-se sempre a uma igualdade
do tipo 2% + bz + ¢ = 0 em que a, b e ¢ sio coeficientes reais, supondo a # 07 (p. 47)
sdo equagoes do 2.° grau e faz-se referéncia & forma candnica ou normal. Apresentam-se
os casos em que ¢ = 0 e b = 0, como equagdes incompletas e mostra-se como os resol-
ver deduzindo uma regra prética. Refere-se, ainda, que a solugio deste tipo de equagoes
“s6 existe quando

c
—— >0, pois, em R,
a

nio existem raizes quadradas de um niéimero negativo” (p. 47). De seguida, surge a de-
monstragio da férmula resolvente (p. 48) (figura 28), usando a técnica de completar o
binémio e sem qualquer recurso a linguagem natural. No final da demonstragio diz-se:
“Obviamente, a equagio s6 é possivel quando b2 —4ac>0 ... Porqué?”, pergunta que
se deixa para o aluno responder. Utiliza-se, também aqui, um registo de didlogo com o
leitor. Finalmente, este ponto apresenta dois exemplos resolvidos e quatro exercicios para
resolver.

O ponto 14 contém a simplificacio da férmula resolvente para o caso em que b = 2k,
fazendo a respectiva dedugio e apresenta um exemplo jd escrito na forma candénica
(322 + 8z — 3 = 0). O ponto termina sem propor exercicios para resolver.

Na sec¢do 12, o manual propde quatro problemas, que resolve por diversos processos
(nem sempre por aplicagdo da férmula resolvente). O primeiro é um problema numérico,
o segundo de idades, o terceiro de compras de papel e ldpis e o quarto de Geometria:

1. Ao quadrado de um ndmero adicionou-se o triplo da metade do nime-
ro; a soma obtida ¢ 115. Calcular esse nimero.

2. Interrogado sobre a sua idade, disse o Paulo: Se ao quadrado do ntimero
de anos que tenho adicionares o triplo da metade desse ntimero, obterds a
soma 115. Quantos anos tem o Paulo?

3. Compriamos cadernos e ldpis. Por cada ldpis, pagdmos tantos escudos
g
quantos os ldpis comprados e, da mesma forma, por cada caderno tantos
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escudos quantos os cadernos comprados. Sabendo que a despesa total foi
de 68$00 e que o ndmero de cadernos excede o dos ldpis em 6, determinar
o prego de cada l4pis.

4. Num tridngulo rectingulo, a hipotenusa e a altura a ele referente tém,
respectivamente, 15 cm e 6 cm de comprimento. Determinar os compri-
mentos das projecgoes de cada um dos catetos sobre a hipotenusa.

A secgio encerra com cinco problemas para resolver e suas solugoes (figura 29).

12.5 Resolver os seguintes problemas:

1) Determinar dois nimeros inteiros consecutivos, sabendo que a soma dos
seus quadrados € 61.

2) Num prisma quadrangular recto de bases quadradas, o comprimento
de uma aresta lateral excede em 1 cm o comprimento de qualguer aresta da base.
Sabendo que a superficie do prisma tem 170 cm?® de drea, determinar a altura do
prisma (comprimento das arestas laterais)

3) Um nimero é igual ao quadrado da soma dos seus dois algarismos.
Determinar o nimero sabendo que o algarismo das dezenas excede em 7 o das
unidades.

4) Num trapézio rectangular a diferenca dos comprimentos das bases ¢ de
2 cm. Determinar a altura do trapézio, sabendo que ela é igual ao comprimento
da base menor e que a drea do trapézio € 156 cm?®.

5) A drea de uma sala pode ser coberta com 3000 ladrilhos quadrados ou com
2500 ladrilhos rectangulares. Determinar as dimensoes dos ladrilhos recrangulares
sabendo que o comprimento excede em 2 cm a largura ¢ que esta ¢ igual & dos
ladrilhos quadrados.

Figura 29 — Problemas propostos

Andlise. Como vimos, em termos dos assuntos apresentados, este manual representa uma
nova simplificagio, na medida em que nio fala em equagdes do 2.° grau literais. A sua
maior novidade ¢ a utilizagdo, na abordagem do tema, da linguagem da légica e da teoria
dos conjuntos, caracteristica do periodo da Matemdtica moderna, nomeadamente para
representar a equivaléncia de equacoes e a disjungao de condi¢oes (figura 23). O grafismo
¢ muito sébrio, ndo apresentando figuras ou esquemas (figuras 22-29).

A linguagem deste manual é bastante formal, sobrecarregada de expressoes algébricas
e simbolos 16gicos, como mostra a figura 23. Interpela, por vezes, o aluno, colocando-lhe
a pergunta “porqué?”, para justificagio de alguns passos. Introduz o tema a partir de um
problema numérico, explorando os exemplos num registo de didlogo com o leitor. Os
exercicios sio pouco numerosos e tém um grau de dificuldade muito reduzido (figuras
24-28). Uma inovacio importante é que estes exercicios sio propostos 2 medida que os
assuntos sio abordados, e nao no fim do capitulo, diferentemente do que acontecia nos
manuais anteriormente analisados. Outra diferen¢a em relagio a estes, é que os proble-
mas ndo sio apresentados como exercicios. No entanto, pelos exemplos dados, depreen-
de-se que, tal como anteriormente, consideram-se como problemas questdes onde predo-
mina a linguagem natural e onde ¢ necessdrio comegar por traduzir por uma equagio as
condic¢des indicadas. Alguns dos problemas envolvem situagées de Geometria e do quo-
tidiano. Nio se fala de outras ciéncias, nem se referem elementos de cardcter histérico.
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Anténio de Almeida Costa, Alfredo Osério dos Anjos e Anténio Augusto
Lopes (Matemdtica Jovem)

Apresentagio. Este manual, com 327 pdginas, foi publicado pela Porto Editora em 1983,
j4 em pleno regime democritico pdés-25 de Abril, informando estar de acordo com os
programas vigentes para o ensino secunddrio unificado’’. Destina-se a alunos do 9.° ano
de escolaridade, foi, na sua época, muito usado. Os autores sio, de novo, Anténio de Al-
meida Costa, Alfredo Osério dos Anjos e Antdnio Augusto Lopes, acerca de quem nio
sao dadas informacoes'®.

As equagoes do 2.° grau sdo apresentadas no capitulo 5, com o titulo “Problemas e
Equagées do 2.© Grau” (15 pp.). O capitulo encontra-se dividido em quatro partes, co-
megando com “Equagées do 2. Grau em R” (8 pp.) e “Problemas do 2.© Grau” (2 pp.),
a que se segue um conjunto de tarefas designadas por “Actividades complementares” (3
pp.) ¢ um novo conjunto intitulado “Actividades de revisao” (2 pp.), bem como as res-
pectivas solugoes.

Este manual tem o mesmo formato do anterior (16,3 cm X 22,9 cm). Nio existem
pardgrafos numerados, mas os diversos assuntos sao identificados por pontos, de 1 a 12.
O texto desenvolve-se num registo que mistura a linguagem natural (muito abreviada)
com linguagem algébrica (dominante). Usam-se, com muita frequéncia, os simbolos <
e V. O corpo de letra é o usual e o entrelinhamento reduzido. O grafismo continua s6-
brio, mas denota uma maior atengio, surgindo a azul forte certos subtitulos e a azul fraco
diversas frases e enunciados, bem como a caixa que enquadra a férmula resolvente. Apre-
senta uma tabela em que estao compiladas sete equagdes dos 1. e 2.° grau, indicando os
coeficientes do polinémio do 1. membro e um quadro sem cor de fundo, onde se indica
a definicao de equacio do 2.° grau.

Descrigdo. A primeira parte do capitulo — “Equagées do 2.°© Grau em R” — ini-
cia-se com a resolucio de um problema a partir da qual se define equagio do 2.° grau.
Nos segundo, terceiro e quarto pontos resolvem-se equagdes do tipo 22+ ¢ =0, num
quinto ponto equagdes do tipo az? + bz =0, num sexto ponto equagdes do tipo
az? + bz + ¢ = 0 recorrendo aos casos notaveis e, finalmente, num sétimo ponto apre-
senta-se a férmula resolvente (figura 31) que é aplicada em dois exercicios. Curiosamen-
te, ndo denomina as equagoes 22 +c=0eax?+br=0 como “incompletas”, mas
sim equagoes “com aspecto mais simples” (p. 136). Num oitavo ponto, sintetiza os vdrios
tipos de equagdes do 2.° grau e a sua resolugio e possibilidade em R, fazendo, ainda, re-
feréncia ao caso b = 2k e indicando a forma resolvente simplificada.

Na segunda parte — “Problemas do 2.© Grau” — apresentam-se quatro problemas
resolvidos (o primeiro e o segundo muito parecidos aos do manual anterior ¢ o tltimo
totalmente idéntico):

1. Se ao quadrado de um niimero adicionarmos o seu triplo, obtemos
como resultado 70. Qual é esse niimero?

2. Interrogado sobre a sua idade, disse o Paulo: “o quadrado de metade dos
anos que j4 fiz é igual ao seu quintuplo. Quantos anos tem o Paulo?
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Este caso pode reduzir-se ao anterior:

ax®+ b +c=0 <= x2+%x+%=0

coeficientede x | — de x? pelo termo independente

X = — B S

o b by?_ &
2 < z=-H+4/(m) ¢
g e e ™ e
§ Za a2 a

b b2 — 4ac

§ i e e

_ —b b2 dac
% <~ x= 7a
ur Vamos reter esta formula:
i ano de escolaridade
; £ ["quadrado do Guatro vezes o produic do cosficiente |
z

2 vezes o cosficients de x2 |

Figura 30 — Folha de rosto Figura 31 — Dedugio da férmula resolvente

3. A soma dos quadrados de dois niimeros que diferem de seis unidades é
igual a 68. Quais sdo esses niumeros?

4. Num tridngulo rectingulo, a hipotenusa e a altura a ele referente tém,
respectivamente, 15 cm e 6 cm de comprimento. Calcular os comprimen-
tos das projeccoes de cada um dos catetos sobre a hipotenusa.

Na terceira parte, na seccio intitulada “Actividades complementares”, propoe a resolucio
de nove conjuntos de questoes envolvendo a resolucio de equagoes e cinco problemas
(figuras 32 a 34) e indica as respectivas solugoes. E de notar a complexidade das equagées
apresentadas nas duas dltimas alineas da questao 8 (figura 33).

O capitulo finaliza com uma sec¢io 5.4 — “Actividades de revisao” — constituida
por questoes que envolvem matérias anteriores como inequagoes, sistemas, decomposi-
¢io de polinémios em factores, resolugio de equagtes, resolucio de problemas e simpli-
ficagao de radicais.

Andlise. Este manual, sendo dos mesmos autores que o anterior, apresenta com ele
muitas semelhangas. No entanto, como vimos acima, tem também algumas diferencas.
Uma das mais importantes respeita ao facto de definir equa¢ao do 2.° grau logo na pri-
meira pdgina do capitulo, enquanto que no manual anterior isso sé acontecia na nona
pagina e de modo mais indirecto. Deste modo, enquanto que no manual anteriormente
analisado havia um percurso de trabalho até chegar 4 definicdo geral e consequente reso-
lucdo da equagio do 2.° grau, neste isso ¢ feito logo no inicio, acentuando-se uma abor-
dagem do geral para o particular. Outra diferenga é que estabelece logo desde o inicio,
uma conexao entre equagoes e polinémios, 0 que anteriormente nao acontecia.
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1. Resolver as equacdes em R:
a) x2—49=0 bl x2—27=0 o) x2 =63
a) x2+9=20 el 1000 = x2 fl x?2 —32=42
2. \Verificar que, em R:
g = 4 > x=2Nx= -2 b) x2=0864 < x=08vx~=—08
o) #2=12 < x=23vx=—23 d) x2=—14 < x2=—1.
3. Resolver, em R, as seguintes equactes:
a) x2 —T7x=0 b) x2+7x=20 c) 3x2—2x=0
d) 4x2 = 10x el x2-25x=0 fl o a2=x

gl 01xZ— 0,01z =0.

Figura 32 — Trés primeiros conjuntos de exercicios sobre equagio do 2.° grau

8. Resolver, em IR, as equagBes seguintes:

a) B6x2 —50x +80=20 b) 2x2 + 24x + 70 =0

c) 06x2—2x—-5=0 d 07x2—x+03=0

el (x+4)(x+5 —3x=27 f) xilx —86) =16

g x—2lx+5=2-—x h x—42+(x—1(x+1) =25
0e B = A ek %

r)?*'é—x itz x—1_3'

9. \Verificar que:
a 2+ x+22=17 < x=6vx=—8

bl x2x —N={x+12+3 < x=4vax=—1

Figura 33 — Dois tltimos conjuntos de exercicios sobre equagao do 2.° grau

Resolver os problemas seguintes:
a) Determinar dois nimeros inteiros consecutivos, sabendo gue a soma dos seus quadrados & 61.

b} Num prisma quadrangular recto de bases quadradas, o comprimento de uma aresta lateral
excede em 1 cm o comprimento de qualquer aresta da base. Sabendo que a superficie tem
170 cm? de 4rea, determinar a altura do prisma (comprimento das arestas laterais).

¢) Um ndmero é igual ao quadrado da soma dos seus dois algarismos. Determinar o nimero sabendo
que o algarismo das dezenas .excede em 7 o das unidades.

d) Num trapézio rectangular a diferenca dos comprimentos das bases & de 2 cm. Determinar a altura
do trapézio, sabendo que ela & igual ao comprimento da base menor e que a &rea do trapézio
& 186 cm?.

e) A area de uma sala pode ser coberta com 3000 ladrilhos quadrados ou com 2500 ladrilhos
rectangulares. Determinar as dimensdes dos ladrilhos rectangulares sabendo que o comprimento
excede em 2 cm a largura e que esta é igual & dos ladrilhos quadrados.

Figura 34 — Problemas do 2.° grau propostos

135
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Tal como o anterior, este manual tem uma apresentagio condensada ¢ a sua aborda-
gem envolve um nivel de abstracgdo e formalizacio elevado — em particular, a dedugio
da férmula resolvente ¢ feita de modo extremamente abreviado (figuras 31 ¢ 32). Nao
surge o termo “exercicio”, que é substituido pelo termo “actividade”. O ndmero de ques-
toes propostas ao aluno para resolver aumentou muito em relagio ao manual anterior,
passando de novo para o fim do capitulo. E de notar que duas das equagoes propostas ao
aluno tém alguma dificuldade, apresentando a incégnita em denominador (figura 33).

s problemas continuam a ser enunciados em linguagem natural que é preciso comegar
@) bl nt n d 1 tural
por traduzir por uma equagio e envolvem situagoes aritméticas, geométricas e do quoti-
diano (figura 34). Nao se fala de outras ciéncias nem se referem elementos histéricos.

Maria Augusta F. Neves, Luis Guerreiro e Armando Neves (Matemdtica 9)

Apresentagdo. Este manual foi publicado em 2004, pela Porto Editora, no Portugal demo-
critico do século XXI. Destina-se aos alunos do 9.° ano de escolaridade e é constituido
por dois volumes. O primeiro volume, com 128 pdginas, contém quatro capitulos (Pro-
babilidades e Estatistica; Numeros reais e inequagées; Sistemas de equacoes; Equagdes do
2.0 grau) e o segundo volume, com 144 pdginas contém outros quatro capitulos (Propor-
cionalidade inversa e representacoes gréficas; Trigonometria; Circunferéncia, poligonos
e rotagoes; Slidos geométricos). Trata-se de um dos mais usados, senio mesmo o mais
usado, nesta época. Os autores sio Maria Augusta Neves, Luis Guerreiro e Armando Ne-
ves de quem nio é feita qualquer apresentagio’.

Cada capitulo inicia-se com um separador de duas paginas. O capitulo “Equacées do
2.0 grau” (22 pp.) estd dividido em quatro sec¢des (todas elas com 4 pp.): (i) “Operagoes
com polinémios. Casos notdveis da multiplicacio de polindmios. Decomposi¢io em fac-
tores (Revisao)”; (ii) “Resolucao de equagbes de 2.° grau incompletas. Lei do Anulamen-
to do Produto (Revisdo)”; (iii) “Resolucdo de equagées do 2.° grau completas. Férmula
Resolvente”; e (iv) “Resolugio de problemas do 2. grau”. Cada uma das sec¢des apresen-
ta uma explicagdo do respectivo tépico, diversos exemplos resolvidos de questoes relativas
a esse tépico e uma pequena sintese de 7 a 10 linhas (2 pp.) a que se segue um conjunto
de “Problemas propostos”, o ultimo dos quais apresentado como “Reflexdo/Discussao”
(2 pp.). O capitulo termina com duas sec¢oes designadas “Palavras-chave/Conhecimen-
tos e Capacidades Especificas” (4 pp.) e “Avaliagio” (4 pp.).

Este manual tem um formato maior que todos os anteriores (20,3 cm X 28,6 cm),
sem pontos ou pardgrafos numerados. As frases sdo predominantemente curtas e directas
(por exemplo: “efectua-se o produto de polinémios”; “reduzem-se os termos semelhan-
tes”). O texto estd redigido numa mistura de linguagem natural e linguagem algébrica,
com predominio desta dltima. Usam-se com frequéncia o simbolo < e também V. O
corpo de letra ¢ o usual e o entrelinhamento reduzido. Apresenta numerosas figuras e um
grafismo bastante trabalhado, com espagos diferenciados dentro da pdgina, bastantes co-
res, marcas especiais, etc.. Todos os tépicos sio abordados do mesmo modo e no mesmo
ndamero de pdginas (basicamente 2 pp. com exposi¢ao e exemplos e 2 pp. com exercicios).
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Nora
Sera dificil deduzir a formula resolvente?
Acompanhe ¢sta deducio.

ax* +bx+e=0, a#0

Dividem-se por a os termos da equagio:
b

> c
r+ym+ag0

¢

A
a”

= al+

a

Adiciona-se a cada membro f.—, de modo
7

a formar o quadrado de um binémio.

b o_b e

1. Parte - 9." ano

x2+zx+4d-_‘-_4dl Ta
b\ b —4ac
o (vegy) -

Aplica-se a definicao de raiz quadrada.
[b* — dac
4

Simplifica-se a expressao.

e -
b, Vb - dac

X=- I
2a 2a

Formula resolvente de qualquer
equagio do 2.7 grau

Figura 35 — Folha de rosto Figura 36 — Deducéo da férmula resolvente,
numa nota & margem do texto

No final de cada secgio, aparece uma pequena sintese de 7 a 10 linhas sobre o assunto
tratado.

Descrigdo. O separador do capitulo contém uma breve referéncia aos assuntos a apren-
der e indica o que os alunos ja devem saber: “Operar com polinémios; Aplicar os casos
notdveis da multiplicagdo de polinémios; Decompor em factores um polinémio e Resol-
ver equagdes do 2.° grau incompletas” (p. 86). A margem da segunda pdgina do separa-
dor contém uma breve “Nota Histdérica” com uma pequena frase alusiva ao trabalho com
a equagio do 2.° grau de Diofanto, Aryabhata, Al-Khwarizmi e Viéte e apresentando um
exemplo da resolugio (geométrica) de uma equagio por Al-Khwarizmi.

Depois, o capitulo inicia-se com duas secgoes com “revisdes” de assuntos ja conheci-
dos dos alunos (acima indicados) (pp. 88-95). Em seguida, numa terceira secgao intro-
duz, através de um problema geométrico, as equagées do 2. grau completas e a f6rmu-
la resolvente. Chama a atencio para a expressio b? — 4ac, relacionando o facto de ser
maior, igual ou menor que zero com o niimero de raizes da equagio (p. 97). Esta seccao
apresenta, sob a forma de nota, a dedugio da férmula resolvente (figura 36), pela técnica
de completar o binédmio, usando linguagem algébrica fortemente apoiada pela linguagem
natural.
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1. Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(A) Aequagdo (x—3)°=x" éuma equagdo do 2.° grau.

—
o
~—

A equacdo 3x° — 3x =5 esta escrita na forma canénica.

(C) Uma equagao do 2.° grau pode nao ter solugdo.

S
=

A equacdo (x—5)°=16 tem as solucdes 4 e — 4.

A%

. A figura representa dois guadrados, sendo um interior ao outro.
Qual das sequintes afirmacdes é verdadeira?

s 3cm >

(A) Se o lado do quadrado duplica, a area duplica.
(8) Sabendo que area do quadrado maior é 64 cm?, entdo, x=8cm .
{C) A expressdo (x —3)®—x’ representa a area da parte colorida a verde.

(D) Se x=5, aérea da parte colorida a verde & 39 cm®.

Figura 37 — As duas primeiras questoes do final do capitulo

A quarta secgio diz respeito a resolugio de problemas do 2.° grau. Refere que na “re-
solugdo de um problema, [deve-se] fazer um desenho ou um esquema que pode ajudar a
formar uma equagao que relacione os dados e a incdgnita. Em seguida resolve-se a equa-
¢do e interpreta-se as suas solugoes” (p. 100). Apresenta a resolugio de trés problemas,
dois geométricos e um numérico, sistematizando, de novo, as sugestoes anteriormente
indicadas:

1. Ampliou-se um terreno quadrado aumentando 8 m ao lado. A 4rea do
terreno ampliado é 625 m”. Qual era o comprimento do lado do quadra-
do inicial?

2. O produto de um niimero pela sua terca parte é 48. Qual é o ndmero?

3. Um engenheiro tem 130 m de rede e com ela pretende vedar um jardim-
infantil com a forma de um rectingulo de 1000 m* de drea. Serd que ¢é pos-
sivel? Se sim, explique as suas razoes e indique as dimensées do jardim.

A sec¢do termina propondo problemas para resolver, um numérico, quatro geométricos,
dois relativos a fungdes e um do estilo adivinha® (2 pp.).
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2. Resolva cada uma das seguintes equacdes ndo recorrendo a formula resolvente.

214-9=0; 2.2 (x=5)7=0;
23-¥4+7=0; 2_{.2;2_—_%;(;
2.5 {x+3)3E=0; 2.6 (x-2)7°=9;
2.7 (x—4)P=5; - k116,

(F5)

Observe a figura.

0 volume do paralelepipedo que a grua esta
a levantar é de 24 m*.

3.1 Determine as dimensdes do paralelepi-
pedo.

3.2 Qual & a massa do paralelepipedo se
5 m* do mesmo material tém a massa
de 7500 kg ?

4, Para cada uma das seguintes equacdes, escreva-a na forma canénica e use a
farmula resolvente para determinar as solugdes.

4.1 2x* +3x=-2; 4.2 x(x+2)=8;

o deth S e e
B e E

Figura 38 — Trés das questoes de maior complexidade do final do capitulo

O capitulo apresenta, ainda, uma sintese da matéria, com palavras-chave e conheci-
mentos e capacidades especificas — traduzir um problema por uma equagio do 2.° grau,
escrever uma equacio do 2.° grau na forma candnica, resolver equagdes do 2.° grau in-
completas, aplicar a férmula resolvente na resolu¢io de uma equagio do 2.° grau, e resol-
ver problemas formando e resolvendo equagoes.

A seccio “avaliagio”, que encerra o capitulo, tem tarefas de dois tipos: cinco “Ques-
toes de escolha multipla® (2 pp.) (figura 37) e nove “Questoes de desenvolvimento” (2
pp-)> que incluem tanto equagbes como problemas para resolver (figuras 38 e 39). No
final do livro, sao apresentadas as solucoes de todas as questoes propostas em todos os
capitulos.

Andlise. Este manual apresenta uma extensa revisao de assuntos ja estudados anterior-
mente — operagdes com polindémios, casos notdveis da multiplicagao de polinémios, de-
composi¢ao em factores e resolucio de equagoes de 2.° grau incompletas, usando, se ne-
cessdrio, a lei do anulamento do produto. Introduz depois dois novos temas — resolugio
de equagoes do 2.° grau completas através da férmula resolvente e resolugio de proble-
mas do 2.° grau. Contém numerosas figuras e esquemas de suporte a resolu¢do das ques-
toes propostas como exemplos.
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8. Calcule a area de cada um dos triangulos.

10 cm

9. 0 espago, em metros, percorrido por um corpo em queda livre e sem atrito, é,
aproximadamente, e =5t%, onde t representa o tempo, em sequndos, desde
o inicio da gueda.

9.1 Do cimo de uma torre deixou-se cair uma moeda que demorou 3 segun-
dos a chegar ao solo. Qual é a altura da torre?

9.2 Um para-quedista langou-se de um avido e percorreu em queda livie 720 m .
Quanto tempo demorou a abrir o para-guedas?

Figura 39 — Duas tltimas questées do final do capitulo

Na primeira parte de cada secgio, os conceitos sdo introduzidos através de situagoes
ou problemas numéricos, geométricos ou do quotidiano e apresentam-se diversos exem-
plos resolvidos. Na segunda parte, surgem questoes para resolver, algumas das quais pu-
ramente matemdticas e outros contextualizadas. O final do capitulo apresenta, de novo,
exemplos resolvidos e questdes para resolver, bem como questoes de dois niveis de difi-
culdade distintos (as mais simples sio de escolha multipla). A maior parte das questoes
sio de complexidade reduzida (figuras 37-39). No entanto, nunca surge a designagao
“exercicio”. Em contrapartida, o termo “problema” aparece profusamente. No inicio do
capitulo, existe uma referéncia a aspectos histéricos, comentando os métodos usados por
diversos matemdticos em diferentes épocas na resolugio de equagoes do 2.° grau.

Discussao

Verificamos que, nos dltimos 120 anos em Portugal, existem mudangas muito significa-
tivas no modo como os alunos véem tratadas, pelos manuais, as equagoes e problemas do
2.0 grau. Em primeiro lugar, o grande formalismo ¢ pendor abstracto do livro de Augusto
José da Cunha, que se colocava sempre que possivel num ponto de vista geral, organizan-
do o seu discurso a partir da consideragio de equagdes literais envolvendo expressoes al-
gébricas complexas, deu origem a abordagens mais simples, em que se parte de equagoes
numéricas de reduzida complexidade. Naquele manual, comegava-se por estudar expres-
s6es envolvendo radicais do 2.° grau e o quadrado e a raiz quadrada de mondémios e po-
linémios e s6 depois se passava ao estudo das equacoes do 2.° grau a uma incégnita. Pos-
teriormente, o estudo desta equagio passou a assentar apenas em conhecimentos prévios
sobre a equacio do 1.° grau, operagdes com polindémios e casos notdveis.
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Nos manuais mais recentes, nota-se um reforgo dos elementos contextuais (em espe-
cial, situagoes de “pensar em niimeros” e exemplos do quotidiano), usa-se uma lingua-
gem mais simples e toma-se como ponto de partida a discussao de exemplos concretos.
Deixaram de se enunciar “defini¢oes” e “teoremas”. Tudo isto representa uma evolugio
no sentido da simplificagdo e desformalizagao. No entanto, este movimento de desfor-
malizacio foi em parte interrompido com a Matemdtica moderna. A partir do manual de
1974 de Anténio Almeida Costa, Alfredo Osério dos Anjos e Antdnio Augusto Lopes,
comegam a ser usadas a terminologia e as notagdes da légica matemdtica e da teoria de
conjuntos, tais como os sinais de equivalente, conjuncio e disjun¢ao, bem como as cha-
vetas { } e a expressio “conjunto-solugio”. O manual analisado mais recente, de 2004,
combina um forte uso da linguagem algébrica com alguns elementos da linguagem légi-
ca e podemos perguntar-nos se estd realmente ajustado a capacidade de compreensao da
generalidade dos aluno a que se destina.

Em segundo lugar, as questdes trabalhadas na primeira abordagem a este tépico fo-
ram progressivamente simplificadas. Desapareceram ou foram remetidas para mais tarde
certas “aplicagdes” da equagdo do 2.° grau como o estudo da existéncia e nimero de ra-
{zes, usando o binémio discriminante. As equagoes literais do 2.° grau, que surgem nos
quatro primeiros livros considerados, deixam de aparecer. O mesmo acontece com assun-
tos que sio abordados nos trés livros mais antigos, como a relagio entre a equagao do 2.°
grau e o trinémio do 2.° grau, a fun¢io quadrdtica e os niimeros complexos.

Em terceiro lugar, hd uma evolu¢io muito interessante nas tarefas propostas aos alu-
nos para resolverem. Por um lado, as questdes apresentadas diminuem progressivamente
na sua complexidade e, por outro lado, para além da técnica de cdlculo, comegam a re-
querer também compreensio de conceitos e interpretagio de situagdes. Em todos os ma-
nuais, o estudo da equagao do 2.° grau ¢ dos problemas do 2.° grau aparecem associados,
seja incluidos no mesmo capitulo, seja em capitulos contiguos. Como se constata pelos
problemas de cada um dos manual anteriormente apresentados (resolvidos ou por resol-
ver), durante todo este periodo, os mais frequentes sio os problemas numéricos, geomé-
tricos e do quotidiano, surgindo, de vez em quando, um ou outro problema de Fisica.
Nos problemas numéricos, geométricos e de Fisica ndo se nota muita evolugio, a nio ser
na construgao frasica. Pelo contrdrio, nos problemas do quotidiano nota-se uma assinald-
vel mudanca de temas, tendo desaparecido, por exemplo, os problemas de reparti¢io de
dinheiro.

E de notar que, inicialmente, todas as tarefas eram designadas por “exercicios”, e ti-
nham grande complexidade. Também eram propostos “problemas”, sendo estes enuncia-
dos em linguagem natural que era necessdrio traduzir por uma equago, a resolver pelos
métodos entretanto aprendidos. O termo “exercicio” desapareceu no manual de 1983,
sendo substituido por “actividade” e o termo “problema” continua bem presente, mas
designa tarefas dos mais diversos tipos, incluindo algumas que a maioria dos educadores
matemadticos consideraria exercicios simples. Deste modo, nem nos manuais do passado
nem no que estd mais préximo, o significado dos termos “exercicio” e “problema” corres-
ponde ao que ¢ hoje usual em educagio matemdtica.
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Ao longo deste periodo de mais de um século, nota-se um movimento progressivo de
didactizagao, ou se¢ja, uma procura de tornar os assuntos mais compreensiveis. Isso ¢ vi-
sivel, por exemplo, pelo modo de apresentacio do processo de resolugio das equagoes do
2.° grau. Nos manuais mais recentes (a partir do de Dias Agudo), a resolucio de equa-
¢oes do 2.0 grau envolvendo a aplicagio da férmula resolvente sé aparece apés algum tra-
balho com equagdes numéricas incompletas ou completas, recorrendo a transformagio
do primeiro membro num caso notdvel e a lei do anulamento do produto. Sé depois se
abordam as equagbes completas e se dao orientagdes e regras praticas para a resolugio de
equagdes de qualquer tipo. Outro aspecto deste movimento de didactizagio é a opgao
por partir de problemas (em vez de apresentar as equagdes sem qualquer motivagio), bem
visivel nos quatro manuais mais recentes. E de registar, por fim, a inclusdo de uma sintese
com os pontos principais a recordar pelo aluno, que surge ja no manual de Dias Agudo
de 1938 ¢ que se torna num dos pontos recorrentes do manual de Augusta Neves, Luis
Guerreiro e Armando Neves de 2004.

A natureza do texto muda com a época em que ¢é escrito. Até & década de 50, os ma-
nuais apresentam um texto coeso e revelam um grande cuidado na escrita, passando para
um texto mais informal com o livro de 1974, que frequentemente questiona o aluno ao
longo da apresentagao dos assuntos, e dai evoluindo para um texto segmentado em frases
muito curtas e directas, como o manual de 2004.

No grafismo adoptado nos quatro primeiros manuais, sobressai a grande densidade
do texto. De um modo geral, os manuais mais antigos distinguem-se por nao apresenta-
rem esquemas, tabelas e figuras. Verifica-se uma evolu¢io gradual no tamanho da letra e
no aligeiramento da mancha escrita. A partir dos manuais de Anténio Almeida Costa e
colegas, nota-se uma atengio crescente ao grafismo, com a introdu¢io de uma segunda
cor. Este movimento d4 lugar a um grafismo elaborado, recheado de cores e figuras, bem
patente no Ultimo manual considerado e que exige um grande esfor¢o de producio gri-
fica. Neste manual, deixam de existir pardgrafos numerados ou divisao por pontos, pas-
sando a organizacio a ser por subtemas tratados de forma padronizada.

Note-se, ainda, que nos quatro primeiros manuais (um do século XIX e trés do sécu-
lo XX), os autores sio apresentados como sendo figuras importantes do meio académico
e profissional e ém um papel preponderante. Trata-se, pois, de “livros de autor”. Isso jd
nio acontece nos trés tltimos manuais analisados, em que os autores assumem um lugar
mais discreto e que aparecem, sobretudo, como “livros de editora”.

Conclusao

Em suma, concluimos que os contetdos leccionados ¢ a sua abordagem sofreram grandes
alteragoes. O leque dos assuntos tratados diminuiu consideravelmente. A complexidade
dos exemplos discutidos e das tarefas propostas para o aluno resolver diminuiu visivel-
mente. Existe presentemente uma maior preocupacio em ir de encontro ao aluno, apre-
sentando-lhe situagbes proximas da sua experiéncia e do seu quotidiano. Existe também
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uma grande preocupagdo em tornar atractivo o estudo da Matemdtica a custa de elemen-
tos visuais, o que deu origem, no manual mais recente, uma grande profusao de elemen-
tos decorativos. A prépria natureza dos manuais muda consideravelmente: de livros de
autor tornam-se livros de editora, sujeitos as leis do mercado, disputando a preferéncia
do publico consumidor. Verificamos, assim, que muito mudou neste periodo na abor-
dagem da equacio do 2.° grau, quer em termos do contetido matemdtico propriamente
dito (conceitos chave estudados, sua articulagio, seu nivel de abstracgao), quer nos exem-
plos e tarefas propostas (sobretudo na diminuigio do nivel de complexidade) e nas abor-
dagens didécticas (maior recurso a exemplos, maior variedade de exercicios, profusio de
sinteses), quer ainda na natureza do discurso escrito (que se tornou mais sintético) e do
grafismo (que se tornou exuberante). As potencialidades das novas tecnologias, que co-
megam agora a ser exploradas, e as novas exigéncias curriculares, obrigardo, certamente,
a que esta evolugdo continue, talvez de forma ainda mais acentuada, procurando corres-
ponder as necessidades e interesses dos alunos.

E de salientar, finalmente, as diversas re-significagdes que os termos “exercicio” e “pro-
blema” assumem ao longo do tempo. Nos primeiros manuais, os exercicios sio tarefas de
grande complexidade e os problemas sao um tipo particular de exercicios, com um enun-
ciado em linguagem natural. Com o tempo, os exercicios passam a incluir uma grande
diversidade de tarefas que, de um modo geral, vio assumindo uma complexidade cada
vez menor. Mais tarde, o termo “exercicio” é substituido pelo termo “actividade” e, no
tGltimo manual, o termo mais abrangente que designa todo o tipo de tarefa é “problema”.
Nesta evolugio, nota-se o efeito da educagio matemdtica, que desvaloriza o conceito de
exercicio (contribuindo para o seu desaparecimento dos manuais) e valoriza o conceito
de problema (contribuindo para o refor¢o da sua visibilidade). A tendéncia para a simpli-
ficacdo das tarefas propostas aos alunos é certamente consequéncia de mudangas no papel
da escola, nomeadamente com o seu alargamento a novos publicos escolares. Finalmente,
evidencia-se, também, a grande capacidade de adaptagio dos préprios manuais, que se
apropriam de termos usados em educagio matemdtica, como “actividade” e “problema”,
resignificando-os de acordo com os seus objectivos.

Notas

1 O “teorema fundamental da Algebra” e o “teorema da Galois” sobre a resolubilidade das equagoes
algébricas, ambos demonstrados no século XIX, constituem o culminar da teoria das equagées algébri-
cas, encerrando o chamado periodo da “Algebra cldssica”.

2 Esses alunos frequentariam actualmente 9.° ano de escolaridade.

3 No sistema de livro tnico, o0 Governo escolhe um manual para ser usado em todas as escolas do pais
por um certo perfodo.

4 Nas expressoes indicadas entre aspas, mantivemos o grafismo original.

5 O que corresponde actualmente aos 8.° ¢ 9.° anos de escolaridade.

6 O ndmero de pdginas indicado para cada § ou ponto é aproximado as unidades, pelo que, por ve-
zes, a sua soma nao coincide com o nimero de pdginas do capitulo.
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7 Ao longo de todo o artigo, por opcio de estilo, usa-se com frequéncia a linguagem “o manual refe-
g g ¢ q guag
re...”, “o capitulo indica...”, “a seccdo apresenta...”, em vez de “o autor indica...”
8 Neste artigo designa-se por “problema numérico”, um problema cujo enunciado indica a existéncia
g g por p P ]

de certas relacoes entre diversos niimeros, sem fazer qualquer outra referéncia a elementos contextuais.
G qualq

9 O que corresponde aos actuais 10.° ¢ 11.° anos de escolaridade.

10 O que corresponde a0 9.° ano de escolaridade actual.

11 Francisco Dias Agudo foi professor do ensino liceal, tendo sido, a partir de 1941, Reitor do Liceu
de Pedro Nunes.

12 O manual nio informa de que edi¢o se trata, mas a primeira edi¢do, num formato de pdgina me-
nor, data de 1952.

13 Correspondente ao 9.° ano de escolaridade actual.

14 Actual 9.° ano de escolaridade.

15 Antdnio de Almeida Costa foi um matemdtico portugués, professor na Faculdade de Ciéncias da
Universidade do Porto entre 1928 e 1952 e na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa entre
1952 ¢ 1973, ano em que se jubilou. Alfredo Osério dos Anjos e Antdnio Augusto Lopes foram pro-
fessores no ensino liceal, o primeiro no Liceu de Pedro Nunes, em Lisboa, € o segundo no Liceu de D.
Manuel II, no Porto.

16 Por exemplo: “Termos e proposicoes; Expressoes designatdrias; Expressées proposicionais; Conjun-
¢io de condicées; Relacio de ordem em R; Inequagées do 1.0 grau; Disjuncao de condi¢oes; Decompo-
sicao de polinémios em factores.

17 Em 1987 foi publicada a 3.2 reimpressio da 2.2 edi¢do, que ¢ exactamente igual a esta 1.2 edigio.
18 Ver nota na sec¢io anterior.

19 Maria Augusta Neves ¢é professora no Instituto Superior de Contabilidade e Administragio do Ins-
tituto Politécnico do Porto. Luis Guerreiro e Armando Neves sio professores do ensino secunddrio.

20 “Nés, os burros, somos muito sociais. O quadrado da décima parte de nés vai 4 feira acompanhar
os respectivos donos; a quinta parte de nés passeia as criancinhas pela serra ¢ os 15 restantes mostram a
aldeia antiga aos turistas. Afinal, quantos burros somos?” (p. 103).
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Resumo. Este artigo analisa 0 modo como as equagdes do 2.° grau sio abordadas em sete manuais es-
colares publicados entre o fim do século XIX e o inicio do século XXI, escolhidos entre os mais utiliza-
dos em cada periodo. Analisamos a forma como este assunto ¢ apresentado em cada manual, incluindo
a abordagem do tema, os exemplos e as tarefas propostas para o aluno resolver, bem como os contextos
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utilizados e a linguagem e grafismo. A andlise realizada mostra que o assunto foi tendo um tratamento
cada vez mais simplificado, tanto nos contetdos como nas tarefas propostas e na linguagem, notando-
se a influéncia da Matemdtica moderna com a introdugio de elementos da ldgica ¢ da teoria dos con-
juntos. Ressalta, ainda, uma evolugio muito interessante no uso dos termos “exercicio” e “problema’”.
Numa primeira fase, os exercicios tendiam a ter grande complexidade e designavam-se por problemas
os que tinham um enunciado em linguagem natural. Mais tarde, o termo “exercicio” ¢ substituido por
“actividade”. No manual mais recente, o termo “exercicio” desaparece e o termo “problema” passa a de-
signar tarefas de tipo muito diversificado, incluindo tarefas extremamente simples.

Palavras-chave: Algebra; Equagoes; Tarefas; Manuais; Histéria do Ensino da Matemdtica.

Abstract. This paper analyses the way 2nd degree equation are studied in seven school mathematics tex-
tbooks published between the end of the XIXth century and the beginning of the XXIst century, cho-
sen among the most used in each period. We analyze the way this subject is presented in each textbook,
including the way the theme is approached, the examples and the tasks proposed to the student, as well
as the contexts used and the language and graphic style. The analysis undertaken shows that the topic
had an approach increasingly simplified, in its content, in tasks proposed and in the language, and it
can be noted an influence of modern mathematics with the introduction of elements of logic and set
theory. It also stands a very interesting in the use of the terms “exercise” and “problem”. In a first phase,
the exercises had a great complexity. Those that were phrased in natural language were called proble-
ms. Later, the term “exercise” is substituted by “activity”. In the more recent textbook, the term “exerci-
se” disappears and the term “problem” begins designating tasks of a much diversified nature, including
very simple tasks.

Key words: Algebra; Equations; Tasks; Textbooks; History of Mathematics Teaching.
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