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Introdugio

Duval (1993, p. 51) remarca que o acesso a um dado objeto matemadtico sé ¢ possivel
por meio da representagio desse objeto e que «A compreensao (integral) de um contet-
do conceitual repousa sobre a coordenagio de ao menos dois registros de representagio
e, esta coordenagio, manifesta-se pela rapidez e espontaneidade da atividade cognitiva de
conversio.» A passagem entre dois registros pode ter certo grau dificuldade que depende
do que Duval (1988a, p. 8) chama de congruéncia semantica: «Duas expressdes podem
ser sindnimas ou referencialmente equivalentes (elas podem «dizer a mesma coisa», elas
podem ser verdadeiras ou falsas conjuntamente) e nao serem semanticamente congruen-
tes: neste caso hd um custo cognitivo importante para a compreensao.» Um exemplo bas-
tante simples ¢ a defini¢io de médulo de um nimero real z que pode ser dada por uma
das expressoes seguintes:

-z, <0

>
ol ={ 5 T2 e el = Ve

Para calcular, por exemplo, o limite seguinte,

. 2 4++/1—2
lim —————,
T——00 T + 5
podemos iniciar a solugio dividindo e o denominador da fragao por z = —|z| = —Vz?

inspirados na segunda defini¢io de médulo e uma vez que * — —00. Deste modo, te-
mos os seguintes passos:
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Vaz2+/1—z
. 2 +/1 — . V2
im ———— = lim ——F—

T——00 T+ 5 T——00 mTH)
2 — [1—x
. “ +.’,E21 < . V 1 + xt
= hm - — = hm -5
T——00 1+ 2 T——00 1+ >

o que resulta, finalmente,

) 2+ /1 —
lim —m———

=—1.
T——00 x+5

Cada uma das defini¢ées possui significado préprio, aparentemente a primeira delas mais
préxima da ideia de mdédulo de um ntimero real. No entanto, para resolver este exerci-
cio, a segunda defini¢io de médulo mostrou-se ser bem mais congruente com o tipo de
tratamento implementado.

Duval (1993, p.18) assinala ainda que «As representagdes diferentes de um mesmo
objeto, ndo ém evidentemente o mesmo contetido. Cada contetido é comandado por
um sistema pelo qual a representagio foi produzida. Dai a conseqiiéncia de que cada re-
presentacio nio apresenta as mesmas propriedades ou as mesmas caracteristicas do obje-
to. Nenhum sistema de representacio pode produzir uma representagio cujo contetido
seja completo e adequado ao objeto representado.

Na coordenagio entre dois registros, hd duas operagdes: uma delas chamada de con-
versao quando operamos com registros de sistemas semidticos diferentes e a outra de tra-
tamento no caso de operagdes com registros de um mesmo sistema semidtico. Por exem-
plo, a frase «Seja ABC' um tridngulo qualquer e h a altura relativa ao lado AC» pode ter
como representagio a Figura 1 seguinte:

A

C

Figura 1 — Figura obtida por conversio da frase «Seja ABC um tridngulo qualquer e / a altura rela-

tiva ao lado AC» .

Para efetuar a passagem da frase para a figura a operacio de conversio é requerida por se
tratar de sistemas de representagio distintos. Para resolver uma equagio, como por exem-



®

Estudo da conversio de fungies entre registros simbélico e grdfico no ensino universitdrio 99

plo, 2z — 3 = 5, com os passos seguintes 22 = 8 ¢ x = 4, utilizando propriedades al-
gébricas, operagoes de tratamento sio efetuadas. Para maiores detalhes sobre estas ques-
toes, consultar Duval (1995, 1996, 2003).

Além da forma linguistica e numérica das fungoes de uma varidvel real, interessa-nos
neste trabalho ainda as formas nos seguintes registros:

— de representagao simbdlica:

y:A— B
y=y(z)

sendo A e B subconjuntos dos reais e y(x) a expressao analitica da fungio y;

7

— de representagio gréfica que ¢ a fungio representada por uma curva no plano
cartesiano.

A passagem de uma fun¢io na forma de representacio simbdlica para a representacio
gréfica exige a operagdo de conversio. Duval (1988b) faz referéncia aos tipos distintos de
procedimentos nas conversdes entre representagoes de uma mesma fungio:

— Um deles ¢ o procedimento de obtengio, a partir da forma de representacio sim-
bélica, a forma gréfica por meio de alguns pontos que sio determinados por subs-
titui¢do na expressao analitica da fungio. Tais pontos sio localizados em um siste-
ma de eixos graduados para que em seguida a curva possa ser tracada com a jun¢ao
desses pontos. Neste modo de operar nio hd ligagio entre o gréfico e a expressao
analitica da funcio correspondente. Diversos problemas podem surgir desta forma
de proceder devido ao fato de que se hd congruéncia seméntica entre um par orde-
nado e a sua representaco cartesiana, o mesmo no se pode dizer de um conjunto
de pontos no plano cartesiano e uma regra matemdtica (expressao analitica) a ele
equivalente. Um grupo de pontos no plano cartesiano nio indica necessariamen-
te a expressdo analitica da fungao: cada ponto isoladamente pode satisfazer uma
determinada expressao, no entanto, tal conjunto de pontos pode nio definir uni-
camente uma expressao analitica. Mesmo em se tratando de fungdes, como por
exemplo as fungoes quadrdticas y = ax? + bz + ¢, um grupo de ponto origina-
dos deste tipo de fungio nio define de maneira direta os coeficientes a, b e c.

— Diferente deste, o procedimento de interpretagao global das propriedades figurais,
o conjunto fragado/eixo forma uma imagem que representa um objeto descrito por
uma expressao analitica que permite que se identifiquem as modificacdes possi-
veis conjuntamente na imagem e na expressio analitica. Como diz Duval (1988b,
p. 237), «neste tipo de tratamento nao estamos em presenca da associagio um
ponto < um par de niimeros, mas na associagao varidvel visual da representacio
unidade significativa da escrita algébricar. O exemplo tratado no Quadro 1, a se-
guir, usa este tipo de desenvolvimento ¢ indica as varidveis visuais pertinentes ¢ as
unidades significativas correspondentes. Convém salientar que este autor quando
trata deste tema tem por referéncia o ensino bésico.
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Para manter vivaarelagio entre y e o seu gréfico no plano cartesiano, Moretti (2003)
preferiu utilizar a forma y — y1 = a(z? — 1) das fungoes y = az? + bz + ¢
que mostra com mais facilidade elementos constituintes da pardbola. Por exem-
plo, para representar a fungio z; = 222 — 82 — 10 no plano cartesiano, esta
fungio recebe um novo registro 21 + 18 = 2(x — 2)? que revela de forma ime-
diata alguns elementos desta curva (por exemplo, o vértice e que z; possui raizes
reais) e também mostra que a sua representagio grafica pode ser obtida, por exem-
plo, a partir de zo = 222 com duas translagoes, uma horizontal a direita em duas
unidades e outra vertical para baixo em 18 unidades. As duas formas se comple-
tam, uma revela de forma imediata o vértice e que a fungio possui raizes reais e a
outra mostra em que ponto a pardbola corta o eixo das ordenadas. Ambas também
mostram que a concavidade da pardbola estd voltada para cima indicando a dire-
¢ao do foco. Neste modo de proceder nio hd pontos arbitrdrios em jogo, o esboco
procura centrar-se em elementos significativos da pardbola.

— Além destes modos, podemos ainda incluir o modo informdtico em que a forma
grifica da fungao ¢ obtida com o uso de programas computacionais que cada vez
mais se tornam presentes nos meios educacionais. Em alguns paises, como por
exemplo em Portugal, o uso da calculadora gréfica ¢ obrigatério, «No tema «fun-
¢Oes», presente ao longo de trés anos do ensino secunddrio, o programa [de ma-
temdtica] refere que os alunos devem abordar as diferentes representacoes de uma
funcio: a verbal, a numérica, a algébrica ¢ a gréfica.» (Romano e Ponte, 2008, p.
183). O modo de efetuar o grafico por estes programas ¢ também o procedimento
por pontos. Diferentemente da quantidade de pontos calculados do modo manu-
al, neste caso, muitos pontos sao calculados, localizados no plano e unidos para
formar a curva. O que o usudrio vé simplesmente, quando nio h4 problemas em
situacoes limites no cdlculo dos pontos, é o tracado da curva. As vantagens nes-
te modo de conversio sdo diversas como por exemplo a importincia da rapidez
na visualizagdo da curva, a rapidez também nos casos de mudancas de escalas, de
pardmetros. Enfim, essa rapidez com que a curva pode ser mostrada traz enormes
vantagens permitindo técnicas de ensino com uso das novas tecnologias.

Para o ensino bdsico Moretti (2003) e mais recentemente Silva (2008) em sua disserta-
¢do de mestrado apresentam possibilidades na conversio entre representagdes das fun-
¢oes estudadas no ensino secunddrio utilizando o procedimento de interpretagao global
das propriedades figurais preconizado por Duval (1988b). No ensino universitdrio a pos-
sibilidade de procedimento de conversio que permite acompanhar modificagoes simul-
tAneas entre os registros de representagio simbdlica e grafica ¢ praticamente inexistente
dada a variedade e complexidade das funcoes que sao estudadas. Citemos, por exemplo,
além das aquelas tratadas no ensino secunddrio e fundamental, as fun¢oes polinomiais
de grau maior do que dois, as funcoes racionais, as fun¢des hiperbélicas, etc. E bem ver-
dade também que o tragado de curvas cada vez mais passa a ser tratado com programas
computacionais que o fazem com maior rapidez e, na maioria dos casos, com maior se-
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guranga quanto a sua corre¢ao. Deste modo, do nosso ponto de vista, para que o estudo
sobre o tracado de curvas promova ou se aproxime da interpretacio global de proprieda-
des figurais é necessdrio que facamos uma andlise das propriedades peculiares de partes
constituintes de curvas. Em Duval (1988b, p. 240) encontramos este tipo de anilise, ele
ressalta, em fungio linear/afim, a importincia da andlise qualitativa, de perceber no coefi-
ciente angular o sentido da inclinagio e para o caso das funcées reais do tipo y = ax + b
apresenta o quadro que transcrevemos a seguir:

Quadro 1 — Andlise da curva y = az + b

Varidveis Unidades simbélicas
.. Valores
visuais correspondentes
Sentido da ascendente coeficiente > 0 auséncia do simbolo —
inclinagao  descendente coeficiente < 0 presenca do simbolo —
Angulo particdo simétrica  coef. var. = 1 nao tem coef.
com 0s Angulo menor (45°)* escrito
eixos angulo maior (45°)*  coef. var. < 1
coef. var. > 1
Posicao corta acima acrescenta-se uma constante sinal +
sobre corta abaixo subtrai-se uma constante sinal -
0 eixo corta na origem nio tem corregao aditiva

* Duval refere-se ao 4ngulo entre a reta e o eixo das abscissas que é medido a partir deste eixo no sentido
anti-hordrio com eixos monométricos.

Neste quadro percebe-se a relagao entre as modificacbes nas expressoes analitica e as mo-
dificagbes na figura e vice-versa. O coeficiente independente b é responsdvel pela posicao
da reta no eixo das ordenadas (42 linha da tabela), o coeficiente angular a é responsavel
pelo Angulo que a reta forma com o eixo das abscissas (22 e 32 linhas da tabela).

A fungao tratada tem como gréfico uma reta e um quadro com algumas linhas e co-
lunas conforme ¢ apresentado no Quadro 1 ¢ suficiente para resumir as situagoes tipicas
possiveis. No ensino superior, os cursos de clculo apresentam como fundamental para o
estudo de conversoes entre representacoes de fungdes de uma varidvel real o uso das no-
¢oes de limite e derivada. O que se percebe é que a relacdo entre a expressao analitica da
fungao e o seu gréfico no plano cartesiano, exceto para alguns casos muito particulares,
ndo sao prontamente percebidas. Citemos, por exemplo, as fun¢des racionais

T T
y1 = — e y2 = —_—
2+ 1 2 —1
com expressoes analiticas parecidas, possuem grificos com caracteristicas bastante
distintas:
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T

dro2 —E lo da funca ==
Quadro xemplo da fungio y; o

A4

Algumas caracteristicas:

Dom(y1) = R;

Decresce no intervalo:(—oo, —1) U (1, +00);
Cresce no intervalo (—1,1);

y = 0 é assintota horizontal;

1
(1, 2) ¢ ponto de mdximo absoluto;

1
(—1, —2> ¢ ponto de minimo absoluto;

Im(yl)Z[ . 1}

i
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T

Quadro 3 — Exemplo da funcio y, = — 1
2 —

Algumas caractersticas:

Dom(y2) =R —{-1,1}

Decresce em cada um dos intervalos:
(=00, —1), (=1,1) e (1, 4+00);

x = —1 e x = 1 sao assintotas verticais;
Im(y2) = R;

y = 0 é assintota horizontal.




®

104 Méricles Thadeu Moretti, Ademir Gomes Ferraz, Verénica Gitirana Gomes Ferreira

A observagao na mudanca da forma da expressdo matemdtica da funcio nio é suficiente
para descrever todas as caracteristicas da curva correspondente no plano cartesiano. Es-
sas caracteristicas apontadas foram obtidas gracas aos tratamentos matemdticos aplicados
nas fungdes em suas formas simbdlicas, tratamentos como por exemplo, derivada, limite,
resolugdes de equacio e inequagio, determinacio do dominio, etc. Com esses tratamen-
tos podemos obter um conjunto de elementos, tais como, intervalos que dao os sinais
da fungio, pontos em que a derivada se anulam ou nao existem, retas assintdticas, etc.
Diferentemente do que ocorre no Quadro 1, o niimero de varidveis visuais ¢ aumentado
muito significativamente ¢ sem correspondéncia de forma tnica com uma varidvel sim-
bélica. Por exemplo, o crescimento da fungiao em um intervalo nio pode ser creditado
unicamente a algum termo presente na expressao analitica como ¢ feito no caso da fun-
¢ao linear/afim em que o sentido da inclinagio é devido exclusivamente ao coeficiente
angular a.

Pretendemos neste trabalho elaborar um conjunto de elementos, semelhante a for-
ma que Duval (1988b) apresentou para o caso da funcio linear/afim, com o objetivo de
orientar a conversao entre as formas simbélica e grafica das fungées. A nossa dificuldade
reside no fato de que pensamos em um esquema que contemple o universo das fun¢oes
tratados no ensino superior. Chamamos a estes elementos orientadores de unidades bdsi-
cas ¢ distinguimos dois grupos: um de unidades grdficas e o outro de unidades simbdlicas.
Os elementos de um dos grupos, relacionam-se com elementos do outro grupo.

Pretendemos que as unidades bdsicas graficas e simbdlicas funcionem como unida-
des significativas ou pertinentes das representagées da fungdo em um procedimento de tragado
de curvas que leve em conta a interpretacio global das propriedades figurais anteriormente
mencionada. As conversoes entre as representagoes de uma funcio, tanto em um sentido
como em outro, poderio ser tratadas da mesma forma tendo como intermediagio essas
unidades bdsicas (unidades graficas e simbélicas). Isto ¢ particularmente importante uma
vez que a representagio grifica da funcio cada vez mais passa a ser obtida pelo modo in-
formdtico e, como ressalta Duval (1988b, p. 235), as maiores dificuldades sao observadas
no conversao que vai da representagao gréfica para a simbdlica.

Ferraz (2008) em sua tese de doutorado propée um modo de tratar o tragado de cur-
vas em nivel universitirio que promova a interpretagio global das propriedades figurais,
partindo da representagdo de curvas. Ele delimita o seu estudo ao caso das fungées racio-
nais no ensino superior. Pretendemos, neste estudo, seguir este caminho complementan-
do o seu trabalho: inicialmente faremos uma andlise semi6tica das unidades bdsicas grafi-
cas tipicas e apontar a formalizagio simbdlica equivalente, ou seja, procuraremos registrar
as formas tipicas encontradas no universo das fungées e proceder a sua formalizagio ma-
temdtica simbdlica.

Duval (1988c, p. 58) descreve que uma figura, em particular em um problema, é ob-
jeto de uma atitude imediata, a apreensio perceptiva da forma. Esta apreensio pode ser
uma aliada & sua resolucdo caso tenha congruéncia semantica com o procedimento re-
querido. Comentaremos mais adiante sobre a congruéncia seméntica entre as unidades
basicas grficas e simbdlicas apresentados na sessiao Andlise das Tabelas.
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Unidades bésicas gréificas e simbélicas

Para a elaboragao das tabelas com as unidades bdsicas grificas e simbdlicas apresentadas
no Anexo — Formas bdsicas deste texto, faremos algumas considera¢oes para aliviar as
notagoes.

A forma gréfica supostamente guarda o mesmo objeto matemdtico representado na
forma simbdlica. No entanto, nio podemos deixar de ter em mente que hd algumas limi-
tagbes que sdo proprias do registro grafico que podem resultar em tratamentos na forma
simbdlica. Por exemplo, nio ¢é claro, ao olharmos o grafico de y1 que y = 0 ¢ assintota e
que o conjunto dos niimeros reais ¢ o dominio. Tais constatagdes podem ser fortemente
sugeridas no grafico, mas sé sio confirmadas por meio dos tratamentos do cdlculo apli-
cados 2 funcio em sua forma simbdlica.

Denotaremos 4’ e y” as derivadas de primeira e segunda ordem respectivamente da
fungao y em relagio a 2. Denotaremos por V' (xo) uma vizinhanga de xg e V™ (z0) a
vizinhanga 4 esquerda de xg e V" (z0) a vizinhanea a direita de z.

1 — Os eixos ordenados e escalas.

Um primeiro olhar no tragado da curva se d4 sobre o sistema de eixos coordenados orto-
gonais, os sentidos de crescimentos e escalas. Em geral, o crescimento no eixo horizontal
¢ convencionado da esquerda para a direita e no eixo vertical de baixo para cima. Um ou-
tro aspecto importante a ser considerado ¢ a escala utilizada nos eixos horizontal e verti-
cal. Isso mexe, de forma perceptiva, com a curva e com as inclinagdes das retas tangentes
a curva. Em programas computacionais que tragam curvas muitas vezes as mudancas de
escala dos eixos sao necessdrias para se ter uma boa imagem da curva.

2 — As unidades bdsicas gréficas e simbélicas

As 24 tabelas apresentadas no Anexo — Formas bdsicas deste texto apresentam um le-
vantamento, sem ser exaustivo, das unidades bdsicas mais frequentes que ocorrem em
grificos de funges no ensino superior. Elas sio observadas em grande parte das fun-
¢oes ou equagdes tratadas neste nivel de ensino. Sao elas organizadas com os seguintes
titulos: variagdo ¢ concavidade, retas assintdticas, extremos relativos, pontos de inflexio e
continuidade.

Tomando, por exemplo, a Tabela A (Tabela 13 do Anexo — Formas Bisicas), pode-
mos perceber que os registros de representacoes sio colocados de forma bastante simpli-
ficadas, apenas com o objetivo de dar uma idéia da representacio nos sistemas referidos.
No primeira coluna, os eixos coordenados quando indicados apontam orientagdes no
plano, em geral estamos mais interessados na forma da curva e nio na sua posi¢ao em re-
lagdo ao eixos.
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Tabela A (Tabela 13 do Anexo — Formas Bdsicas)

Unidade bésica grifica | Unidade bésica linguistica Unidade basica simbélica
Y Minimo relativo em zg.
Derivada primeira de y Y (x9) =0
muda de sinal negativo y'(z) <0, eV~ (x)
para positivo na vizinhanea y'(z) >0, z€VT(xg)
Lo de xzg.

Percebemos nesta tabela que a coluna «Unidade bésica grafica» mostra um gréfico de um
minimo relativo, caracterizado nos registros linguisticos e simbdlicos, respectivamente,
pelas colunas «Unidade bdsica linguistica» e «Unidade bésica simbélica». A Unidade bé-
sica simbdlica pode comportar também alguma unidade numérica.

Analise das tabelas

Mantendo-se a orientagio dos eixos coordenados da esquerda para a direita no eixo hori-
zontal e de baixo para cima no eixo vertical, o crescimento de uma curva em certo inter-
valo ¢ facilmente perceptivel pela forma da curva que «sobe» e pelas tangentes a ela com
coeficientes angulares positivos. De modo semelhante, o decrescimento pode ser associa-
do a curva que «desce» com tangentes a ela com coeficientes negativos. As retas 7, tangen-
tes &s curvas, indicam, conforme os seus coeficientes angulares, o crescimento e decresci-
mento da curva naquele intervalo.

O exemplo a seguir, retirado da primeira tabela do anexo, indica na coluna «Unida-
de bésica gréfica» uma curva que cresce, com retas tangentes de coeficientes angulares

positivos.
Tabela B (Tabela 1 do Anexo — Formas Bdsicas)
Unidade bésica grafica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbdlica
t ¢ é uma tangente tiy=azx+ba>0
. b

Funcio .crescente . y'(z) >0

Concavidade negativa I
y'(z) <0

Ainda nesta tabela nao ¢ clara a relagio da concavidade com a derivada de segunda or-
dem. Comentaremos sobre isto mais adiante.

E na anilise da variagio da funcio que os pontos de méximos e minimos relativos po-
dem ser determinados. Na Tabela C seguinte, a curva é continua em todo intervalo em
que ¢ apresentada, e em xp, hd mudanca de variacio: passa de crescente para decrescente
o que caracteriza (g, y(Zo)) um ponto de maximo relativo.
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Tabela C (Tabela 16 do Anexo — Formas Bdsicas)
Unidade bésica grifica | Unidade bésica linguistica Unidade bdsica simbdlica
y Miéximo relativo
Derivada primeira de y y' (o) nao existe
muda de sinal positivo para Y'(z0) >0, €V~ (x0)
negativo na vizinhanca de y'(z0) <0, x€V*(x)
Lo To € nao existe em Ig.

Para a assintota horizontal, visualmente a curva se aproxima de um valor limite estabe-
lecido por uma reta horizontal ¢ na assintota vertical, a curva cresce (ou decresce) inde-
finidamente sem ultrapassar um valor limite estabelecido por uma reta vertical. A Tabe-
la D a seguir mostra na coluna «Unidade bésica grifica» uma assintota vertical = a,
pois a medida que x se aproxima de a, por valores menores do que a, a funcio decres-
ce indefinidamente, o que ¢ caracterizado na coluna «Unidade bésica simbdlica» por
limw%a— y(I) = —0.

Tabela D (Tabela 8 do Anexo — Formas Bdsicas)

Unidade bédsica grifica | Unidade bésica linguistica Unidade bdsica simbdlica
T =aq
lim y(z) = —o0
Assintota vertical z—a~
T =a
T

No caso da continuidade, de uma curva «bem comportada» em que a visualizagao da cur-
va que pode ser tracada a mio sem que a mesma necessite ser levantada um momento
sequer ou de uma curva que se «parte» ou que deixa um «buraco» contribui para o uso
dos tratamentos do cdlculo (valor da fungdo em um ponto considerado, comparagio de
limites laterais). Em todos esses casos, a apreensio perceptiva dessas formas bdsicas con-
tribui para a associacdo com as unidades bésicas simbélicas. A Tabela E ¢ a Tabela F a se-
guir mostram duas fungoes descontinuas em z:
— na primeira aparece um «buraco» na funcio em um ponto zgque ¢ uma situagio
caracterizada pelo fato de que o limite existe, mas o seu valor nao é o mesmo valor
da fungao neste ponto. Na coluna «Unidade bésica simbdlica», isto é caracterizado

por limm_mg y= limx_ma y # y(zo).

— na segunda, a fungio apresenta um sobressalto em um ponto zy o que é caracte-
rizado de forma simbdlica pelo fato de que os limites laterais sdo diferentes.
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Tabela E (Tabela 22 do Anexo — Formas Bdsicas)

Unidade bésica grifica | Unidade bésica linguistica Unidade bdsica simbélica
A
Yo Limites laterais em xq sio v (z0) ndo existe
_ iguais . .
lim y = lim y # y(xo)
, + -
] 7o Descontinua em x Ty TTg
Tabela F (Tabela 23 do Anexo — Formas Bdsicas)
Unidade bésica gréfica | Unidade bésica linguistica Unidade bésica simbdlica
y o . - | ¥ (x0) nio existe
Limites laterais em zg sio
diferentes . .
lim y # lim y
ac~>31:0+ T—T
T Descontinua em
0 Haem o y(zo)3

Em relagdo as formas concavas que percebemos com certa facilidade se ¢é positiva (volta-
da para cima) ou negativa (voltada para baixo) necessitam de uma representagio inter-
medidria para chegar ao tratamento matemdtico equivalente. A idéia de concavidade as-
sociada & derivada de segunda ordem nao se faz sem antes passar por uma representagio
intermedidria.

Tomemos por exemplo a curva apresentada na Figura 2 a seguir com concavidade ne-
gativa (ou concavidade voltada para baixo).

B Ao ol
7 N

Figura 2 — Concavidade e sinal da derivada de segunda ordem

Na figura, o, 3 e y sdo apenas alguns 4ngulos de retas tangentes a curva representada
pela linha mais espessa. Temos a seguinte relagio, aplicando a tangente as estes angulos,
tg(a) > tg(B) > tg(7). Isto pode indicar que a derivada de primeira ordem da fungio
decresce e com isso a derivada de segunda ordem da fungao ¢ negativa no intervalo con-
siderado. Deste modo, neste intervalo, temos 3" decrescente — 1/ < (0. Contrariamen-
te, no caso no caso da concavidade positiva, 3’ crescente — ' > 0.
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A nio congruéncia semintica (Duval, 1988a) entre uma forma cdncava em certo in-
tervalo da funcio e a derivada de segunda ordem desta fungio neste mesmo intervalo
ocorre pelo fato de que a associagio entre esta forma e a derivada de segunda ordem nio
¢ direta, ela se dd pela anélise da variagio da derivada de primeira ordem. Portanto, para
relacionar concavidade e derivada de segunda ordem ¢é necessdrio passar pelo crescimento
ou decrescimento da derivada de primeira ordem da fungio no intervalo considerado.

No caso do teste da derivada de segunda ordem em ¢, tal que, ¥/(z¢) = 0, o ponto
(20,y(20)) serd mdximo, por exemplo, se 4"’ (x¢) < 0. No entanto, o teste da derivada
de segunda ordem ¢ um teste de condigdo necessdria, mas nio suficiente, ¢ pode ocor-
rer y”'(x¢) = 0 e desta forma nio ser possivel concluir se (g, y(z¢)) é ponto de maxi-
mo relativo, minimo relativo ou de inflexdo. As fungées polinomiais incompletas do tipo
y = ax?, y=ar® ou y = ax* em xy = 0 sio exemplos simples, mas bastante eluci-
dativos desses casos.

A Tabela G a seguir indica uma situacdo em que em ¢ hd mudanca de concavida-
de da fungio, caracterizando deste modo um ponto de inflexdo em (x¢, y(zo)). Esta
constatacio visual na coluna «Unidade bésica grafica» implica nos tratamentos da coluna
«Unidade bésica simbdlica» relacionados ao estudo do sinal da derivada de segunda or-
dem que significa, conforme ja vimos, o estudo da variagio da derivada de primeira or-
dem na vizinhanga de z.

Tabela G (Tabela 18 do Anexo — Formas Bdsicas)

Unidade bésica grifica | Unidade bésica linguistica Unidade basica simbélica

Ponto de inflexio.
Derivada nio é nula em
Yy Zo- ’

. o y'(ro) # 0
Derivada primeira de y V() >0, z€V()
y'(x) <0, eV (xg)

vizinhanga de . . N
> 0, eV
To Derivada segunda de y y" (@) x (7o)

muda de sinal positivo

nao muda de sinal na

para negativo.
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Conversoes da fungio entre registros simbélico e grifico

O esquema da Figura 3 a seguir mostra tipos de associacio entre a func¢io registrada na
forma simbélica (1) e o seu registro na forma gréfica (2).

1

Funcio
(representacio simbdlica)

Tratamento

/ do célculo
y

Unidades bdsicas

simbdlicas

Unidades bdsicas

gréficas

Funcio
(representagio grifica)

2

Figura 3 — Esquema de conversio entre representagées simbdlica e grifica

A conversio no sentido 1—2 associada simultaneamente a conversio no sentido 2—1
pode ocorrer para grupos muito restritos de fungoes, entre os quais, sdo exemplos j4 assi-
nalados em Duval (1988b), Moretti (2003) e Silva (2008).

A conversido direta no sentido 1—2 percorre um caminho preferivelmente automa-
tizado em que um conjunto de pares ordenados definird um certo niimero de pontos no
plano cartesiano ¢ o consequente tracado da representacgio gréfica da fungio. Alguns pro-
gramas informdticos, em casos especiais de fungoes (ou equagdes), além de dar a repre-
sentagio grifica da funcio (1—2) também permitem a associacio simultinea no sentido
entre a representacao grafica e a expressio analitica da funcio.

No entanto, excetuando esses poucos casos, na maioria dos casos a associacio si-
multinea entre a representacio simbdlica e grafica nio ¢ possivel nas conversdes 1—2 ¢
2—1. No esquema apresentado pela Figura 3 observamos a passagem obrigatdria pelas
unidades bésicas simbélicas e graficas.

A seguir, apresentamos o exemplo da fun¢ao real

xQ

YT

para tornar mais clara a nossa proposta.
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Com alguns tratamentos do cdlculo, obtemos

, 21 g 2(1—32?%)

Yy = e lim y=1.

=
(x2 + 1)2, (:L‘2 + 1)3 T—00
Assinalamos a seguir as unidades bdsicas simbélicas que consideramos mais importantes.

Junto com essas unidades destacamos também algumas unidades numéricas:

— pontos e retas
2 = 0 éraiz de y' (e também de y);

(0,0) ¢ ponto de minimo absoluto;

V3 1 V3 1) | s de inflexd
——,— |e| —, — | sio pontos de inflexao;
34 374
y = 1 é assintota horizontal.

1 é decrescente no intervalo (—o0, 0)

y é crescente no intervalo (0, +00)

V3 V3

Yy possui concavidade positiva em | ————

373
—V3 3
y possui concavidade negativa em [ —oo0, :\3[ U \3[, +00

Deste modo:
V3
3

y é decrescente com concavidade voltada para baixo e a reta y = 1 ¢ assintota

— no intervalo | —oo,

horizontal;

el [ Y3 V3
— no intervalo | ——, —

373
y tem concavidade voltada para cima, (0, 0) é raiz e ponto de minimo e a reta
y = 1 é assintota horizontal;

— no intervalo 5 ~+00
y é crescente com concavidade voltada para baixo e a reta y =1 ¢ assintota
horizontal.
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As unidades bdsicas graficas associadas s unidades bésicas simbdlicas sio, na ordem, as
seguintes (Tabelas 12, 13 e 10 do Anexo — Formas bdsicas):

) Yy

Z0

e sintetizadas na forma (sem nos preocuparmos com as posicoes dos eixos):

T

Figura 4

A composicio das formas encontradas associadas aos pontos e retas destacados permitem
obter a representagio grafica da fungdo no plano cartesiano:

(7 \

PN,

/

Figura 5 — Forma grafica da funcio.

A curva apresentada na Figura 5 é uma sintese das unidades bésicas gréficas associadas as
unidades bésicas numéricas e simbdlicas.

Por outro lado, para realizar a conversdo no sentido 2—1 de uma curva acabada e
apresentada pela Figura 5 obtida em um programa computacional que em geral nio des-
taca com precisdo certos elementos, como por exemplo, o caso dos valores 1/4, —v/3/3
e \/g / 3 e areta assintética y = 1, podemos visualizar algumas caracteristicas marcantes
da curva, tais como:

— a fungdo possui um minimo absoluto em (0, 0);

— a funcio ¢ crescente no intervalo (—o0, 0) e decrescente em (0, +00);
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— hd mudancas de concavidade da curva;
— areta y = 1 é uma assintota horizontal.

Portanto, como na conversio 1—2, o percurso 2— 1 passa também pelo destaque de uni-
dades bdsicas, eventualmente sem a preocupagio da confirmagio com os tratamentos do
clculo. E uma avaliagio qualitativa da curva que permite destacar as unidades bésicas
gréficas fundamentais, tal como preconiza Duval (1988b) para o caso das retas. Algumas
dessas caracteristicas observadas podem, dependendo da necessidade, demandar confir-
magoes com os tratamentos do cdlculo. Na resolugio de problemas, invariavelmente as
unidades bdsicas simbdlicas associados s unidades bdsicas graficas sio imprescindiveis.
Muitas das unidades bdsicas graficas podem nio estar completamente precisas, suscitar
ddvidas e com isso necessitar de confirmagio com os tratamentos do célculo. Se achar-
mos, por exemplo, que a funcio possui uma assintota horizontal em y = 1, tal constata-
a0 visual deverd ser confirmada pelo uso do limite.

Conclusoes

Neste estudo procuramos mostrar a importincia das unidades bésicas simbolicas relacio-
nadas as unidades bdsicas grificas para o estudo da conversio em fungées. Este modo de
estudar as conversoes prioriza o tratamento global preconizado por Duval (1988b). Este
autor, quando tratou da fungao linear/afim, partiu do pressuposto que tais fungoes pro-
duzem retas no plano cartesiano e estudou o papel dos coeficientes da equacdo da reta.
A fungao das unidades bdsicas é de definir de antemio esses elementos bdsicos, que nio
sdo tdo simples como uma reta, com o uso de tratamentos do cdlculo em nivel superior.
Sem isso, para a maioria das funcoes que ocorre no ensino superior, nao é possivel 0 estu-
do da conversio das fun¢des com tratamento global. Nesta perspectiva, a representagio
simbélica da fun¢io gera um conjunto de caracteristicas algébricas, reunidas sob o nome
de unidades bdsicas simbdlicas cujos elementos estdo relacionados aos elementos de um
conjunto de caracteristicas graficas denominados unidades bdsicas gréficas. Estes tltimos,
por sua vez, correspondem aos elementos constitutivos da funcio em sua forma de repre-
sentacdo grafica. Em geral, as conversoes se dio prioritariamente entre as unidades bdsi-
cas simbdlicas e graficas. Isto porque nio ¢ possivel reconstruir uma fungio em sua forma
simbdlica por meio de suas unidades bdsicas simbdlicas, por mais completas que sejam
estas unidades. J4, em relagio as unidades bésicas gréficas e a fun¢io em sua forma gré-
fica, essas unidades gréficas podem reconstituir razoavelmente o grafico da fungao como
mostrado no tltimo exemplo.

Convém destacar que a partir de certo momento no ensino superior e mesmo no en-
sino secunddrio a conversdo entre a representagio simbdlica para a grafica é efetuada por
programas computacionais. Esta tendéncia ¢ assinalada por Machin (2008, p. 51), quan-
do diz que «... nos tltimos anos tém havido um reconhecimento, por parte das insti-
tuigbes, da importincia e necessidade de integrar diferentes ferramentas tecnoldgicas aos
estudos universitdrios.» No caso em que a forma grafica da fungio ¢ dada por programas
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computacionais, ao estudante cabe o papel de critico das curvas produzidas pelo com-
putador e esta critica pode ser feita por meio do reconhecimento das unidades bdsicas
gréficas associadas as unidades bdsicas simbdlicas pertinentes. Salientamos ainda que os
tratamentos do cdlculo podem também ser efetuados por meio de programas computa-
cionais: para os exemplos apresentados, fizemos uso do DERIVE que ¢ um programa que
permite, além de tragar curvas e superficies, o cdlculo simbdlico e numérico.
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Anexo — Formas bdsicas

Variagao e concavidade

Tabela 1
Unidade bésica grafica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbdlica
t ¢ é uma tangente. tiy=ar+ba>0
Funcao .crescente. . y'(z) >0
Concavidade negativa. p
y'(z) <0
Tabela 2
Unidade bésica gréfica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbélica
¢ ¢ é uma tangente. t:y=axr+0ba>0
Fun¢io crescente. y'(z) >0
Concavidade positiva. y"(z) > 0
Tabela 3
Unidade bésica grifica | Unidade bésica linguistica Unidade bdsica simbélica
t ¢ é uma tangente. tiy=ar—+ba<0
Fungio decrescente. /
. . y'(z) <0
Concavidade negativa. "
y'(z) <0
Tabela 4
Unidade bésica gréfica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbélica
t ¢ é uma tangente. t:y=axr+0b,a<0
Fungio decrescente. y'(x) <0
Concavidade positiva. y'(x) > 0
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Tabela 5
Unidade bésica grafica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbdlica
T =a
lim y(z) = —o0
Assintota vertical. T—a~
rT=aqa
T
Tabela 6
Unidade bésica grifica | Unidade bésica linguistica Unidade bdsica simbélica
T =a
lim y(x) = —o0
SE— Assintota vertical. z—a’t
T rT=a
Tabela 7
Unidade bésica gréfica | Unidade bdsica linguistica Unidade bdsica simbélica
T =a
lim y(z) = 400
Assintota vertical. z—a’t
rT=a
T
Tabela 8
Unidade bésica gréfica | Unidade bésica linguistica Unidade bdsica simbélica
T =a
lim y(z) = +o0
Assintota vertical. T—a~
rT=a
T
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Tabela 9
Unidade bésica grdfica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbélica
Y
lim y(x)=">
Assintota horizontal. z—++00
Yy = y=>o
Tabela 10
Unidade bésica grafica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbélica
Yy
T lim y(x)=">
y = b| Assintota horizontal. z—++00
Tabela 11
Unidade bésica grdfica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbdlica
Y
lim y(z) =10
Assintota horizontal. Z—>—00
y=> y=>
Tabela 12
Unidade bésica grafica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbdlica
Yy
lim y(z) =10
y=>= Assintota horizontal. T——00

y=">
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Determinagio de pontos importantes: extremos relativos

Tabela 13

Unidade biésica grafica

Unidade bédsica linguistica

Unidade bésica simbdlica

Lo

Minimo relativo em z.
Derivada primeira de y
muda de sinal negativo
para positivo na vizinhanca
de xg.

Y (20) =0
y'(x) <0,z € V™ (x0)
y' () > 0,2 € V*T(xg)

Tabela 14

Unidade bésica grifica

Unidade bésica linguistica

Unidade bdsica simbélica

0

Miximo relativo em zg.
Derivada primeira de y
muda de sinal positivo para
negativo na vizinhanca de
ZQ.

y'(r9) =0
Yy (z) >0,z € V(x9)
y'(z) < 0,2 € VT (xp)

Tabela 15

Unidade bésica grifica

Unidade bdsica linguistica

Unidade bdasica simbélica

0

Minimo relativo em .
Derivada primeira de y
muda de sinal negativo
para positivo na vizinhanca
de x e nio existe em x.

y'(r0) =0 A
y'(x) <0,z € V™ (x0)
y'(r) > 0,2 € V*T(xg)

Tabela 16

Unidade bésica grifica

Unidade bésica linguistica

Unidade bdsica simbélica

B

0

Miximo relativo em zg.
Derivada primeira de y
muda de sinal positivo para
negativo na vizinhanca de
T € nao existe em Ig.

y'(z0) =0 A
Yy (z) >0,z € V_(x9)
y'(z) <0,z € VT (xp)
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Determinagio de pontos importantes: pontos de inflexao
Tabela 17

Unidade bésica grafica | Unidade bésica linguistica Unidade bésica simbdlica

Ponto de inflexdo zg.
Derivada primeira de y nao ,
muda de sinal na vizinhanga y,(aco)
) y'(x) < 0,2 € V()
de z. Derivada segunda Y'(x) > 0,2 € V—(x0)
y'(

de y muda de sinal negativo (&) < 0,2 € VT (xo)

0 para positivo na vizinhanca
de Zo-.
Tabela 18
Unidade bésica gréfica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbélica
Ponto de inflexao xg.
Y Derivada primeira de y ndo Y (x0) £ 0
muda de sinal na vizinhanga , (m()) > 0,2 € V(zo)
de z¢. Derivada segunda Z?j”(ﬂf) < 6 . V_Exo)
dey muda. de sma% positivo V(@) > 0,2 € V*(xo)
o para negativo na vizinhanca
de xg.
Tabela 19
Unidade bésica grifica | Unidade bdsica linguistica Unidade basica simbdlica

Ponto de inflexdo xg.
Derivada primeira de y nao (z0) =

Yy
: » Y (zo

muda de 51f1a1 na vizinhanca Y (x) < O € V(xo)
de z¢. Derivada segunda "

. » y(@>0x€V( 0)
dey muda. de sma} Posmvo V' (2) < 0,2 € V*(xo)

Zo para negativo na vizinhanca
de xzg.
Tabela 20
Unidade bésica gréfica | Unidade bésica linguistica Unidade bésica simbdlica

Ponto de inflexido zg.
Derivada primeira de y ndo ,
muda de sinal na vizinhanga y'(wo) =
) y'(x) > 0 x € V(xp)
de x¢. Derivada segunda I
4 o de sinal nown y'(z) <0, € V()
e y muda de sinal negativo V() > 0, € V*(xo)

0 para positivo na vizinhanga
de Zo-.
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Tabela 21
Unidade bésica grifica | Unidade bésica linguistica Unidade basica simbélica

5

0

Ponto de inflexdo em xg.
Derivada nio existe em

T(, pois a tangente em T
é vertical.  é continua em
2. Derivada segunda de y
nao existe em x(, mas
muda de sinal positivo para
negativo na vizinhanca
deste ponto.

y’(xo) A

lim y = y(xo)

T—Xo

y( 0) A
y "(z) > 0,2 € V™ (x0)
y"(x) <0,z € V()

Determinagio de pontos importantes: continuidade

Tabela 22
Unidade bésica grafica | Unidade bdsica linguistica Unidade bdsica simbdlica
A
Yo Limites laterais em zg sio | 4'(zg) A
_ iguais.
lim y= lim y # y(zo)
] To Descontinua em x. r—ag r—ay
Tabela 23
Unidade bésica grifica | Unidade bésica linguistica Unidade bdsica simbélica
!
T
Y Limites laterais em g sio y(zo) A
diferentes. hm y# lim y
"EA):L‘O Z*}IO
Lo Descontinua em .
0 y/ (xO ) =
Tabela 24
Unidade bésica gréfica | Unidade bdsica linguistica Unidade bésica simbélica

0

Limites laterais em g sio
iguais.

T ndo pertence ao
dominio de y.

lim y= lim y

+ —
$—)wo x—)mo

Y (x0) B
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Resumo. O registro de representagio de uma fungio na forma gréfica tem grande importancia por per-
mitir visualizar como um todo o comportamento da fun¢io e, por conta disso, facilitar o estudo deta-
lhado das suas propriedades. Duval assinala a importncia, no caso das funcoes, de que a conversio seja
efetuada de forma simultanea nos dois sentidos entre as formas gréfica e simbdlica e exemplifica para
o caso da funcao linear/afim numa perspectiva que contempla a interpretagio global de propriedades
figurais. Para esse conjunto de fungoes e algumas outras que sao estudadas no ensino secunddrio essas
conversoes sio relativamente simples. No entanto, para o ensino universitdrio, devido a maior comple-
xidade e variedade das funcoes tratadas, as conversoes simultineas entre as representagdes das funcoes
nos dois sentidos se tornam impraticdveis. Neste artigo, apresentamos uma saida para levantar este im-
passe que ¢ o uso de um conjunto de unidades bdsicas simbélicas associadas a um conjunto de unidades
bésicas graficas com o objetivo de intermediar as conversées em ambos os sentidos.

Palavras-chave: Registro de representagio semidtica; Unidade bésica simbdlica; Unidade bésica gré-
fica; Gréfico de fungao; Ensino superior.

Abstract. The representation register of a function in graphical form is very important as it allows the
visualization of the behaviour of the function as a whole, and therefore, it facilitated the detailed study
of its proprieties. Duval indicated the importance, in the case of functions, that the conversion is done
simultaneously in the two ways between the graphical and symbolic forms and exemplifies for the line-
ar/ affine function in a perspective that included the global interpretation of figural proprieties. For that
set of functions and other that are studied in secondary schools those conversions are relatively simple.
However, in university teaching, due to a greater complexity and functions studied, the simultaneous
conversions between the representations of the functions in the two ways become rather complex. In
this paper, we present a solution to overcome this issue — the use of a set of basic symbolic units associa-
ted to a set of graphical basic units aimed at mediating conversions in both ways.

Key-words: Semiotic representation registers; Symbolic basic unit; Symbolic basic graphic; Func-
tion; Graph of a function; Higher education.
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