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1. Introducao

A influéncia da tecnologia na Estatistica e no seu ensino tem sido reconhecida inter-
nacionalmente, designadamente pela International Association for Statistical Education
(IASE), nos muitos congressos e publicaces centradas na Educagao Estatistica. Nestas
instancias tem-se discutido sobre o soffware disponivel para o ensino, as mudangas ao ni-
vel do contetido e das metodologias de ensino que o seu uso tem implicado e o seu im-
pacto na aprendizagem e nas atitudes dos alunos.

Segundo Jolliffe (2007), as maiores alteragées no ensino da Estatistica sdo resultado
da chamada revolugio tecnolégica. Garfield e Burrill (1997), Weldon e Engel (2003),
Chance, Ben-zvi, Garfield e Medina (2007) e Rubin (2007) referem que a tecnologia tem
reduzido o tempo de cdlculo, permitindo trabalhar na sala de aula com aplicagoes reais
e na realizagdo de projectos e investigacoes estatisticas. Pedir aos alunos para resolverem
problemas com dados reais e relatar os resultados ¢ agora fazivel de uma maneira que o
ndo era no passado (Connor, Davies & Holmes, 2006).

Os educadores acreditam que o uso de dados reais em tdpicos de interesse dos alunos,
0 que nao acontece apenas em Estatistica, contribui para a sua motivagao para aprende—
rem Estatistica (Ben-Zvi, 2000; Biehler, 1997, 2003, 2006). As sugestoes e experiéncias
did4cticas baseadas no uso de recursos tecnolégicos incluem as relacionadas com a for-
magdo de professores em Estatistica (Godino, Recio, Roa, Ruiz & Pareja, 2006; Godino,
Roa, Recio, Ruiz & Pareja, 2006; Godino, Ruiz, Roa, Pareja & Recio, 2003; Lee & Hol-
lebrands, 2008; Sdnchez & Izunza, 2006).
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A tecnologia permite ainda a exploragio de objectos estatisticos significativamente
abstractos através da criagio de micromundos virtuais que o aluno pode manipular, ex-
perimentando o efeito das varidveis definidas (Burrill, 2002; Chance, Ben-Zvi, Garfiel &
Medina, 2007). Entre outras potencialidades, estes recursos permitem explorar os con-
ceitos de probabilidade e inferéncia e substituir as demonstragées formais por raciocinios
mais intuitivos (Batanero, 2003; Mills, 2002; Zieffler & Garfield, 2007).

Heitele (1975) incluiu a simulagao no conjunto das ideias estocdsticas fundamentais,
a qual exerce em Estatistica um papel semelhante ao que o isomorfismo desempenha em
outros ramos da matemdtica. Através da simula¢do pomos em correspondéncia duas ex-
periéncias aleatérias diferentes, com a condi¢io que a cada acontecimento elementar da
primeira experiéncia lhe corresponda um e sé um acontecimento elementar da segunda,
de forma que os acontecimentos postos em correspondéncia em ambas as experiéncias
sejam equiprovaveis.

A principal razao para usar a simula¢do no ensino das Probabilidades e Estatistica ad-
vém da dificuldade em ir além dos tradicionais jogos de sorte-azar ¢ de problemas sim-
ples através de outros métodos, designadamente recorrendo a métodos analiticos e com-
binatdrios. A utilizagio do método de simulagio de Monte Carlo, mesmo sem o apoio
de computadores, permite abordar situagdes mais realistas e resolver problemas mais
sofisticados.

Contudo, o recurso a simulacio tem também consequéncias negativas. Borovenik
(2006, 2007) destaca o facto de que a solugao obtida por simulagio nio fornece quais-
quer pistas de “como” e “porqué” a solugio resolve realmente o problema e, ao basear-se
na perspectiva frequencista de probabilidade, nao se consideram outras visoes do concei-
to de probabilidade. Por outro lado, a simulagao proporciona somente uma estimagio do
valor tedrico da probabilidade, a qual se pode afastar do verdadeiro valor, especialmente
no caso do niimero de experiéncias ser pequeno. Além disso, os alunos podem confundir
os objectos matemdticos frequéncia ¢ probabilidade, que sao objectos de natureza dife-
rente (Chaput, Girard & Henry, 2008).

Neste contexto, no presente artigo abordamos a questio da utilizagio da simulagio
no ensino e na aprendizagem de Probabilidades e Estatistica, discutindo potencialidades
e limitagoes relativamente a outras abordagens. Serd dado como exemplo o problema de
Monty Hall e apresentadas algumas implicagoes do uso da simulacio para a aprendiza-
gem de Probabilidades e Estatistica.

2. Modelagao e simulagiao

2.1. Actividade de modelagao e simulagio

A importincia do trabalho com a simula¢do resulta também do facto da actividade en-
volvida permitir estabelecer uma ponte entre a realidade e a modelagio matemidtica (Bur-
rill, 2002). Recordamos que “um modelo é uma interpretacio abstracta, simplificada e
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idealizada de um objecto do mundo real, de um sistema de relagoes ou de um processo
evolutivo que surge de uma descri¢ao da realidade” (Henry, 1997, p. 78). O propésito de
construir um modelo ¢ obter uma melhor compreensio de uma parte do nosso universo
e, assim, poder prevé-la e se possivel controld-la. Um modelo nao ¢é “real”, nem tao pou-
co “verdadeiro”; no melhor dos casos é consistente e concordante com as observacoes.
Ora, isto esquece-se com facilidade, confundindo-se “modelo” e “realidade” (Batanero,
Henry & Parzysz, 2005).

A construgio de modelos, a sua comparagio com a realidade e o seu aperfeicoamento
progressivo intervém em cada fase da resolugdo de problemas estatisticos, nio sé na ani-
lise de dados em situagdes préticas mas também no trabalho de desenvolvimento tedri-
co. Um exemplo notdvel de modelacio estatistica a partir de um problema pratico sao as
distribuicées de probabilidade, que permitem descrever de forma sintética o comporta-
mento das distribuicoes empiricas de dados estatisticos e fazer previsoes sobre o seu com-
portamento. Considerando a importincia da modelagio em Estatistica, muitos autores
(e.g., Mills, 2002; Blejec, 2003; Chance & Rossman, 2006) recomendam o seu ensino
como uma actividade de modelacio.

Embora nio se trate de uma tarefa ficil, desde que adequadamente organizada, pode
contribuir para os alunos aprenderem Estatistica. Chaput, Girard e Henry (2008), com
base nas recomendag¢des dos curriculos franceses, assinalam os seguintes passos para a
modelacio, tendo em vista o ensino das Probabilidades no ensino secundério:

1. Observacio da realidade;

2. Descrigao simplificada da realidade;

3. Constru¢io de um modelo;

4. Trabalho matemdtico com o modelo;

5. Interpretacio de resultados na realidade.

No passo 1 uma primeira dificuldade é diferenciar, dentro dos fenémenos em que o acaso
estd presente, entre situagdo aleatéria e contingente. Uma situagio aleatéria é, pelo me-
nos potencialmente, reprodutivel. Tem diferentes resultados possiveis, sem que saibamos
com certeza qual ocorrerd numa experiéncia particular (por exemplo, ndo sei com cer-
teza o tempo que tenho de esperar na paragem até que chegue o autocarro). Mas posso
reproduzir a situagio nas mesmas condigdes para analisar os diferentes resultados que se
produzem (posso fazer uma contagem do tempo de espera pelo autocarro). Numa situa-
¢ao contingente (por exemplo, o facto de que eu me tenha casado com uma certa pessoa)
também hd a presenca do acaso, mas nio é reprodutivel nas mesmas condigdes.

Uma vez aceite a aleatoriedade da situagio, no passo 2 devemos realizar uma des-
cri¢do simplificada da mesma, que nos permita passar da realidade observada (passo 1)
A construgio do modelo (passo 3). Para tal, tomamos alguns aspectos desta realidade e
prescindimos de outros. No exemplo do autocarro deveremos decidir que paragem esco-
lhemos, se esperamos um dado autocarro (por exemplo, o nimero 1) ou se contamos o
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tempo até que apare¢a na paragem qualquer autocarro. Também se diferenciamos ou nao
a hora do dia ou o dia da semana.

Ao dar inicio a constru¢io do modelo (passo 3) de novo ¢ necessdrio tomar uma série
de decisoes: — Aceitamos que o tempo de chegada do préximo autocarro é independen-
te do que acaba de chegar? Trataremos o tempo como uma varidvel continua? Além do
tempo de espera, que outras varidveis me poderiam interessar no trabalho a realizar com
o modelo?

Uma vez construido um modelo matemdtico para a situacio (por exemplo, aceitamos
que o tempo de espera entre um autocarro ¢ outro segue uma distribuicio uniforme) e
obtidas as conclusoes a partir do modelo resta, todavia, a parte mais importante: com-
parar estas conclusées com o comportamento real da situacio analisada e decidir que o
modelo matemdtico nos proporciona uma boa descrigao da realidade.

Segundo Girard (1997) e Chaput, Girard e Henry (2008), ao trabalharmos com a si-
mulagio estamos jd a modelar, porque temos nio s6 de simplificar a realidade mas tam-
bém fixar os aspectos dessa realidade que queremos simular e especificar as hipSteses
matemadticas sobre o fenémeno estudado. Por exemplo, podemos simular a experiéncia
aleatéria de observar o sexo de um recém-nascido através da experiéncia aleatdria de lan-
¢ar uma moeda ao ar. Contudo, hd outras caracteristicas do recém-nascido, como o gru-
po sanguineo, o seu peso ou o didmetro do seu térax, que nio se podem simular com o
langamento da moeda. Além disso, também suposemos a hipdtese (matemdtica) de equi-
probabilidade dos dois sexos, independentemente da raca, do pais de nascimento ¢ dos
antecedentes familiares. S6 depois de termos estabelecido estes pressupostos podemos co-
mecar o trabalho com a simulacio.

Assim, colocando a simulagio em correspondéncia com duas experiéncias aleatdrias
diferentes, a real e a simplificada, o importante ¢ podermos observar e operar com resul-
tados da segunda experiéncia e utilizd-los para obter informacio sobre a primeira. Por
exemplo, se queremos saber qual a probabilidade que entre 100 recém-nascidos haja mais
de 60% de rapazes, podemos langar, por exemplo, 1000 vezes 100 moedas ao ar, verificar
em cada uma das 1000 experiéncias se se obteve, ou nao, mais do que 60% de rapazes e
calcular uma estimativa para a probabilidade pedida. Mesmo neste exemplo simples, a
vantagem da simulagio é ébvia, pois permite condensar a experiéncia num tempo e es-
pago concretos.

Entre o dominio da realidade, em que se encontra a situagio que queremos analisar
e em que intervém o acaso, ¢ o dominio tedrico, onde com a ajuda da matemadtica cons-
truimos um modelo tedrico de probabilidade que deve, por um lado, simplificar a re-
alidade e abstrair apenas os seus aspectos essenciais e, por outro, ser util para interpre-
tar os caracteres retidos na modelaciao, Coutinho (2001) situa a simulaciao no dominio
pseudo-concreto.

Enquanto que no dominio da realidade se efectua uma acgao ou experiéncia concre-
ta e no dominio tedrico é caracteristica a representagio formal ou simbélica, no dominio
pseudo-concreto opera-se mentalmente. Neste dominio, o aluno j4 estd fora da realidade
e trabalha com uma situagio abstracta idealizada. Por exemplo, imagina que estd traba-
lhando com dados perfeitos e prescinde das condigoes do lancamento. Ao mesmo tempo
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conserva a designacio das faces do dado real para nomear os resultados do dado ideali-
zado. O papel didéctico do modelo pseudo-concreto ¢ induzir implicitamente o mode-
lo tedrico aos alunos, ainda que a sua formulagio matemdtica nao esteja ao seu alcance

(Chaput, Girard & Henry, 2008; Henry, 1997).

2.2. O modelo de urna como dispositivo universal de simulagao

De entre os modelos de simulagio, destacam-se os modelos de urna, apresentados por
Polya (1954). Este autor refere que, em Probabilidades, qualquer problema se pode trans-
formar num problema de urnas que contenham bolas, e que qualquer fenémeno aleats-
rio se pode transformar num fendmeno aleatdrio semelhante nos seus aspectos essenciais,
consistindo em extraccoes sucessivas de bolas de um sistema combinado de urnas.

Por exemplo, para prever o sexo de um recém-nascido poderiamos substituir a expe-
riéncia por outra que consiste em escolher ao acaso, com reposigio, uma bola de uma
urna em que introduzimos duas bolas de cores diferentes para representar os dois sexos.
Se queremos simular outra experiéncia aleatéria com dois acontecimentos de probabili-
dadespe ¢ (p + g = 1), basta usar uma urna em que se mantenham as proporgoes p e ¢
para o nimero de bolas das duas cores. Simular uma experiéncia com r acontecimentos
diferentes apenas requer usar bolas de 7 cores distintas, em niimero proporcional s pro-
babilidades correspondentes.

Qualquer problema probabilistico implica uma série de experiéncias aleatdrias com-
postas de uma determinada maneira. Cada uma destas experiéncias pode ser “simulada”
com um modelo de urnas convenientemente escolhido (de uma forma algo mais com-
plexa e usando uma transformagio inversa da funcio de distribuicao, mesmo os modelos
continuos de probabilidade poderiam simular-se indirectamente mediante este procedi-
mento). A experiéncia composta de vdrias experiéncias simples obtém-se compondo as
“urnas” correspondentes as experiéncias simples (obtendo uma hiper-urna) e a repeticio
da experiéncia global gera os dados que, depois de analisados, permitem determinar uma
solucio aproximada do problema (Batanero, 2003; Coutinho, 2001).

Neste sentido, a urna com bolas de cores (fichas ou cartées) é um “material univer-
sal”, vélido para estudar qualquer problema ou conceito probabilistico. Através dele a si-
mulac¢do proporciona um método “universal” para obter uma estimagdo da solugiao dos
problemas probabilisticos, que nio tem paralelo em outros ramos da matemdtica. Além
da simulagdo com modelos de urnas e outros materiais manipuldveis, as tabelas de nd-
meros aleatérios sio também um instrumento de simula¢io universal, como mostram al-
guns exemplos apresentados no livro Azar y probabilidad (Godino, Batanero & Caniza-

res, 1997).

3. Algumas estratégias diddcticas

De acordo com Borovcenik e Peard (1996), a simulagio, a visualizacio e as analogias cons-
tituem estratégias que simplificam de algum modo as relacbes matemdticas envolvidas
numa situacio de probabilidade. Estas duas tltimas estao intimamente relacionadas com
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a simulagdo, uma vez que a simulacio contém em si mesma quer a visualizacio, quer a
analogia. Abordaremos, de seguida, estas estratégias.

3.1. Simulagao

Segundo Bichler (1997, 2003), em contraste com a abordagem analitica, a simulagao
apresenta trés aspectos positivos no ensino das Probabilidades: (1) do ponto de vista re-
presentacional, os alunos podem pensar e formular modelos concretos (por exemplo, ur-
nas e roletas) em vez de trabalhar com modelos tedricos (como sucessos, varigveis aleaté-
rias ou distribuigoes de probabilidade); (2) o cdlculo vem muito facilitado ao passar do
célculo tedrico de probabilidades ou do cdlculo combinatério ao célculo com frequéncias
em ordem a estimar uma probabilidade; e (3) a aprendizagem da modelagao, que implica
conceber uma experiéncia e pensar um modelo antes de efectuar cdlculos sem sentido e
intencionalidade. Deste modo, o aluno ¢ levado a pensar nos aspectos caracteristicos do
modelo para poder implementar a simulagio.

Biehler (2003) distingue duas perspectivas na utilizacio da simulacio no ensino. Uma
consiste em usar a simulagio como método de resolu¢io de problemas, semelhante  sua
utilizagio profissional fora da escola. Por outro lado, a simulagio (especialmente com
computador) permite experimentar fendmenos aleatérios num curto espaco de tempo
variando as condicoes e observando os resultados. Assim, proporciona-se aos alunos uma
experiéncia probabilistica dificil de adquirir na vida real, devido a limitacdo de tempo ¢
recursos para observar um grande niimero de ensaios aleatérios.

Do ponto de vista educativo, segundo Dantal (1997), a simulagio permite ensinar
os alunos a representar um sistema do mundo real em termos de relagbes matemadticas.
Concretamente, os alunos tém de aprender a isolar aspectos criticos num problema, de-
cidindo acerca da independéncia das experiéncias, averiguando a equiprobabilidade dos
resultados e atribuindo probabilidades a esses resultados. Seguidamente, o aluno tem de
efectuar as operacoes que lhe permitam resolver o problema. Em termos de sequenciali-
zagio curricular, 0 método de simulagdo constitui uma boa forma de introduzir as proba-
bilidades, destacando o seu potencial para introduzir vocabuldrio e definigoes e enquanto
etapa prévia & resolucdo de problemas por métodos analiticos. A facilidade de usar este
método para resolver problemas permite que os alunos desenvolvam um sentimento de
capacidade para lidar com as probabilidades.

3.2. Visualizacio

Fisher (1988), enfatizando a matemdtica como meio de representagio, classifica as repre-
sentagdes visuais em trés categorias: (1) a representagdo icdnica, onde a realidade se re-
presenta mediante imagens aproximadas dos objectos representados; (2) a representagio
esquemdtica, como por exemplo, um diagrama en 4rvore, no qual podemos representar a
estrutura e formacio do espago amostral de uma experiéncia composta; e (3) a represen-
tagao simbdlica, que recorre 4 simbologia matemdtica.

Considerando os conceitos como uma rede de relagées entre objectos, a visualizagao
permite materializar algumas dessas relagoes, tornando, assim, essas componentes do
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conceito mais acessiveis ¢ melhor compreendidas. Estas representacoes podem ser sub-
metidas a operagdes, as quais revelam novas relagées do conceito subjacente. Por exem-
plo, as operacoes de adi¢do e subtracgio que realizamos com os simbolos numéricos per-
mitem descobrir relagdes do conjunto numérico correspondente e das préprias operagoes
de adigdo e subtrac¢io. Ora, isso implica que a comparacio entre operagoes ao nivel es-
quemdtico e ao nivel simbélico pode conduzir a insights mais profundos e a formacio do
conceito. Em consequéncia, nesta perspectiva, a visualizagio nio estd apenas relaciona-
da com o lado contemplativo e representacional da matemdtica. O facto de se poderem
efectuar operagoes sobre relagdes visualizadas revela o verdadeiro potencial da visualiza-
¢do para a formagao de conceitos.

Segundo Lipson, Kokonis e Francis (2003), actualmente, com os computadores po-
demos criar novas representagoes (para registar e apresentar informacio) mais adequadas
para transmitir ideias complexas do que com o tradicional papel e ldpis. Estas represen-
tacoes, ao serem dinimicas em vez de estdticas e interactivas em vez de inertes, oferecem
um potencial que antes nio era possivel (Chance, Ben-Zvi, Garfield & Medina, 2007).
Em termos de visualizacio, Borovenik (20006) destaca os diagramas de drvore (que consti-
tuem representagoes esquemadticas) e as urnas e as roletas (que constituem representagoes
iconicas), cada dos quais ¢ possivel de concretizar nos modernos dispositivos de simula-
¢ao disponiveis na Internet. No caso dos diagramas de drvore, eles permitem estruturar
uma experiéncia aleatéria repetida e podem ajudar os alunos a visualizar a regra da mul-
tiplicacao de probabilidades e as probabilidades condicionadas. As urnas e as roletas po-
dem ser usadas como mediadores entre o pensamento do individuo, o conceito abstracto
de probabilidade e uma situagao-problema da realidade.

3.3. Analogias

A analogia estabelece uma relagio entre conceitos matemdticos e um contexto em que es-
ses conceitos surgem. O contexto apresenta uma visao mais geral, a Correspondéncia en-
tre a matemdtica e este contexto nao ¢ isomoérfica. Assim, comecando com um contexto
familiar ao aluno, no qual as relacoes sao directamente compreendidas, ele constitui-se
como uma base possivel para introduzir o conceito matemdtico relacionado, o qual pode
agora ser facilmente compreendido por referéncia a esta situagio andloga. Estas analogias
podem ser estabelecidas também dentro da prépria matemdtica. Neste caso, comecamos
com conceitos matemdticos conhecidos do aluno, procurando-se, seguidamente, que a
partir deles o aluno estruture uma situagio mais vaga.

No caso das probabilidades, Borovnick (2006, 2007) apresenta alguns exemplos de
contextos onde as analogias sio particularmente relevantes. O contexto de apostar pode
revelar que a probabilidade é um conceito Util para a tomada de decisdes em experién-
cias Gnicas. Especificamente, o conceito de odds, enquanto probabilidade relativa (razao
entre o nimero de casos favordveis e nio favordveis), é o conceito praticado no contexto
de apostar. Estes autores advogam que esta estratégia podia vencer a ‘estratégia do resul-
tado’ usada por muitos individuos que aceitam a probabilidade apenas em casos em que
ela prediz com certeza o resultado exacto (Konold, 1991).
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No contexto da teoria de erros, pode ser antecipada a lei dos grandes nimeros (de Ber-
noulli). A analogia comega com a medicio repetida de uma quantidade fisica g. Os erros
inerentes as medig6es muito grandes ¢ muito pequenas, em relagio 3 medida exacta, se-
rao compensados ao tomar-se a média das medigoes simples, que por sua vez é uma me-
lhor representacio de ¢ que qualquer medicdo dnica. Centrando-se na distribuicao de
médias com um ndmero fixo de medicoes e comparando esta distribuicao para diferen-
tes e crescentes nimeros de dados, dentro da teoria de erros espera-se obter uma preci-
sdo crescente. Em consequéncia, a probabilidade adquire uma interpretacio significativa,
sem a previsao de um resultado tnico.

Por fim, dificuldades com probabilidades condicionadas podem ser ilustradas no con-
texto de diagnéstico de doengas especificas com base no conhecimento indirecto, sejam
testes de sangue, raios X ou outra informacdo. Do contexto, pode reconhecer-se que a
probabilidade condicionada de obter um resultado positivo no teste médico se o paciente
¢ portador da doenca pode ser interpretada causalmente. Contudo, a probabilidade con-
dicionada reciproca, ser portador da doenca se o resultado do teste é positivo, nio pode
ser pensada causalmente, constituindo meramente uma indicagao. Além disso, o contex-
to revela a seguinte simetria: um resultado positivo no teste médico pode apenas ser usa-
do como indicagdo da doenga se a presenca da doenca aumentar a probabilidade de obter
um resultado positivo no teste e vice-versa (Borovenik, 2006). Recorde-se que estas rela-
¢oes entre probabilidades condicionadas em ambas as direcgdes sio muito dificeis de ver
no contexto matemdtico formal.

Todos estes exemplos podem ser simulados com a ajuda da tecnologia e, por sua vez,
a simulagao com tecnologia apoia-se, na maior parte dos casos, no uso da analogia, come-
cando com os mesmos modelos de urnas em outra experiéncia aleatéria que se equipara
A extracgio de bolas de uma urna.

3.4. Uso de computadores e calculadoras versus materiais concretos na simulagao

Uma questdo importante consiste em decidir se devemos privilegiar a simulagio usan-
do calculadoras ou computadores, ou usando simplesmente objectos concretos. Por um
lado, a tecnologia proporciona importantes recursos de simulagao que permitem explorar
praticamente todos os objectos estatisticos. Especialmente variada é a gama de recursos
para simulacio disponiveis na Internet, alguns dos quais apresentamos na Tabela 1.

Por outro lado, o cardcter pseudo-aleatério dos nimeros gerados por calculadoras e
computadores deve ser confrontado com a aleatoriedade genuina gerada pelas experién-
cias aleatérias com objectos concretos, os quais se constituem como modelos cognitivos
que podem ser usados como primeira etapa da modelacio. Face a esta questdo, propde-se
que, na primeira abordagem de probabilidades, os alunos utilizem na simulagao materiais
concretos, como moedas, dados e roletas, ¢ que, seguidamente, estabelecam comparagoes
com simulagdes em computador. Mills (2002) acrescenta que as duas formas de simula-
¢i0 se complementam e ambas constituem estratégias efectivas para aumentar a compre-
ensao do aluno.
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Tabela 1. Alguns recursos de simulagdo existentes na Internet.

Designagao Endereco de Internet

Duke University Applets heep://www.stat.duke.edu/sites/java.html

Java Applets for Teaching heep://www.stat.sc.edu/ ~west/javaheml/

Probability by Surprise http://www-stat.stanford.edu/ -susan/surprise/

Rice Virtual Laboratory in http://onlinestatbook.com/rvls.html

Statistics

Statistics Applets heep://www.bbn-school.org/us/math/ap_stats/
applets/applets.html

Vestac hetp://Istat.kuleuven.be/java/index.htm

Virtual Laboratory in Probability http://www.math.uah.edu/stat/
and Statistics

Visualizing Statistical Concepts  http://www.du.edu/psychology/methods/concepts/

WWW Resources for Teaching  http://it.stlawu.edu/-rlock/maa51/onepage.
Statistics html#java

WISE heep://wise.cgu.edu/

Antes do acesso generalizado aos computadores, os professores podiam recorrer a
duas abordagens no ensino de probabilidades: (1) efectuar manualmente uma experién-
cia um ndmero significativo de vezes e (2) resolver o problema numa perspectiva a priori,
usando as leis do cdlculo combinatério e a teoria de probabilidades. Todavia, na primei-
ra abordagem, os constrangimentos fisicos e de tempo limitam seriamente a natureza ¢ o
ambito dos problemas que podem ser tratados. Na segunda abordagem exige-se um ni-
vel de sofisticacdo matemdtica que, frequentemente, estd para além das possibilidades do
aluno. Consequentemente, a utiliza¢do de computadores é vista como uma possibilidade
de aumentar o leque de situagdes probabilisticas ao alcance dos alunos (Zieffler & Gar-
field, 2007).

Em relagao 4 utilizagao de um programa de computador, hoje em dia ¢é ficil definir si-
mulacbes na folha de célculo Excel ou no soffware estatistico Fathom, ou entdo pesquisar
na Internet programas af disponiveis, de entre os quais se destacam os muitos applets que
permitem simular vérios conceitos de Probabilidades e Estatistica (ver appless da Tabela 1).

Referindo-se ao projecto Simulation in Mathematics-Probability and Computing, diri-
gido a alunos do ensino secunddrio e do ensino superior, Kader (1991) afirma que muitas
apresentagoes introdutérias de probabilidades tratam o tema de modo estédtico, o que sig-
nifica que sdo focalizadas no comportamento de uma tnica experiéncia e centradas numa
perspectiva formal, enfatizando o modelo matemdtico construido a partir dos axiomas.
Em resultado desta abordagem, ¢ usual que o aluno seja capaz de calcular uma probabi-
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lidade sem, no entanto, lhe atribuir qualquer interpretagao significativa. Por outro lado,
o recurso ao computador permite criar um contexto em que os alunos experienciem os
conceitos probabilisticos de modo dinimico.

No caso da simulagio em computador, o estudo do problema deve iniciar-se em
modo visual, de modo a proporcionar uma transi¢ao da actividade manual para a simu-
lagio em computador (por exemplo, representa-se graficamente os resultados de uma
experiéncia). Seguidamente, a informagio apresentada, na forma grifica ou numérica,
distancia-se mais dos resultados obtidos (por exemplo, depois de simuladas muitas expe-
riéncias, procura-se identificar regularidades e padroes). Por fim, depois de completada a
simulacdo e a partir dos resultados obtidos, sdo colocadas varias questoes aos alunos.

4. Uso da simulag¢ao num caso especifico: o problema de Monty Hall

Analisadas as caracteristicas da simula¢o, a sua relagdo com a modelagao e as suas poten-
cialidades educativas, bem como a questao do uso da tecnologia na simulagdo, passamos
a analisar um exemplo concreto. Com o exemplo, pretendemos mostrar que a simulagao
em si mesma ¢ ineficaz para a aprendizagem pois requer que o professor organize uma si-
tuagio didictica, baseada num problema que deve resolver-se através da simulagdo. Além
disso, o professor necessita de organizar na aula as fases de justificacio das solucées e vali-
dagao do conhecimento adquirido pelos alunos, para que se possa falar de um verdadeiro
ensino. Dependendo da forma como o professor organiza o discurso e dos objectos ma-
temdticos que faz emergir na solu¢ao dos alunos, com um mesmo problema e um mesmo
dispositivo de simulagio pode-se alcancar uma actividade matemdtica muito diferente.

4.1. O problema

O problema de Monty Hall consiste num jogo realizado no concurso televisivo Lezs Make
a Deal, emitido entre 1963 e 1986 na televisao norte-americana, ficando a dever-se a sua
designacao ao nome do apresentador do concurso. O concurso gerou muita polémica em
relagio as possiveis solugoes do problema matemdtico latente, revelando muitas intuicoes
erradas no que concerne a nogio de probabilidade condicionada. Reproduz-se, a seguir, a
formulagio mais conhecida do problema (Bohl, Liberatore & Nydick, 1995):

Supbe que estds num concurso, e te permitem escolher entre trés portas:
atrds de uma delas h4d um carro e atrds de cada uma das outras duas h4d uma
cabra. Escolhes uma porta, digamos a n° 1, e o apresentador, que sabe o
que hd atrds das portas, abre outra, digamos a n° 3, que contém uma ca-
bra. Entdo pergunta-te: — Nio preferes escolher a n° 22 E melhor, para t,
alterares a tua escolha inicial?

Seguidamente, apresentam-se trés possiveis solugoes correctas do problema, o qual con-
siste em determinar a melhor estratégia a adoptar no jogo: uma solugio intuitiva, ba-
seada na constru¢io de um diagrama de drvore; uma solugdo experimental, que se so-
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corre da simulagio do jogo; e, finalmente, uma solugio formal, baseada no cdlculo de
probabilidades.

Solugio intuitiva (SI). Consideremos, em primeiro lugar, a experiéncia “porta que
tem o prémio” (cada porta tem probabilidade 1/3 de ter atrds o carro). Seguidamente,
consideremos a porta que se escolhe (cada porta é escolhida com a probabilidade 1/3).
Estas duas primeiras experiéncias sio independentes. A terceira experiéncia é a porta que
abre o apresentador, que ¢ dependente das anteriores. No diagrama de 4rvore da Figura
1 apresentam-se as diferentes probabilidades tendo em conta as experiéncias: porta que
tem o carro, porta que se escolhe e porta que se abre.

Monty Hall

173 13 13

Porta que tem o carro

Porta que se escolhe

Porta que se abre

g 118 118 Probabilidade total

v e e A
Figura 1. Diagrama de 4rvore ilustrando o jogo.

Observamos que se nio mudamos de porta, adicionando as probabilidades de todos os
ramos do diagrama (escolher a porta 1, se o carro estd na 1; escolher a porta 2, se o carro
estd na 2; escolher a porta 3, se o carro estd na 3), as possibilidades de ganhar sio de 1/3.
Cada um destes acontecimentos compostos tem probabilidade 1/9. Consequentemente,
se ndo mudamos de porta, as possibilidades de perder sao de 2/3.

Suponhamos que mudamos de porta. Se escolhemos uma porta com uma cabra, o
apresentador mostra a outra cabra. Mudamos de porta (para a porta que tem o carro) e
ganhamos. Por exemplo, se o carro estd na porta 1, escolhemos a porta 2, o apresentador
mostra-nos a porta 3 ¢ s6 podemos mudar paraa 1, que é a que tem o carro. Este aconte-
cimento tem probabilidade 1/9. Ocorre 0 mesmo se o carro estd na porta 1 e escolhemos
a 3, donde a probabilidade de ganhar em ambos os casos ¢ 2/9. Como hd trés portas, a
probabilidade total de ganhar mudando serd 2/3.

Se escolhemos a porta com carro, o apresentador mostra-nos uma das duas portas
que tem a cabra e a0 mudarmos de porta perdemos sempre. Se o carro estd na porta 1,
escolhemos a porta 1 ¢ o apresentador abre a porta 2 ou a 3, cada uma delas com proba-
bilidade 1/18. Assim, considerando ambos os casos, perdemos com probabilidade 1/9 se
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mudamos de porta. Como hd trés portas, a probabilidade total de perder mudando de
porta serd 1/3.

Solugio experimental (SE). A experimentagio com a simulagio do jogo, recorren-
do, por exemplo, a uma folha de cdlculo, proporciona aos estudantes uma experiéncia
intuitiva sobre os resultados que se obtém neste jogo com cada uma das duas estratégias:
mudar ou ndo mudar de porta. Partindo da evidéncia fornecida por estes resultados, ob-
serva-se experimentalmente que as possibilidades de ganhar o jogo sdo de aproximada-
mente o dobro a0 mudar de porta. No caso de o aluno ter intuigdes erradas, ele observa
contradigées, produzindo-se um conflito cognitivo que ao tentar resolver o pode levar a
alterar as suas ideias, aderindo a um raciocinio intuitivo correcto.

No Quadro 1 apresentam-se alguns resultados da simulacio de 100 realizagoes do
jogo através da folha de cdlculo Excel preparada pelo professor. Observando as frequén-
cias relativas da estratégia “nunca mudar de porta” (0,38) e da estratégia “mudar sempre
de porta” (0,62), conclui-se que esta tltima estratégia foi ganhadora. A simulacio pode-
ria também efectuar-se com um dos muitos applets existentes na Internet sobre o jogo de

Monty Hall (ver, por exemplo, http://math.ucsd.edu/~crypto/Monty/monty.html).

Quadro 1. Simulagio de 100 realizagdes do jogo na folha de cdlculo Excel.

Tentativas Porta Porta Porta Estratégia | Nova porta | Estratégia
escolhida | como | abertapelo | de nunca | escolhida | de mudar
pelo carro | apresentador | mudar de pelo sempre de
concorrente porta | concorrente | porta
1 1 3 2 Perde 3 Ganha
2 2 2 1 Ganha 3 Perde
3 3 1 2 Perde 1 Ganha
4 2 2 1 Ganha 3 Perde
5 3 1 2 Perde 1 Ganha
98 2 2 1 Ganha 3 Perde
99 1 3 2 Perde 3 Ganha
100 2 3 1 Perde 3 Ganha
Probabilidade de ganhar com cada uma das 0,38 0,62
estratégias

Tendo em conta que os resultados sdo aleatérios, devemos realizar o jogo um niimero
considerdvel de vezes para que os resultados se ajustem & solugio do problema, o que no
caso da simulagio em computador nio constitui problema uma vez que ele permite efec-
tuar um grande ndmero de simula¢oes rapidamente.

A simulagao proporciona-nos uma solucio experimental de qual ¢ a estratégia ganha-
dora, mas ndo nos explica a razio de preferir uma estratégia em relagio a outra. Neste
caso, serd necessdrio que o professor reconduza o estudante para uma solugio intuitiva
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cotrecta, como a que foi apresentada antes, ou para uma solugio formal, como aquela
que apresentamos a seguir.

Solugao formal (SF). A solugio formal deste problema utiliza as propriedades da pro-
babilidade condicionada, que é um objecto matemdtico de defini¢ao simples de entender
mas dificil de aplicar. Para chegar 2 solugio, definimos os seguintes acontecimentos:

A : O jogador escolhe a porta que contém o carro na sua selec¢io inicial;
B : O jogador escolhe uma porta que contém uma cabra na sua selecgio inicial.
C': O jogador ganha o carro.

Estamos interessados em calcular P(G) para cada tipo de jogador, o que muda de portae
o que nio muda. Para calcular P(G), basta notar que G = (G N A) U (G N B), j que
ANB=ge AU B = Q. Isto é equivalente a dizer que { A, B} é uma partigio de (2,
sendo €2 o espaco amostral da experiéncia.

Aplicando o axioma da reuniio de probabilidades, tem-se:

P(G) = P((GNA)U(GNB))
= P(GNA)+ P(GN B)
— P(G|A)P(A) + P(G|B)P(B)

Por outro lado, aplicando a regra de Laplace, vem: P(A) =1/3 e P(B) = 2/3 pois
h4 um carro e duas cabras. Finalmente, temos que calcular a probabilidade de ganhar de
cada tipo de jogador:

Jogador que nunca muda de porta: Neste caso P(G|A) =1 e P(G|B) = 0, portan-

to P(G) =1/3;
Jogador que muda sempre de porta: Neste caso P(G|A) =0 e P(G|B) =1, donde
P(G)=2/3.

4.2. Andlise semidtica da actividade matemadtica nas trés solugdes anteriores

Uma vez elaboradas as trés solugoes anteriores, apresentamos, seguidamente, no Quadro
2, com base no enfoque ontosemiético (Godino, Font & Wilhelmi, 2008), as configura-
¢oes dos objectos matemdticos explicitos e implicitos nestas solugoes correctas. O enfo-
que ontosemidtico é um modelo tedrico sobre o conhecimento e o ensino da matemdti-
ca, envolvendo vérias dimensoes. Na presente andlise apenas temos em conta os tipos de
objectos que intervém na actividade matemdtica: linguagem, conceitos/defini¢ées, pro-
posicoes, procedimentos e argumentos. A finalidade da andlise ¢ mostrar a variedade de
objectos utilizados nas diferentes solucoes e o significado que os alunos lhes atribuem na
situacdo apresentada.
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uadro 2. Configuracoes dos objectos matemdticos envolvidos nas solucoes.
gurag ¢
. Objectos matemdticos na | .. . . _
Tipo | . 7 Significado na situacio SI |SE |SF
situacio
£
R Determinar a estratégia que dd lugar a
2 | Escolha da porta . , . v vV
° maior nimero de éxitos
~
Verbal Explicacio da situacio VI vV
, Diagrama de 4rvore
Grifica I .
. Representagio icénica do jogo
S P Expressao de acontecimentos e
o0 | Simbdlica e
s probabilidades
5 Numérica: probabilidades | Probabilidade de cada acontecimento v v
Numérica: frequéncias Resultados da experiéncia v
, Icones que representam os acontecimen-
Icénica v
tos e resultados
Escolher uma porta vVivi|v
Experiéncia aleatéria Porta que o locutor abre VI vV
Ganhar o prémio v v |v
Acontecimentos; espago | Portas 1, 2, 3 Viv|Y
amostral Ganhar/néo ganhar ViV |Y
Experiéncia composta Composicao das experiéncias anteriores | v/ | v/ |V
Acontecimentos da expe- | Produto cartesiano dos espagos amostrais v
riéncia composta anteriores
Frequéncia relativa Exitos / niimero de experiéncias v
w A . A .
8 .. Tendéncia da frequéncia para a
3. | Convergéncia 1 d P v
2 probabilidade
§ | Intersecgio de Parte comum dos conjuntos de v
% acontecimentos acontecimentos
8 ;
R .. . Conjunto formado pelos elementos dos
8 | Uniao de acontecimentos i ) 4
2 conjuntos de um ou outro acontecimento
) . ;
&) . , Interseccio de um acontecimento com o
G
Sucesso impossivel
seu complementar
Probabilidade cléssica Razao entre os casos favordveis e possiveis | v/ v
Probabilidade frequencista | Limite da frequéncia v
Axiomas de probabilidade | Explicitagio dos axiomas v
Proporgio de ocorréncia de um aconte-
Probabilidade condicional | cimento em relagao ao total de vezes que | v/ | v/ | v
ocorreu outro acontecimento
Regra da soma Probabilidade de ganhar o carro v 4
g g
Regra do produto Probabilidade simultinea; dependéncia | v/ v
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Quadro 2. Configuragdes dos objectos matemdticos envolvidos nas solugdes (cont.).

Tipo O.bj ectos matematicos na Significado na situacao SI | SE | SF
situagio
Ciélculo intuitivo d . Lo
2 protC)Zbc;lizazleswo ¢ Aplicar regras de cdlculo intuitivo v
5! 4lculo formal
£ Caleu oo de Aplicar regras de cdlculo formal v
= | probabilidades
Q . .. ,
2 | Caleulo de frequéncias EstlmAar a probabilidade através da v
~ frequéncia
Representacio gréfica Construgio do diagrama de drvore v
Independéncia Experiéncias independentes v
Relaga ilida-
clagdo ente p roba.b ilida Restri¢io do espago amostral v
o de condicionada e simples
_‘% Lc’:i empirica dos grandes Conver.g.éncia da frequéncia para a v
g |ndmeros probabilidade
2 | Teorema da probabilida- . N
~ Aplicar o teorema 2 situagio v
de total
Axioma de reunido de A probabilidade da soma é a soma das v v
acontecimentos probabilidades
)
£ | Raciocinio dedutivo Demonstrar a solugao 4 v
g
gﬁ Raciocinio empirico Com;fafar o n° de acertos nas diferentes v
< estratégias

Nota: ST - Solugio Intuitiva; SE — Solugao Experimental; SF — Solugao Formal.

Observando o Quadro 2, verificamos que a solugio experimental é a que envolve menos
objectos matemdticos e a solucdo formal é a que mais objectos matemdticos compreen-
de. Por outro lado, os objectos sao diferentes consoante o tipo de solugao. Enquanto na
solucdo empirica se usa a concepgio frequencista de probabilidade, a frequéncia relativa
e a ideia intuitiva de convergéncia, estes objectos nio sio explicitos nas soluces intuitiva
e formal. A independéncia entre experiéncias e a relacio entre probabilidade condicio-
nada, simples e conjunta, que sdo precisamente os objectos matemdticos que explicam a
solucdo intuitiva, ndo sio explicitos na solugio empirica. Finalmente, a solu¢io formal,
acessivel apenas a alunos mais avancados, ¢ a que permite trabalhar com um maior nu-
mero de objectos matemdticos e um raciocinio mais avangado.

4.3. Possiveis dificuldades na resolugao do problema

Na resolugio do problema podem surgir diferentes erros, falhas ou interpretagoes erradas
que conduzam a solugdes erréneas, das quais se apresentam a seguir trés.

Nio percep¢ao da dependéncia das sucessivas experiéncias. Quer dizer, ou nio se
compreende a estrutura da experiéncia composta ou se supoem as sucessivas experiéncias
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independentes ao nio se percepcionar a forma como a informagio proporcionada pelo
locutor afecta a probabilidade inicial de obter o prémio. Este erro de raciocinio é expli-
cado pela “faldcia do cixo temporal”, descrita por Falk (1986), que consiste nas pessoas
acreditarem, erradamente, que uma informagao actual (a porta aberta pelo apresentador)
nio pode afectar a probabilidade de um acontecimento que ocorreu antes (a probabilida-
de da porta inicialmente seleccionada conter o prémio).

Percepcio incorrecta do espago amostral. Outra possibilidade de erro neste proble-
ma resulta de uma incorrecta enumeragio do espaco amostral em uma ou vdrias das ex-
periéncias que intervém. A intui¢do diz-nos que uma vez escolhida a porta e eliminada
a porta que abre o apresentador, que nunca tem prémio, sé restam duas possibilidades
equiprovdveis. O problema reside em nio considerarmos a informagio de que “o apre-
sentador sabe onde estd o prémio”. Como o apresentador abre a porta depois da escolha
do jogador, a escolha do jogador afecta a porta que o apresentador abre. Portanto, o es-
paco amostral na segunda experiéncia varia com o resultado da primeira.

Interpretagio incorrecta da convergéncia. Pode originar-se uma reafirmagao na cren-
¢a de que ¢ indiferente mudar, ou nio, de porta se, ao experimentar com a simulagio, o
aluno obtém (devido 2 aleatoriedade) um resultado parecido com as duas estratégias. Esta
possibilidade é maior quando o niimero de experiéncias que se realizam é pequeno, pois
a convergéncia das frequéncias relativas para a probabilidade apenas se cumpre a longo
prazo, ndo em pequenas séries de ensaios. Hd aqui o perigo de que se reafirme a “crenca
na lei dos pequenos niimeros” (Tversky & Kahneman, 1982), que consiste em esperar
que a convergéncia se realize em pequenas séries de experiéncias.

Shaughnessy (1992) e Leviatan (2006) propuseram este problema a estudantes do
ensino secunddrio e do ensino superior, incluindo professores em estdgio e em servigo, e
verificaram que muitos estudantes acreditavam que, quando Monty Hall abre uma das
portas com a cabra, as hipéteses de ganhar o prémio aumentam automaticamente de 1/3
para 1/2, pois uma das duas portas nao abertas tem atrds o carro. Todavia, se nao ¢ rea-
lizada nenhuma ac¢do pelo concorrente para aumentar as suas possibilidades de ganhar
usando a nova informacio, a probabilidade de ganhar o carro ¢, ainda, de 1/3.

Para salientar a vantagem em escolher a outra porta, Shaughnessy (1992) apresenta
trés estratégias: (1) manter a escolha original; (2) lancar uma moeda ao ar, mantendo a
escolha original se sair cara e escolhendo a outra porta se sair coroa; e (3) escolher a ou-
tra porta. A simula¢io de cada uma destas estratégias, recorrendo a uma roleta dividida
em trés partes iguais e a uma moeda, conduz, depois de efectuado um ndmero suficien-
temente grande de simulagées, a conclusio que a estratégia mais provével ¢ escolher sem-
pre a outra porta. Contudo, para Borovenik e Peard (1996) a simulagio falha em explicar
a razdo da nio validade da soluc¢do intuitiva errénea, que resulta de assumir a equipro-
babilidade em relagdo as duas portas que se mantém fechadas. Tendo por referéncia este
exemplo, Borovenik e Peard (1996) afirmam:

A simulagio nunca pode substituir o pensamento acerca de um problema
e nunca pode atacar directamente intuigoes erradas. Ela serve apenas como
uma indicagio da localizacio do erro de um pensamento intuitivo. O pro-
cesso de clarificacio tem de ser prosseguido por outros meios. (p. 263)



®

A simulagdo em Probabilidades e Estatistica: potencialidades e limitagies 177

Serd portanto necessdrio complementar a solu¢do empirica do problema, obtida através
da simulagio, com uma das estratégias intuitiva ou formal, apresentadas anteriormente.

5. Precaugdes no uso da simulagao

Apesar das vantagens apontadas ao método de simula¢io, o método nio responde a to-
das as dificuldades no ensino de Probabilidades ¢ Estatistica. Especificamente, a utiliza-
¢do do método, ao exigir uma planificagio cuidada por parte do professor e uma atengao
especial s respostas dos alunos, implica uma predisposicio critica para aceitar resulta-
dos inesperados. Existe ainda o perigo dos alunos explorarem demasiado rapidamente os
problemas, nao lhes sendo dada a oportunidade para pensarem cuidadosamente naquilo
que fizeram e para passarem com confianc¢a de um nivel de pensamento para outro. Em
relagdo a este tltimo aspecto, o perigo ¢ considerdvel em virtude do cardcter activo, con-
creto e de jogo do método.

Relativamente a simulacio como meio de criar ambientes-modelo, Borovcnik e Peard
(1996) discutem a questio da convergéncia empirica das frequéncias relativas. A simu-
lagdo usual centra-se no cdlculo de sucessivas frequéncias relativas para um ntimero cres-
cente de experiéncias. Nesta estratégia, hd trés questdes criticas a considerar: (1) para que
valor limite convergem as frequéncias relativas?; (2) em relacio a que convergem?; ¢ (3)
com que rapidez convergem para o limite?

Para evitar dificuldades subjacentes a estas questoes, fazendo com que os alunos apre-
ciem o efeito do tamanho da amostra sobre a precisio da estimagao dada pelas frequén-
cias relativas, Freudenthal (1972) propoe uma estratégia diferente para enfrentar o pro-
blema. No caso de uma moeda, comecamos por langar ou simular o seu lancamento
muitas vezes, digamos 600 vezes. Seguidamente, dividimos a sequéncia dos resultados
obtidos em sequéncias de comprimento fixo e calculamos, para cada sequéncia, a fre-
quéncia relativa do acontecimento ‘sair a face cara, por exemplo. Assim, considerando
sequéncias de comprimento cinco, obtém-se 120 sequéncias, a que corresponde uma dis-
tribui¢do de frequéncias relativas com uma dada média ¢ um dado desvio padrio. Con-
siderando, agora, sequéncias de comprimento 20 e 60, obtém-se, respectivamente, 30 e
10 sequéncias, a que correspondem outras distribuicdes de frequéncias relativas com cer-
tos valores para a média e para o desvio padrio. Ora, verifica-se que, enquanto o valor da
média se mantém, o valor do desvio padrio diminui com o aumento do comprimento
da sequéncia. A diminui¢io da variabilidade das frequéncias relativas a partir da conside-
racdo de sequéncias com maior comprimento pode ainda ser observada através de repre-
sentacoes gréﬁcas, recorrendo a histogramas. Esta estratégia, além de proporcionar um
excelente meio de interpretacio da lei dos grandes niimeros, permite ainda relacionar a
perspectiva frequencista de probabilidade com a perspectiva tedrica.

Especificamente, no caso da utilizacdo de computadores, Shaughnessy (1992) refere
duas preocupagées. A primeira prende-se com o papel do professor em contextos com-
putacionais. Neste caso, preconiza-se que os professores sejam envolvidos durante todo o
processo de desenvolvimento dos produtos computacionais, e nio apenas que sejam as-
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sistidos na utilizagao de produtos acabados. A segunda centra-se na importincia de nio
abandonar completamente representagoes mais concretas de experiéncias estocdsticas.
Nesse sentido, parece ser da maior importincia para muitos alunos ter experiéncia em ge-
rar e reunir os seus proprios dados fisicamente, recorrendo a objectos aleatérios concretos
(por exemplo, dados ou roletas).

Nio devemos, contudo, ser demasiado optimistas a respeito da facilidade da activi-
dade de simulagao. No trabalho citado de Coutinho (2001) observaram-se vérias difi-
culdades dos alunos quando lhes foram propostas situagdes em que deviam construir
um modelo de urnas para simular certas experiéncias concretas ou jogos probabilisticos,
designadamente:

* dificuldades de utilizagao do soffware quando o aluno nio estd com ele familiari-
zado, pelo que se recomenda o uso de programas facilmente manipuldveis e que
ndo acrescentem complexidade desnecessdria a actividade de simulagio;

* resisténcia em usar a simulagio e a aproximacio experimental para resolver um
problema de probabilidade nos casos em que é possivel resolver o problema me-
diante cdlculo directo;

 dificuldade em aceitar dados de simulagoes para obter estimagoes da probabilida-
de que nao tenham realizado pessoalmente;

* dificuldade em diferenciar a estimagio da probabilidade proporcionada pela si-
mulacio do verdadeiro valor tedrico da probabilidade (que s6 ¢ acessivel através
de cdlculo nos casos em que tal seja possivel).

6. Implicagoes da simulagao para a aprendizagem da estocéstica

Ao longo do presente texto procurdmos salientar o interesse que a simula¢io pode ter no
ensino e aprendizagem das Probabilidades e da Estatistica, isto é, na estocdstica, em par-
ticular quando razées de espago, tempo ou custos tornam impraticdvel a realizacio de
observagoes reais. Nestes casos, recorrendo ao computador, pode construir-se uma simu-
lagao, que é um modelo simplificado do fenémeno em questio (eliminando as varidveis
irrelevantes da sua estrutura), condensado no tempo e manipuldvel pelo aluno. O uso
de programas de simulacio permite colocar a disposi¢io do aluno um novo instrumen-
to que torna possivel a exploragio e a descoberta de conceitos e principios que de outro
modo seriam muito mais abstractos, contribuindo para mitigar o problema da falta de
experiéncia estocdstica e melhorar a intui¢io probabilistica.

Para Blejec (2003) os computadores permitem aos alunos realizar tarefas de célculo
mais rapidamente, libertando-os para se poderem centrar mais nos conceitos estatisticos
e ajudd-los a clarificar conceitos especificos através de contextos nos quais podem aplicar
as técnicas estatisticas. Este autor acrescenta ainda:
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Usando computadores, a andlise standard de dados pode ser complemen-
tada com experiéncia estatistica adicional através de métodos e sistemas de
simulagio. Estas simulagoes podem ajudar no ensino da Estatistica em ge-
ral e particularmente em conceitos e teoremas dificeis ou abstractos. Usan-
do simula¢des, combinadas com visualizagoes do computador, estes con-
ceitos e teoremas podem ser efectivamente demonstrados, mesmo a alunos
com capacidades e interesses matemdticos limitados, ¢ pode, algumas ve-
zes, substituir uma prova matemdtica rigorosa. (s/p)

Chance, delMas e Garfield (2004) argumentam que os alunos se envolvem e interessam
mais na aprendizagem da Estatistica quando sao usadas simula¢oes. Contudo, nio refe-
rem dados que demonstrem realmente que a simulagao produz uma compreensio con-
ceptual adicional ou mais profunda. Também num estudo sobre distribui¢oes amostrais,
em que foi usado um software de simulagio, estes autores concluiram que o facto de
os alunos experienciarem distribuices amostrais de diferentes tipos de populacoes e de
amostras de diferentes dimensoes nio conduz necessariamente a uma compreensio con-
ceptual profunda dos principais conceitos estudados.

Num estudo exploratério, tendo por propdsito compreender o que os alunos véem e
que informagio extraem do que véem quando interagem com uma actividade de simu-
lagio em computador, Lipson, Kokonis e Francis (2003) identificaram quatro estddios
de progresso dos alunos durante a actividade: reconbecimento (interpretar e relacionar as
representagoes do ecrd), integragdo (integrar as nogoes representadas), contradicio (reco-
nhecer as tensoes criadas no estddio de integracio) e explicagio (encontrar possiveis ex-
plicagoes estatisticas para as contradi¢oes identificadas). As capacidades dinimicas e inte-
ractivas do software foram mais visiveis no estddio de reconhecimento do que nos outros
estddios. Nestes tiltimos estddios, além de se dever permitir uma considerdvel experiéncia
aos alunos antes da tomada de decisoes, a simulacio deve ser acompanhada de um ques-
tionamento adequado para focar a atengao dos alunos em todos os componentes do ecra,
de modo a verificar e explicar alteragbes ou permanéncias ocorridas no desenvolvimento
da actividade.

Por outro lado, muitos problemas complexos podem ser resolvidos hoje em dia atra-
vés da simula¢do e explorar com os alunos exemplos simples através desta técnica pode
servir para lhes mostrar a sua aplicabilidade a campos e problemas reais.

Na aprendizagem da estocdstica, a simula¢o, para além de simplificar as relagoes ma-
temdticas implicadas na resolugao de problemas, desempenha um papel importante na
identificacdo das diferencas entre a estimacio experimental da probabilidade, obtida atra-
vés da frequéncia relativa, e a probabilidade tedrica. O professor, todavia, deve ser cuida-
doso em distinguir a frequéncia relativa (que pertence ao mundo real dos dados) da pro-
babilidade tedrica (que é um modelo matemdtico), cujo valor nunca se obtém (a nio ser
apenas uma aproximagio) mediante a simulagio.

Naturalmente, hd diferengas importantes em termos das aprendizagens dos alunos
consoante eles apenas usem simulagées jd elaboradas ou participem na co-elaboragao des-
sas simulagdes. Enquanto meros utilizadores de simulacoes ja estabelecidas, os alunos te-
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rio menos oportunidades de desenvolverem uma aprendizagem mais ampla, até porque
as simulagoes efectuadas em computador podem centrar-se mais nos resultados, omitin-
do a0 aluno os processos que conduzem a esses resultados. Diferentemente, a actividade
de elaboragio das préprias simulagdes, a partir dos vérios passos referidos anteriormente,
constitui uma tarefa potenciadora de aprendizagens mais profundas e vastas.

Ainda que a simula¢io e o enfoque frequencista de probabilidade proporcione uma
solugdo para o problema, esta abordagem nio nos fornece a razio pela qual a solugio ¢
vélida, carecendo, portanto, de valor explicativo, que s6 se pode obter no enfoque cldssi-
co e no cdlculo formal de probabilidades. Consequentemente, nio podemos contentar-
nos com o facto de o aluno ser capaz de passar do dominio da experiéncia real ao domi-
nio pseudo-concreto, ainda que este passo cumpra uma fung¢io diddctica importante e
prepare o aluno para a compreensio do dominio formal, pois ¢ apenas neste tltimo que
0 aluno pode levar a cabo uma actividade matemdtica de formalizagao.
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Resumo. Para além de constituir um importante método de trabalho para o estatistico, a simulagio
assume-se como um dos principais usos diddcticos da tecnologia no ensino das Probabilidades e Es-
tatistica. Com fins did4cticos, alternativamente, a simulagio também pode realizar-se sem recurso a
tecnologia, socorrendo-se de materiais concretos. Neste trabalho, primeiro, analisamos a importancia
da simulacio em Probabilidades e Estatistica e as suas potencialidades e limitagoes como instrumen-
to diddctico. Seguidamente, usamos a andlise de um problema cléssico de Probabilidades (problema de
Monty Hall) e trés tipos possiveis de solugio para mostrar que a tecnologia, em si mesma, nao determi-
na a actividade matemdtica e a aprendizagem do aluno, pois esta depende também da situacio did4cti-
ca e da forma como o professor organiza o discurso na sala de aula. Finalmente, apresentamos algumas
implicacdes do uso da simulagao na aprendizagem de Probabilidades e Estatistica.

Palavras-chave: Simulagio em Probabilidades e Estatistica; Potencialidades e limitagoes da simula-
¢io; O problema de Monty Hall; Implicagées diddcticas.

Abstract. Simulation is one main didactic resource that takes advantage of technology in probability
and statistics education, besides being a tool for statistical work. With didactic aims, simulation can also
be used without support of technology. In this work we analyze the importance of simulation in pro-
bability and statistics, its advantages and limitations as a didactic instrument. Then we use the analysis
of a classic probability problem (Monty Hall problem) and its three possible types of solution to show
that the technology in itself does not determine the mathematical activity and the student’s possible
learning. This also depends on the didactic situation and the way in which the teacher organizes the
classroom discourse. We finish with some recommendations about the use of the simulation in proba-
bility and statistics.

Keywords: Simulation in probability and statistics; Advantages and limitations; Monty Hall pro-
blem; Didactic implications.
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