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Introdugao

Este trabalho, no 4mbito da Did4ctica da Matemdtica, foca-se na investigagao de aborda-
gens alternativas de ensino e aprendizagem da Geometria Euclidiana, no Ensino Secun-
ddrio, com recurso a outros modelos de Geometrias Planas (e.g. Geometria Hiperbdlica,
Geometria do Motorista de T4xi).

A abordagem de vérios modelos de geometrias planas, da forma que é sugerida nes-
te trabalho, ¢ desenvolver a nogao de sistema axiomdtico, sem privilegiar uma orienta-
¢ao segundo “axiomdticas locais”, onde a partir de um objecto se induz uma lista organi-
zada de axiomas, defini¢bes, sequéncia de teoremas, etc. e se privilegie uma abordagem
menos localizada, partindo de axiomas, definigées, etc., concretizando e dando sentido
a esses conceitos através de construgoes e exploragoes, recorrendo a ambientes de geo-
metria dindmica, dessas mesmas construgées. Por exemplo, o modelo do Semi-Plano de
Poincaré exibe claramente, a alunos do ensino secunddrio a negacio do 5.° postulado de
Euclides.

A opgio pelo Ensino Secunddrio deve-se ao facto de se tratar de um nivel de ensino
onde se regista uma elevada taxa de insucesso escolar (especialmente no 10.° ano) e onde
¢ notdrio o abismo existente, entre o ensino Secunddrio e Universitdrio, no Ambito do
raciocinio 16gico-dedutivo.

O trabalho a desenvolver pretende aprofundar o estudo de questoes ligadas & nature-
za do conhecimento envolvido que estardo na base de decisoes, tais como: Quais os pro-
cessos que vao ser ensinados? Que processos queremos que os alunos dominem? E, por
outro lado, ter em conta que se pretende desenvolver capacidades de ordem superior,
significando que o ensino da Matemdtica deve dirigir-se para niveis elevados de pensa-
mento, tais como: resolugio de problemas; comunicar matematicamente; raciocinio e
demonstracio.
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O principal objectivo desta investigagdo ¢ analisar ambientes de aprendizagem em
que os alunos sejam solicitados a resolver problemas de prova em contextos diversifica-
dos ¢, de uma forma mais geral promover o desenvolvimento do raciocinio dedutivo e
uma visdo mais alargada do conhecimento matemdtico. Em particular, a abordagem de
problemas de prova num contexto de geometria ndo Euclidiana, com recurso a artefactos
e a software de geometria dinimica, serd investigada.

Objectivos e questao de investiga¢io

Sendo a Geometria o berco dos sistemas axiomdticos modernos, fizemos recair a nossa in-
vestigacdo na andlise de alguns resultados em sistemas axiomdticos geométricos nao iso-
morfos nomeadamente nas Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica.

Na concepgao dos problemas teve-se em linha de conta as actuais sugestdes curricula-
res, do Ensino Secunddrio em Portugal, que recomendam a criagio, através da proposta
de situagdo problema, de ambientes favordveis & abordagem de aspectos formais da prova
e demonstracio.

A actividade de resolu¢do de problemas conduz a aspectos importantes da educacio
matemdtica, nomeadamente na discussio de estratégias de resolucio, competéncias de
argumentagio, elaboracio de demonstragoes com dominio de questdes de linguagem
matemdtica, andlise e adequagao de resultados, construgio de conceitos. A progressiva
aquisi¢ao de competéncias no dominio da resolucio de problemas é um dos grandes ob-
jectivos de qualquer sistema de Educagio Bdsica e Secunddria em matemdtica.

Pretendeu-se, através desta investigagio:

* Desenvolver tarefas que suscitem o ensino e aprendizagem da Geometria segundo

uma abordagem diversificada;

* Analisar as abordagens das tarefas desenvolvidas pelos alunos do Ensino Secundé-
rio, em diferentes momentos e a forma como estes alunos mobilizam as suas capa-
cidades, quer ao nivel dos contetidos matemdticos quer ao nivel dos processos;

e Avaliar o impacto dessas abordagens no desenvolvimento do conhecimento mate-
mitico dos alunos;

A investigacdo realizada consistiu na implementagdo, em sala de aula, de uma pasta de
tarefas de geometria com o objectivo de gerar algum entendimento sobre a seguinte ques-
tdo: De que forma ¢ que outros modelos de Geometrias Planas, distintos da Euclidiana,
pode ajudar alunos do ensino secunddrio a desenvolver o raciocinio dedutivo?
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Referencial teérico

Antecedentes da investigagao

Durante os tltimos anos tem-se vindo a realizar investigagio considerdvel no 4mbito do
ensino e aprendizagem do raciocinio matemdtico, em especial de raciocinio de nature-
za dedutiva. Um testemunho deste facto estd patente nas publicagoes, sobre este tépico,
nos jornais de educagio matemdtica entre 1990 e 1999. Além de que Nicholas Balacheff
tem mantido um website, desde 1997, a Newsletter — International Newsletter on the Te-
aching and Learning of Mathematics Proof, a qual tem divulgado estudos tedricos e empi-
ricos sobre este tépico.

No CERME 4 (Fourth Congtess of the European Society for Research in Mathema-
tics Education) em Espanha, Reid, D. (2005) discutiu, tendo como referéncia o trabalho
de vérios investigadores (e.g., Godino & Recio, 2007; Reid, 2001; Balacheff, 2004), os
diferentes significados de “demonstragio” e “prova em termos das seguintes dimensoes:
o conceito de demonstragio; o propésito do ensino da demonstragio; os tipos de racio-
cinio envolvidos numa prova, a necessidade de provar e a relagio entre demonstragio e
linguagem.

Um ndmero considerdvel de investigadores tem vindo a investigar a influéncia do
recurso a ambientes de geometria dinAmica no desenvolvimento do raciocinio matemd-
tico. Um indicador de tal facto é a edicdo especial do jornal internacional de investigacao
em educa¢io matemdtica, Educational Studies in Mathematics 44 (2000).

Os exemplos de sucesso aqui apresentados nio aconteceram sem os seguintes elemen-
tos: tarefas cuidadosamente preparadas, adequada orientacio do professor; criagio de opor-
tunidades para os alunos conjecturarem, cometerem erros, reflectirem, interpretarem relagoes
entre objectos e apresentarem explicacoes matemdticas.

E razodvel prever que estes ambientes transformem rapidamente a relago entre o co-
nhecimento matemdtico e os problemas propostos. Essa mudanca ocorrerd devido  na-
tureza dos problemas propostos e aos processos de resolugao Mariotti (2000).

Um grande nimero de estudos tem confirmado a importincia do papel do professor
na criagio de ambientes de debate que conduzam os alunos 2 identificacio da estrutura
de uma demonstragio, & apresentagio de argumentos e a distin¢do entre os argumentos
correctos dos incorrectos, bem como a encorajar a interac¢io entre os alunos. Além dis-
so, ¢ crucial que o professor ajude os alunos a compreenderem por que é que uma pro-
va é necessdria e quando esta ¢ vilida (cf. Balacheff: 1987; Hanna: 1995 cit in Bergen
et al: 2000).

O facto de se ter vindo a reflectir sobre a investigagio neste dominio, quer em confe-
réncias internacionais quer nas vdrias publicagées disponiveis (e.g., Educational Studies
in Mathematics, Recherches en Didactique dés Mathématiques, La Lettre de la Preuve)
constitui um sinal de maturidade da investigagdo no ensino e aprendizagem da “demons-
tragio” e da “prova’ matemitica.
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A investigacdo neste dominio (e.g., Schalkwijk, 2000) documenta que para alunos do
nivel do Ensino Secunddrio as tarefas que envolvem raciocinio dedutivo constituem ta-
refas com um grau de dificuldade elevado, Dreyfus (1999), identificou trés categorias de
dificuldades: a necessidade, a compreensio e a elaboracio da prova. Assim, os professores
de Matemdtica devem ter preocupagoes relativas a abordagens didécticas de problemas
de prova que contribuam para a redugio das referidas dificuldades.

Em Portugal, as abordagens de ensino da prova matemdtica, quer da Educagao Bésica
quer na Educagao Secunddria, concentram-se frequentemente na verificacio de resulta-
dos e menos na exploragio e explicacio. Os indicadores de avaliagdo, quer aferida quer
sumativa, demonstram claramente a necessidade do desenvolvimento de intervencoes
na educagio matemdtica que promovam o pensamento matemdtico mais auténomo nos
nossos alunos.

A acessibilidade a ambientes de geometria dinimica (e.g., Geometer’s Sketchpad, Ca-
bri Geometry, Geogebra) facilita a realizacio de tarefas de natureza exploratéria, devido
ao facto dos alunos testarem facilmente conjecturas através da exploracio de construgoes
feitas ou conjecturarem relacdes geométricas com base em evidéncias visuais. De acordo
com Hanna (2000) o professor de matemdtica deve estar consciente de que as represen-
tagdes visuais constituem uma componente essencial nos curriculos de matemdtica na
medida em que cria pontes com o aspecto formal da matemadtica.

O nosso estudo constitui-se como uma pequena peca na agenda de investigacio na
educagio de alunos do Ensino Secunddrio para a prova matemdtica. Neste sentido, ¢ de
forma atipica, optou-se por abordar problemas de prova num contexto diversificado de
Geometria Plana.

O enfoque ontosemidtico

Uma perspectiva Ontosemidtica da educagio matemdtica é um referencial teérico que
adopta pressupostos de natureza semidtica e antropoldgica, ao nivel da matemitica, e de
natureza interaccionista e socio-construtivista, ao nivel do estudo dos processos de ensino
e de aprendizagem (Godino, Batanero e Font, 2007). Assim, revela-se uma ferramenta
tebrica para descrever ¢ compreender préticas de demonstragao, em sala de aula, na sua
dupla versio, pessoal e institucional.

Neste momento, o conjunto de nogoes tedricas que compdem esta abordagem ¢ cons-
tituido por cinco grupos — Adequacio Didéctica, Dimensao Normativa, Trajectéria Di-
ddctica, Configuracdes de Objectos e Processos, e Sistema de Préticas — cada um deles
relativo a determinado nivel especifico de andlise para os processos de ensino e aprendi-
zagem de temas matemadticos.

Relativamente ao grupo, Configuracdes de Objectos e Processos, Godino e colabora-
dores referem que para uma andlise mais fina da actividade matemdtica ¢ necessdrio ter
em consideragao seis tipos de entidades primdrias: Situagdo-problema; Linguagem (e.g.,
termos, expressoes, notagoes, graficos) nos seus diversos registos (e.g., escrito, oral, gestu-
al); Conceitos (abordados através de defini¢oes ou descrigoes); Proposigoes (enunciados
sobre conceitos); Procedimentos (e.g., algoritmos, operacoes, técnicas de cdlculo); Ar-
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gumentos (enunciados utilizados para validar ou explicar as proposigoes e procedimen-
tos, de natureza dedutiva ou de outro tipo). Estes seis objectos relacionam-se formando
configuragdes epistémicas (redes de objectos institucionais) e cognitivas (redes de objec-
tos pessoais). A consideragio de uma entidade como priméria nio é uma questio abso-
luta mas sim relativa, visto que se tratam de entidades funcionais em contextos de uso.
Os sistemas de prdticas e as configuragoes sdo propostas pelos mesmos investigadores,
como ferramentas tedricas para descrever os conhecimentos na sua dupla versao: pessoal
e institucional.

Os atributos contextuais apontados por estes investigadores sao: Pessoal/institucional
— A cogni¢ao pessoal ¢ o resultado do pensamento e da ac¢io do sujeito individual con-
frontado com uma classe de problemas, enquanto a cognicio institucional é o resultado
do didlogo, do entendimento e da regulagio no seio de um grupo de individuos que for-
mam uma comunidade de préticas; Ostensivo/nio ostensivo — O atributo ostensivo re-
fere-se a representacio de um objecto nio ostensivo, isto é de um objecto que nio se pode
mostrar a outro. A classificagdo entre ostensivo e nao-ostensivo depende dos contextos
de uso. Diagrama, grificos, simbolos sio exemplos de objectos com atributos ostensivos,
cubos perfurados e sec¢oes planas de poliedros sio exemplos de objectos com atributos
nao-ostensivos; Expressio/ contetido (antecedente e consequente de qualquer fungio se-
midtica) — A relagio estabelece-se por meio de fungoes semiéticas, entendidas como
uma relacio entre um antecedente (expressao, designagio ou nome) e um consequente
(contetido, designado ou ente matemdtico) estabelecida por um sujeito (pessoa ou ins-
titui¢o) de acordo com determinado critério ou cédigo de correspondéncia; Extensivo/
intensivo (particular/geral) — Esta dualidade utiliza-se para explicar uma das caracteris-
ticas bdsicas da actividade matemdtica, ou seja, a generalizacio. Esta dualidade permite
centrar a atengdo na dialéctica entre o particular e o geral, que sem divida ¢ uma questao
chave na construgio e aplicagio do conhecimento matemdtico; Unitdrio /sistémico —
Em certas circunstincias os objectos matemdticos participam como entidades unitdrias
noutras estes devem ser tomados como decomposigio de outros para que se possa proce-
der ao seu estudo.

Estas facetas sao apresentadas agrupadas em duplas que se complementam de maneira
dialéctica. Sio consideradas como atributos aplicdveis aos distintos objectos primdrios e
secunddrios, dando lugar a distintas “versées” dos referidos objectos através dos seguintes
processos cognitivos/ epistémicos:

Institucionalizagdo — personalizagao;

Generaliza¢do — particularizagio;
Andlise/decomposi¢io — sintese/reedificacio;
Materializagio/concretizagio — idealizacao/abstracgao;

Expressao/representagio — significagio.
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Natureza das justificagées dos alunos

O conceito de justiﬁcagéo é muito amplo e, por isso, é muito natural que se encontrem
justificacbes muito distintas as quais, muitas vezes, utilizam processos de argumentacio
totalmente diferentes. A andlise das justificagdes dos alunos pode ser utilizada para ava-
liar o progresso de um aluno durante determinado periodo de aprendizagem, a influéncia
de um determinado processo de ensino e aprendizagem, etc. Ao discutirem esta questao,
Marrades ¢ Gutiérrez (2000) elaboraram uma classificacio das justificagdes dos alunos
com base nos trabalhos de outros autores (Bell, 1976; Balacheff, 1987).

Estes investigadores diferenciaram duas categorias principais de justificacoes: as justi-
ficagoes empiricas e as justificagdes dedutivas.

As justificagoes empiricas sdo caracterizadas pelo uso de exemplos como principal (e
talvez Gnico) elemento de conviccio. Os alunos elaboram conjecturas depois de terem
observado regularidades num ou em mais exemplos; usam os exemplos ou as relacées ob-
servadas entre eles para justificar a verdade da sua conjectura.

Dentro das justificagoes empiricas distinguem-se trés classes dependendo do modo
como os exemplos sdo seleccionados:

— Empirismo simples, quando a conjectura ¢ justificada mostrando que ¢é verda-

deira num ou em vérios exemplos, normalmente seleccionados sem um critério
especifico;

— Experimentacio crucial, quando a conjectura ¢ justificada mostrando que ¢ verda-
de num exemplo especifico, cuidadosamente seleccionado;

— Exemplo genérico, quando a justificagio é baseada num exemplo especifico, re-
presentativo da sua classe.

As justificacdes dedutivas sdo caracterizadas pela nao contextualizagio dos argumentos
usados, baseadas em aspectos genéricos do problema, operagdes mentais e dedugées 16gi-
cas. Os exemplos, quando usados, sao uma ajuda para organizar argumentos, mas as ca-
racteristicas particulares de um exemplo nao sio consideradas na justificago.
Dentro das justificagdes dedutivas distinguem-se duas classes:
— Experimentagio pensada, quando um exemplo especifico ¢ usado para ajudar a
organizar as justificagoes;

— Dedugéo formal, quando a justificagio ¢ baseada em operacdes mentais, sem a
ajuda de exemplos especificos.

Estudos de caso

Os estudos de caso, a seguir apresentados fazem, parte de investigagio mais alargada, rea-
lizada no Ambito de um trabalho de doutoramento sob o titulo “O Desenvolvimento do
Raciocinio Dedutivo ao Nivel do Ensino Secunddrio: Recurso a Geometrias Planas”.
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Este trabalho teve como objectivo promover o desenvolvimento do raciocinio deduti-
vo ¢ uma visio mais alargada do conhecimento matemdtico, com base em sistemas axio-
madticos distintos do sistema de Euclides.

A investigacio realizada consistiu na implementacio, em sala de aula, de uma pasta
de tarefas de geometria plana, concebidas para a investigacao, com o objectivo de gerar
algum entendimento sobre a seguinte questao: De gue forma é que o recurso a outros mo-
delos de geometrias Planas, distintos da geometria Euclidiana, pode ajudar alunos do ensino
secunddrio a desenvolver o raciocinio dedutivo?

Dois niveis de realizagio foram configurados para este trabalho. O primeiro decor-
reu num ambiente de sala de aula com uma turma de 20 alunos (15—-16 anos de idade)
do 10.° ano de escolaridade (1.° ano do ensino secundério) da drea de Econémico-Social
e no ano lectivo de 2004/2005. O prinicipal objectivo desta fase foi familiarizar os alu-
nos com, software de Geometria Dindmica (GSP), médulo de légica — nocdes bdsicas
de légica (e.g. Modus Ponens) e actividades com o postulado das paralelas em distintos
modelos de geometria. Nesta fase do estudo, principalmente no 1.° perfodo lectivo, fo-
ram desenvolvidas com a turma, situagdes problema, envolvendo o recurso a ambientes
de geometria dinimica e a modelos diversificados de geometria plana. A abordagem de
modelos de geometria, distintos do modelo Euclidiano, foi feita através do recurso a ar-
tefactos (instrumento de percussao, esfera de acrilico, balées de borracha, ...) e scripts do
GSP. Assim, foi proposta  turma o manuseamento de objectos fisicos cuja superficie en-
volvente apresentasse diferentes curvaturas e a visualizacio de linhas nessas superficies.

A exploragao no GSP, sofiware The Geometers Sketchpad, do semi-plano de Poinca-
ré, recorrendo ao script hy line.gss, sript desenvolvido pelo 7he Geometer’s Sketchpad
Center, permitiu a representagio de vdrias linhas hiperbdlicas (representadas por semi-
circunferéncias ortogonais a recta de equagio x =0 e por semi-rectas de equagio z=a).
De seguida, explorou-se o axioma das paralelas, noutros sistemas, recorrendo a artefactos
e ao programa Cinderella. Foi feita referéncia histérica ao trabalho de Lobachevsky e ao
trabalho de Riemann, com ilustragoes constantes quer em manuais escolares do 10.° ano
de escolaridade quer em cendrios de computador.

O segundo nivel foi desenvolvido extra-sala de aula em sessées de pequenos grupos de
trabalho a0 mesmo tempo que decorria a aula de matemdtica na turma. Nesta fase proce-
deu-se ao estudo das trajectdrias cognitivas individuais (Godino ez al., 2007) de duas alu-
nas (16 anos de idade) da turma mencionada, durante o seu 11.° ano (2.° ano do ensino
secunddrio) no ano lectivo 2005/2006. O enfoque era a natureza das justificagoes destas
alunas, quando confrontadas com problemas em virios modelos de geometria plana.

A andlise da forma como estas alunas elaboraram as justificagoes foi feita segundo a
estrutura analitica descrita por Marrades e Gutiérrez (2000) e baseada num enfoque on-
tosemidtico da educagio matemadtica desenvolvido por Godino ez a/. (20006).
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Caso 1
Este caso apresenta a configuracio e trajectoria cognitiva das duas alunas em relagio ao
seguinte problema:
Problema. Na figura seguinte estdo representadas vdrias linhas hiperbélicas (I,m,n, e k) no
Semi-Plano de Poincaré, definidas, respectivamente, pelas condi¢des:

I(x=7) +y*=16 y>0

m: (£-6,5)7+y*=6,25 y>0

n: (z-3)724+y'=1 y>0

kx=11 y>0

1

Figura 1 — Linhas hiperbdlicas (I, m, n e k) no semi-plano de Poincaré
Indica, caso existam, duas linhas paralelas ¢ duas nao paralelas. Justifica.

Apos a leitura e andlise da figura dada no enunciado ocorreu o seguinte didlogo:
X: Professora a definigio de paralelas é a mesma?

Professora: Sim a defini¢do é a mesma.

X: Entéo, duas linhas por mais que se prolonguem nunca se intersectam.
Y- Estas nio sao paralelas (referindo-se a l e a n).

X: Mas estas duas sio (referindo-se a l e a m).

Y: Mas nao so paralelas...

X: Como € que tu sabes?

Y- Oh d4 para ver... a distAncia daqui aqui e daqui aqui... (referindo-se a distincia

Euclidiana entre as duas semi-circunferéncias, representativas das linhas hiperbé-
licas em causa).

X: Mas a distAncia ndo tem que ser a mesma.
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Y: Tem, quando sao paralelas esta distAncia daqui aqui é sempre igual a daqui aqui e
daqui aqui... (apontando as linhas [ ¢ m). Nao é

Alunas em siléncio a observarem a figura. A aluna Y identificou o valor do raio nas linhas
hiperbdlicas I, m e n e efectuou o seu registo ao lado da figura.

Y- S6 que estas nao se intersectam mas também ndo sdo paralelas... (referindo-seale

am) a distAncia que vai daqui aqui nao ¢ a mesma daqui aqui.

Professora: Porque é que dizes que nio sdo paralelas?

Y- Porque a distincia que vai daqui aqui nao é a mesma que daqui aqui.

Professora: Estds a pensar na geometria Euclidiana?

Y: Ah! Entao podem ser paralelas...

X: Duas paralelas sio o l e 0 m (...) e duas que nao sdo paralelas sio, pode serol e o
k (...) o k também pode ser paralela a m e paralela a n, nesta geometria.

Y- Aqui pede duas.

Apés a fase de anilise da situacdo-problema o grupo centrou-se na elaboragio de uma
justificacdo escrita e registou-se o seguinte didlogo:
X: S6 vais dar um exemplo...

Y: Sim...

X: Eu acho que primeiro temos que dar as mais 6bvias e depois vamos tentar ter ou-
tras interpretagoes. .. (As coordenadas dos centros) Os centros sio sete, zero e seis
e meio, zero... € se tu vires estd certo.

Nesta altura, a professora pediu as alunas para explicarem o raciocinio e pediu a leitura
das respectivas solugdes.
X: Na geometria de Poincaré sendo a defini¢io de paralelismo a mesma da geometria
Euclidiana, podemos verificar que m e [ sio paralelas, pois estas linhas nunca se
intersectam e [ e n s3o ndo paralelas pois intersectam-se num ponto.

Y: Duas linhas dizem-se paralelas em qualquer geometria quando a sua interseccio é
o conjunto vazio. Entdo m ¢é paralela a ! e [ nio ¢é paralela a n.

Professora: Parece que consideram que m e [ sdo paralelas e que m, nel, k e l, n nao
sdo paralelas. Porqué?

X: Por a imagem...

De seguida, as alunas passaram a adoptar uma abordagem analitica para justificarem a
resposta apresentada. Quando a aluna X determinou o ponto de intersec¢io das linhas
e k gerou-se o seguinte didlogo.
Y: Essa definicio de paralelismo, quando a gente diz por mais que se prolonguem estd
errada para as circunferéncias, porque olha estas;
X: Eu estou a perceber o que estds a dizer...;
Y Nio temos que dizer por mais que se prolonguem. [...]

X: (As linhas) [ e n sdo as dnicas que ndo se intersectam.
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Observe-se que, na conclusio, a aluna X utiliza a definicao de paralelismo associada a
existéncia de interseccio e jd nio associa o paralelismo a expressdo inicial “[...] por mais
que se prologuem, nunca se encontram [...]”.

Quanto aos procedimentos adoptados, a op¢ao da aluna X pela via algébrica é noté-
ria. Apesar desta aluna visualizar o ponto B, de intersec¢io das linhas m e n, resolve um
sistema e indica as coordenadas, com valores aproximados as centésimas, desse ponto. A
algebrizacio do problema ajudou a clarificar eventuais dtividas sobre o paralelismo de al-
gumas linhas. Parece-nos que a visualizagio da figura ndo induziu raciocinios erréneos.

A justificacio apresentada fundamenta-se nos procedimentos anteriores e foi de na-
tureza dedutiva, onde os exemplos especificos foram utilizados para apoiar a organizacio
das justificagbes — experimenta¢io pensada.

A aluna Y utilizou as linguagens — grafica e algébrica — como ajuda para identificar
linhas paralelas e nao paralelas. A figura dada no enunciado constitui uma ajuda para se
identificar linhas paralelas e nio paralelas.

A situagio colocada tinha como objectivo potenciar a visualizacio e valorizar o papel
da defini¢do de semi-plano de Poincaré na justificacio da indicagio de linhas paralelas e
de linhas nao paralelas.

A linguagem algébrica ajuda a clarificar eventuais ddvidas sobre o paralelismo de al-
gumas linhas. Por exemplo das linhas [ ¢ k.

O problema motivou, ainda, a abordagem de, conceitos/defini¢ées, propriedades/
proposicoes (e.g., definicao de linhas paralelas numa geometria abstracta, ...). A justifi-
cacdo foi do tipo conceptual, fundamentada nas defini¢des de, Semi-Plano de Poincaré e
de linhas paralelas.

A visualizagio, na fase ascendente da resolugio do problema, proporcionou a intuigao
de algumas linhas paralelas (e.g., n ¢ m) que na realidade nao o eram. De facto, através da
visualizagdo, as relagoes de paralelismo entre as linhas dadas no enunciado do problema
nao foi intuitiva, nio foi evidente e foram aceites com base na realizacao de uma verifi-
cacio mais formal (recurso a resolucio de sistemas, recurso a defini¢iao de Semi-Plano de
Poincaré, ...). De seguida, ir-se-4 continuar a andlise da solucio do problema centrando-
nos nos argumentos e aplicando os atributos contextuais a sua andlise.

Ostensivo — nio-ostensivo: Na solu¢do apresentada pela aluna X, observa-se que uti-
lizou os pontos A e B para assinalar, respectivamente, a intersec¢do das linhas [, n e m,
n. No entanto, parece-nos que a aluna sentiu necessidade de determinar as coordenadas
dos pontos, mesmo do ponto B, para reconhecer o nao-ostensivo (linhas nio paralelas e
linhas paralelas) representado na situagio.

Assim, os objectos ostensivos mobilizados na apresentagio da solugio do problema
foram a representagio dos pontos A ¢ B na figura dada no enunciado e os sistemas das
respectivas condigdes que definem as linhas hiperbdlicas em causa.

A aluna Y, na argumentagio apresentada, utilizou: a notagao “//” (ostensivo) para se
referir a relacio de paralelismo (no-ostensivo) entre linhas; a linguagem algébrica, na re-
solucdo de sistemas de duas equagoes a duas incdgnitas e utiliza o simbolo “=" (se...en-
td0...) a ligar frases, como por exemplo, “I ndo é paralela a n = Intersectam-se num pon-
t0”, “l é paralela a m = ndo se intersectam’”.
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Extensivo — intensivo: A aluna X utilizou a condicio que define uma circunferéncia
de centro dado, o ponto C de coordenadas (a,b), e raio r para suporte a identificagio
dos centros das semi-circunferéncias, ou seja, das linhas hiperbélicas representadas nas
figuras. A defini¢ao dada no inicio “Paralelismo — quando duas linhas, por mais que se
prolonguem, nunca se intersectam.” é adoptada pela aluna para a geometria hiperbélica,
que ela designa de geometria de Poincaré. No entanto, na solucio do problema, apenas
se reporta A existéncia ou ndo de intersec¢ao.

Na argumentagao apresentada, a aluna Y comegou por escrever: Duas linhas dizem-se
paralelas (em qualquer geometria) quando a sua intersecgdo ¢ o conjunto vazio. Ou seja,
pensou na defini¢io de linhas paralelas e de seguida é que se focou nos objectos extensi-
vos representados no enunciado do problema.

Unitdrio — sistémico: Durante o processo de resolugao do problema, as alunas seguem
uma trajectoria que vai desde a andlise da situagao colocada até a uma sintese da activi-
dade desenvolvida. A andlise elaborada pelas duas alunas apresenta aspectos diferentes. A
aluna X sente necessidade de decompor o enunciado, registando as coordenadas dos cen-
tros das semi-circunferéncias (linhas hiperbélicas) e os pontos de intersec¢io das linhas
I, nem, n. A aluna Y, ao decompor o enunciado, regista o valor dos raios das referidas
semi-circunferéncias e foca-se na distancia entre elas.

Quanto 2 sintese apresentada pelas duas alunas, esta ¢ apresentada na conclusio da
solucio elaborada. No caso da aluna X, ela refere as tnicas “rectas” que no sio paralelas
e de seguida faz a afirmacio “Todas as outras sio // entre si pois nunca se intersectam uma vez
que y=0 ndo pertence ao semiplano”. No caso da aluna Y, a conclusio inclui a referéncia
a relagdo de paralelismo entre as linhas duas a duas.

Expressao — contetido: A situagio-problema serve de motivagio (induz), ao nivel do
contetdo, a defini¢ao de linhas paralelas num contexto de geometria hiperbdlica. As alu-
nas revelaram dominio de cdlculo algébrico, nomeadamente na resolu¢do de sistemas de
duas equagoes com duas incégnitas. Ao nivel do dominio da linguagem, a aluna X referiu
a designacao “rectas” quando ndo se tratava de rectas. Parece que ao nivel da linguagem,
esta aluna ainda nio domina algumas questdes de linguagem da geometria hiperbdlica.

Adoptando a categorizacio de Balacheff mencionada por Gutiérrez e Marrades
(2000), a justificagio que elas apresentam ¢é de natureza conceptual — baseada na defi-
ni¢o de linhas paralelas na geometria abstracta (exemplo de uma geometria abstracta),
formulagio de propriedades (propriedades da relagio de paralelismo) e no cdlculo algé-
brico (cdlculo simbdlico). No cdlculo simbdlico, ndo existe experimentacio e a justifica-
a0 ¢ baseada na resolugao de sistemas de duas equagoes a duas incdgnitas, na utilizagao
de expressoes simbdlicas formalizadas.

Caso I1

O problema apresentado no caso II, recorre a defini¢io de distincia entre dois pontos no
modelo da geometria do Motorista de Téxi e envolve a representagio pictdrica da circun-
feréncia neste modelo de geometria plana (novidade para as alunas). De seguida, apresen-
tam-se as solugoes de duas alunas e a andlise dos objectos matemdticos envolvidos.
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Problema: Considera uma Geometria, no plano, em que os pontos e as linhas tém as mes-
mas propriedades da Geometria Euclidiana Plana, mas a defini¢io de distncia entre dois
pontos P(z, x,) e Q(x,, y,) é dada por dt =z, z,|+y, va|-

Figura 2 — A distincia que o Motorista de Téxi percorre de P para ()

Recorda que a circunferéncia ¢ o conjunto de pontos, do plano, cuja distdncia a um pon-
to fixo é constante.

Investiga a forma da circunferéncia nesta nova Geometria. A razao entre o perimetro
da circunferéncia e o seu didmetro é constante? Faz sentido falar em n.

De seguida apresentam-se as solugoes, ao problema, das alunas X e Y.
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Figura 3 — Solugio da aluna X ao problema
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Figura 4 — Solugao da aluna Y ao problema

Apbs o registo anterior a aluna apresentou (na folha do enunciado do problema) a se-
guinte resposta:

T L =4 folsa

Figura 5 — Solugdo da aluna Y ao problema

Analisemos os objectos matemdticos e suas relacdes primdrias que intervém na solucio
da situagao-problema.

A aluna X, na solu¢io apresentada, utilizou a terminologia de distincia entre dois
pontos, coordenadas de um ponto, losango, tridngulo equildtero, perimetro e didmetro.

O diagrama apresentado no enunciado constituiu uma ajuda para a compreensio e
utilizado da definigdo de distAncia entre dois pontos nesta geometria.

Em relacdo as defini¢coes envolvidas, a aluna dominava a defini¢io de distincia entre
dois pontos e a defini¢do de perimetro de uma figura. No entanto, considerando a ques-
tao colocada durante o episddio 2, Ob Stora eu no perimetro, ndo sei se posso dizer isto, mas
Jago a soma de todos os lados?, parece indicar que a definicio de perimetro suscitou confli-
tos cognitivos no contexto da geometria do Motorista de Téxi.

A forma da circunferéncia, neste modelo de geometria, foi induzida a partir de exem-
plos. Ou seja, as justificacdes foram de natureza empirica (a justificacdo envolveu o uso
de relagées encontradas nos exemplos — tipo indutivo). E na segunda parte da situagao
foi utilizado um exemplo genérico como ajuda para organizar a justificagio segundo uma
abordagem analitica, baseada em manipulagoes algébricas (justificagao de natureza dedu-
tiva, experimentagdo pensada do tipo transformativa).
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A alunaY utilizou a terminologia jd mencionada no caso da aluna X. No entanto, re-
velou mais dificuldades na interpretagao da definicao de distdncia na geometria do Mo-
torista de Tdxi.

Analisemos os objectos matemadticos e suas relagdes secunddrias que intervém nas so-
lugoes apresentadas pelas alunas X e Y. Isto nos ajudard a compreender as dificuldades da
aluna com a resolucao da tarefa.

Ostensivo — nio-ostensivo: A aluna X associou ao objecto nio-ostensivo, circunfe-
réncia, um ostensivo (que classificou de losango da geometria Euclidiana) na sequéncia
da adopgio da defini¢io de distdncia na geometria do Motorista de Téxi. Note-se que a
aluna ainda explorou o ostensivo de tridngulo equildtero e que serviu de contexto para
abordar a auséncia da propriedade — desigualdade triangular (no-ostensivo). Na justi-
ficacdo & segunda parte do problema — A razio entre o perimetro da circunferéncia e o
seu didmetro é constante? Faz sentido falar em 12 O exemplo genérico foi utilizado como
ostensivo de que a razio entre o perimetro e o didmetro é constante e essa constante tem
como ostensivo o simbolo 7 que a aluna considerou igual a 4.

A aluna Y sentiu necessidade, na interpretagio do enunciado do problema, em con-
siderar o ostensivo da circunferéncia na geometria Euclidiana. De seguida, apenas se ba-
seou num exemplo para justificar a forma da circunferéncia nesta nova geometria. Na
justificagdo a segunda parte do problema, um exemplo genérico foi utilizado como base
do ostensivo de que a razio entre o perimetro e o didmetro é constante e essa constante ¢
4 que nio foi identificada com sendo 7.

Extensivo — Intensivo: A representagdo pictérica da circunferéncia na geometria do
Motorista de Téxi ndo ¢ a familiar da geometria Euclidiana. Tal facto ¢ justificado, pela
aluna X, mostrando a sua veracidade nalguns exemplos especificos. A aluna Y passa de
apenas um exemplo concreto para o caso genérico. Ou seja, utiliza um objecto extensivo,
um caso particular (exemplo especifico de “circunferéncia” na geometria do Motorista de
Téxi), de um caso mais geral (isto é, da expressio geral de uma “circunferéncia’) que ¢ um
objecto intensivo. Quanto ao cdlculo da razio entre o perimetro e o didmetro, a aluna X
adoptou uma abordagem analitica enquanto a aluna Y uma abordagem sintética.

Pessoal — institucional: A situagio-problema motivou argumentos regulados pela de-
finicao de métrica na geometria Euclidiana e na geometria do Motorista de Téxi (cogni-
¢ao institucional). Do ponto de vista da cogni¢do pessoal, a actividade desenvolvida pro-
moveu o questionamento por parte destas alunas da defini¢io de perimetro neste caso
especifico, promovendo o entendimento do papel chave das defini¢oes na elaboragio de
argumentos. Quanto & questdo — A razdo entre o perimetro da circunferéncia e o seu
didmetro ¢ constante? Faz sentido falar em n? — A aluna X nao entendeu o © como um
nimero irracional mas sim como uma letra que designa a razio entre um perimetro e um
didmetro, ou seja, entendida como tendo uma natureza funcional. Quanto a aluna VY, esta
entendeu o © como nimero irracional e portanto considerou falsa a afirmacio, de que a
razdo entre o perimetro da circunferéncia e o seu didmetro é 7.

Unitdrio — sistémico: Durante o processo de resolucio da situagao-problema, as alu-
nas seguem um percurso que vai desde a anélise da situagdo até a uma sintese da activida-
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de desenvolvida. O objecto matemdtico — distincia na geometria do Motorista de Téxi
— ¢ entendido como um objecto complexo no inicio da actividade mas essa complexi-
dade vai-se esbatendo ao longo da resolugao do problema. No entanto, ¢ notdria nas so-
lucoes apresentadas o entendimento da situa¢io em causa de forma sistémica.

Expressio — contetdo: A situagdo — problema apesar de ser formulada num contexto
de geometria do Motorista de Téxi hd indicadores claros de que as alunas estabeleceram
ligagoes com a geometria Euclidiana. O problema induziu a abordagem da igualdade
d(A,B)+d(B,C) =d(A, C), na geometria do Motorista de Taxi.

Em sintese, o recurso a modelos de geometrias planas promoveu interpretagdes intui-
tivas que geraram conflitos cognitivos e, a partir destes surgiu o contexto para a aborda-
gem de aspectos relativos ao desenvolvimento do raciocinio dedutivo, como por exemplo
o papel das defini¢oes. E de salientar, ainda, que uma abordagem geométrica diversifica-
da, através de vdrias geometrias planas, promoveu nestas alunas, através da sequéncia de
préticas argumentativas j4 descritas, um entendimento diferente das seguintes relagoes:

Ostensivo — ndo ostensivo, através de um processo de materializagio (dominio gréfico,
algébrico) e idealizacio (dominio tedrico);

Extensivo — intensivo, através de um processo de particularizagio ¢ de generalizacio,
do exemplo especifico para o exemplo genérico;

Pessoal — institucional, através de um processo de personalizagao de objectos matema-
ticos institucionalizados segundo contextos de uso (por exemplo, o valor atribuido pela
aluna X a n);

Unitdrio — sistémico, através de um processo de decomposicio e unificagio (por exem-
plo, as vdrias geometrias abordadas sio exemplos de uma geometria incidente);

Expressdo — conteiido, através de um processo de representagio e significacio, novos
significados sio atribuidos a entes da geometria Euclidiana (por exemplo, a no¢io de li-
nha recta, a linha recta nas vérias geometrias planas tem diferentes representacoes).

Podemos afirmar que estas alunas revelaram indicios claros de evolugio de justifica-
¢oes de natureza empirica (raciocinio mais espontineo) para justificagoes de natureza de-
dutiva (raciocinio mais estruturado). H4 indicadores claros de que foram percebendo as
diferencas das definicées (e.g., a definicdo de distdncia na geometria Euclidiana e a defi-
nicdo de distincia na geometria do Motorista de T4xi), assim como o papel das definicoes
na estrutura de uma justificacio segundo um esquema dedutivo.

Reflexées finais

Os estudos de caso apresentados constituem parte da investigacio desenvolvida no Am-
bito do trabalho de doutoramento. Este estudo poderd ter contribuido para tornar proe-
minente a importincia da abordagem de outros modelos de geometrias planas, distintos
da Euclidiana, no desenvolvimento do raciocinio dedutivo. Os resultados do estudo ilus-
tram a complexidade da andlise e avalia¢do da argumenta¢do matemdtica. A argumenta-
¢ao matemdtica poderd ser melhor compreendida e avaliada se tivermos a consciéncia de
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que os argumentos estdo interligados com os objectos primdrios e secunddrios definidos
no Enfoque Ontosemiético (EOS). E a identificagio das ligagoes entre esses virios ob-
jectos que caracterizam os processos de argumentagio.

O conceito de linhas paralelas, apesar de nio ser em si uma novidade, constitui-se
uma novidade na sua abordagem num contexto de modelos de geometrias planas, dife-
rente da geometria Euclidiana. No sentido de Hanna e Bardieu (2008) este tipo de situ-
agoes poderd potenciar outras componentes importantes de conhecimento matemdtico
e contribuir para a formacio, nestes alunos, de uma imagem mais ampla da natureza da
matematica.

O estudo aponta para que uma abordagem geométrica diversificada, através de vérios

modelos de geometria plana, promoveu nas alunas — caso, um entendimento diferente
dos processos de, materializagiolidealizacio, particularizagiolgeneralizagio, personaliza-
cdolinstitucionalizacdo, andlise/sintese ¢ representaciol significacdo. Seria interessante inves-
tigar a forma como o percurso escolar de um aluno, desde a escolaridade bdsica, influen-
cia este tipo de entendimento e avaliar o seu grau de centralidade na preparacio did4ctica
das situagoes — problema e na actividade matemdtica.
Uma das implicagoes desse resultado é o facto das situagoes diddcticas a propor no estu-
do da geometria, ao nivel do Ensino Secundério, deverem atender a problemas de prova
em virios modelos de geometrias planas a propor aos alunos, no sentido do desenvolvi-
mento do raciocinio dedutivo.
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Resumo. As actuais orienta¢oes curriculares do estudo da Geometria, ao nivel do ensino secunddrio, vao
no sentido de uma abordagem diversificada que contribua para a compreensio da Geometria como sis-
tema axiomdtico. O que ¢ actualmente preconizado talvez nio seja suficientemente rico para abranger
aspectos importantes da compreensao do que ¢ um sistema axiomdtico, bem como aspectos relativos ao
desenvolvimento do raciocinio matemadtico (e.g., o sentido dado a situagdes familiares em modelos de
geometrias planas diversos).

Este texto apresenta parte de resultados de uma investigagao, no dmbito da Didéctica da Matemdti-
ca, focada no estudo de abordagens alternativas de ensino e aprendizagem da Geometria Euclidiana, no
Ensino Secundério, no sentido de promover niveis estruturados do pensamento matemdtico. Em parti-
cular, as potencialidades do recurso a outros modelos de Geometrias Planas (e.g. Geometria Hiperbdli-
ca, Geometria do Motorista de T4xi) em relacdo a este problema foram investigadas.

A investigagao realizada consistiu na implementagio, em sala de aula, de uma pasta de tarefas de
geometria com o objectivo de gerar algum entendimento sobre a seguinte questdo: De gue forma é que
outros modelos de geometrias Planas, distintos da geometria Euclidiana, pode ajudar alunos do ensino secun-
ddrio a desenvolver o raciocinio dedutivo?

Palavras-chave: Definigoes formais, Prova matemdtica, Geometria.

Abstract. The present curricular guidelines of the secondary school level goes towards a diversified ap-
proach promoting the understanding of Geometry as an axiomatic system . What is currently docu-
mented may not be sufficiently rich to cover important aspects in the understanding of what is an axio-
matic system, as well as aspects related to the development of mathematical reasoning (e.g., the meaning
given in known situations working on distinct models of plane geometries).

This text presents the results of a research carried out in the context of alternated approaches in
the processes of teaching and learning Euclidean geometry, at a secondary education level, in order
to promote structured levels of mathematical thinking. In particular, the potential of other models of
Plane Geometries (e.g. hyperbolic geometry, geometry of taxi driver) in relation to this problem were
considered.

'The research consisted in the classroom implementation of a geometry task folder to generate some un-
derstanding on the following question: How can other models of Plane Geometries, other than the Eucli-
dean one, help Secondary School students to develop deductive reasoning?

Keywords: Formal definitions, Mathematical proof, Geometry
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