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Introdugio

O objetivo do estudo que serviu de base a este artigo foi investigar a aprendizagem que
alunos do 8.2 ano (13—15 anos de idade) realizaram na unidade did4tica “Funcoes”, com
recurso a tarefas de exploragio, de resolu¢io de problemas e as TIC. Neste artigo discute-
se a forma como os alunos procedem e dio significado na passagem entre representacoes
de fungoes do tipo ¥ = ax + b, e quais as dificuldades que eles experimentam.

Os objetos matemdticos sio abstratos, nao sendo diretamente acessiveis & percegao de
cada pessoa. Neste sentido, para a sua apreensdo, é necessdrio recorrer a representagoes
percetuais concretas constituidas, em geral, por signos, tabelas, grificos ou desenhos, cuja
diversidade ¢ significativa.

A forma como ¢ feita a conexio entre as vdrias representacdes de uma fungio, bem
como os significados que os alunos lhes atribuem, é de grande importancia para quem se
preocupa com o ensino e aprendizagem das fung¢des e assume um papel fundamental para
a compreensio das dificuldades que os alunos tém no estudo daquele tema matemadtico.

Na primeira sec¢ao do artigo apresenta-se o enquadramento tedrico quanto as dificul-
dades dos alunos na aprendizagem das fungées, referindo-se, ainda, o papel que as TIC
desempenham no ensino e na aprendizagem da Matemdtica. Seguidamente apresenta-se
a proposta pedagégica que foi implementada no estudo e a metodologia de investigacio
utilizada, de natureza qualitativa e interpretativa. A terceira secgio regista os resultados,
primeiro quanto & passagem da representagio algébrica para a grafica, em seguida quan-
to & passagem da representagio gréfica para a algébrica, depois quanto a passagem da re-
presentagio tabelar para a gréfica e para a algébrica, fazendo referéncia as conexdes entre
representagoes. O artigo termina apresentando diversas conclusoes.
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Fungées: dificuldades dos alunos

Relativamente ao ensino do conceito de func¢io na Matemadtica escolar, Kieran (1992)
afirma que o conceito de fungio como uma dependéncia entre duas varidveis deu lugar ao
de uma relagio entre os elementos de dois conjuntos ou de elementos do mesmo conjunto, em
que qualquer elemento do dominio tem uma tinica imagem. Todavia, e para aquela autora,
em situacdes da vida corrente ou de outras ciéncias, quando se refere que uma determi-
nada coisa ¢ fungio de outra evidencia-se uma relacio de dependéncia, o que pode criar
aos alunos confusdes e dificuldades na sua aprendizagem. Estas, ¢ para Sajka (2003), es-
tdo relacionadas com a notacio das funcdes — que ¢ ambigua e exige alguma flexibili-
dade para compreendé-la. Por exemplo, f(z) = 2z + 3 significa duas coisas a0 mesmo
tempo: i) como calcular o valor da fun¢io para um determinado argumento (evocando
0 processo) e ii) o conceito de fungio como um todo para qualquer argumento (repre-
sentando o objeto). Ou seja, f(x) tanto representa o valor da fungio f como o nome da
prépria funcio, dependendo do contexto, o que pode confundir os alunos. Este tipo de
dificuldade também ¢ referido por Kieran (1992). Para esta autora, quando ¢ pedido aos
alunos, por exemplo, para determinarem o valor de f(5), para f(z) = = + 7, muitos
deles ficam “paralisados” sem saber o que fazer. Aquela autora destaca também que para
qualquer natureza particular da questéo, (i) a fun¢do constante e a fungao representada
por um conjunto de pontos discretos causam dificuldades; (ii) tanto na forma algébrica
como na grafica, o conceito ¢ a representagio de objetos e imagens ¢ parcialmente enten-
dido; (iii) a variedade de exemplos de fungoes conhecidas pelos alunos ¢ limitada, tanto
na forma algébrica como na gréfica, especialmente nesta Gltima; e (iv) a passagem da re-
presentagio grafica para a algébrica é mais dificil do que desta para aquela. Kieran afirma,
ainda, que a aprendizagem da representagdo gréfica apresenta muitas dificuldades para os
alunos. As causas resultam do facto de lhes ser pedido, rotineiramente, i) a construgao de
tabelas de valores que satisfagam equagées algébricas de duas varidveis, ii) a marcagio de
pontos num grafico cartesiano com uma escala conveniente e iii) a leitura das coordena-
das de pontos de um grafico, por vezes, apenas, com o objetivo de resolver uma equagio
ou um sistema de equacdes.

Relativamente 2 identificacdo de uma fungio com uma das suas representagoes, Sa-
raiva & Teixeira (2009) referem que, frequentemente, os alunos associam o conceito de
funcio a uma expressao algébrica e, por vezes, ligam o processo de representacio grifica
a0 conceito de fun¢io onde a expressdo ¢ necessdria para a efetivar. Segundo aqueles auto-
res, a capacidade que os alunos tém em manipular simbolos, assim como em operar entre
eles, ¢ insuficiente para desenvolver uma compreensio estrutural do conceito de funcio.
Ainda relativamente a aprendizagem do conceito de funcio, Kieran (1992) refere um es-
tudo levado a cabo por Dreyfus e Eisenberg, em 1981 e 1982, em que os autores investi-
garam as bases intuitivas do conceito de fun¢ao de alunos do 9.° ano através de questoes
concretas, ¢ também abstratas, sobre imagem, dominio, crescimento, extremos e decli-
ve em trés representagoes: grafica, diagramdtica e tabelar. Concluiram que os alunos que
preferiam a representagio grafica possufam um melhor conhecimento do conceito de
funcio e os que preferiam a representacio tabelar apresentavam mais dificuldades neste
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conceito. Observaram também que os alunos revelavam dificuldades na constru¢io e na
interpretagdo de graficos.

As dificuldades dos alunos com a representagio algébrica de uma funcio constante
¢ estudada por Tall & Bakar (1992), para quem um ndmero significativo de alunos evi-
dencia conflito relativamente a expressao algébrica de uma fungio constante por esta no
envolver o . Contudo, a sua representagdo grafica j4 nao gera tanta divida nos alunos
— que a consideram como representando uma fungio.

Relativamente as funcoes da forma y = ax + b (a, b € R), Kieran (2007) faz refe-
réncia a um estudo desenvolvido por Moschkovich (1988), com alunos do 9.° ano, que
quando eles aprendem as fungées revelam tendéncia em atribuir um papel especial a in-
tersecio da representacdo grafica da funcio com o eixo dos zz. Treze dos dezoito alu-
nos do estudo, onde foi usado um programa gréfico de computadores, usaram a interse-
¢do com o eixo dos xz pelo menos uma vez, tanto para estudarem o parimetro a, como
para estudarem o parimetro b na equagdo, bem como para descrever retas movendo-se
a0 longo do eixo dos z2 como o resultado da mudanca do b na equagio. Moschkovich
descreveu os processos usados pelos alunos como sendo um refinar das suas concecoes
relativas ao presumivel papel da intersecdo com o eixo dos zz, fazendo conexdes entre

concegoes. Por exemplo, nas representacoes grficas das funcoes de expressoes y = —z,
y=—x+2ey=—x — 2 osalunos podem associar a interse¢io do eixo dos zx como
resultado da mudanca do parimetro b na expressio y = —x + b (ver figura 1) — por

exemplo, o valor de b ao passar a ser 2 significa que a representago grafica da fungio in-
terseta o eixo dos 2z no ponto de coordenadas (2, 0). Verifica-se, assim, que os alunos,
relativamente as fungoes do tipo y = ax + b (a, b € R), revelam bastantes dificuldades
e confusbes na interpretacio do declive e da ordenada na origem da sua representagio
grafica:

Figura 1 — Representagoes graficas que podem conduzir a
concepgoes erréneas do papel do parimetro b
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Sao vérias as investigacoes relativas a aprendizagem que os alunos fazem das funcoes que
ressaltam a importincia do uso das suas multiplas representacdes para a construgio do
significado dos conceitos (Mesa, 2004). A aquisi¢do de um conhecimento matemdtico,
para Duval (20006), ¢ uma vez que se trata de um objeto abstrato, sé é possivel através
de uma sua representacao. Para este autor, a coordenagio entre o maior nimero possivel
de representagdes de um mesmo objeto aumenta a possibilidade da sua apreensio. Esta
coordenacio deverd ocorrer de forma interativa, de modo a conduzir os alunos ao reco-
nhecimento do mesmo objeto através de diferentes representagoes. Quando o aluno con-
seguir, naturalmente, fazer a ligacio entre as vérias representagées terd apreendido o con-
ceito. Porém, e para Duval, tal ligagio nio ¢ simples de fazer, ¢, para o caso das fungoes,
a apreensio do conceito de funcio deverd visar a coordenagio entre as suas diversas for-
mas de representagdo, ou scja, a grafica, a tabelar, a algébrica e a verbal. Segundo aquele
autor, as representacoes s6 sio mobilizadas e desenvolvidas se puderem ser transformadas
noutras, realcando, assim, a importancia da conexao entre representagdes para a aquisi-
¢ao dos conceitos matemadticos.

Para que a passagem entre as vdrias representagdes seja um processo de aprendiza-
gem significativa na Algebra, é necessrio ter em conta como ele deverd ser realizado na
prética, conhecendo as vantagens e as limitagoes de cada uma das representagoes (Frie-
dlander & Tabach, 2001). Estes autores referem que é importante trabalhar as multiplas
representagoes com os alunos, tendo presente que as suas utilizagoes apresentam vanta-
gens e desvantagens e que a combinacio do seu uso pode anular as limitagées e tornar-
-se uma ferramenta eficaz na aprendizagem dos conceitos matemdticos, em particular
das funcoes.

Concordante com estas perspetivas, Chazan e Yerushalmy (2003) afirmam que as fun-
¢oes sdo conceptualizadas pelos alunos como um tipo especial de relagao. Na verdade, uma
equagdo com duas varidveis pode ser representada por uma equagio equivalente que tam-
bém representa uma fun¢io afim (porexemplo,6z + 3y — 1 =0 < y = —2z + (1/3)).
Assim sendo, e segundo aqueles autores, o dar énfase as conexoes entre graficos e expres-
soes poderd beneficiar a compreensio da existéncia de equivaléncias ou de diferencas.
No entanto, conforme referem Zachariades, Chistou & Papageorgiou (2001), é neces-
sdrio ter também em conta as passagens entre outras representagoes ¢ nio limitar o en-
sino das representagdes de fungdes apenas A passagem da representagio algébrica para
a representa¢do gréfica, podendo levar os alunos a interpretar uma fun¢io como sendo
uma férmula.

Porém, a capacidade dos alunos em trabalhar habilmente com as vérias representagées
nao surge de uma forma espontinea, sendo necessirio desenvolver um trabalho ativo ¢
sistemdtico (Friedlander & Tabach, 2001), o que d4 ao professor um papel muito im-
portante na promogao de tal atividade, nomeadamente através das tarefas selecionadas e
propostas aos alunos.
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Fungdes: o papel das TIC

Diversos autores concordam que o recurso a tecnologias com software educativo de mul-
tiplas representagoes ¢ uma poderosa ferramenta para trabalhar as vdrias representagées
de fun¢oes com os alunos, bem como para realizar a transferéncia entre os seus registos,
contribuindo significativamente para a construgao do conceito de fun¢io (Abalos & Or-
dénez, 2009; Andrade, 2009; Castillo, 2008; Kieran, 1992 ¢ 2007; Pais, 2009; Slavit,
1997). Também Abrantes, Serrazina & Oliveira (1999) afirmam a importincia dos alu-
nos do ensino bdsico terem experiéncias de aprendizagem com recurso as tecnologias e,
em particular, nos casos de exploracio de situagoes que envolvam fungées e gréficos. Por
sua vez, Ponte (1992) refere que a tecnologia pode ser usada para obter solugdes dentro
de modelos matemiticos, simplificando aspetos rotineiros do trabalho e permitindo uma
maior concentragio nos aspetos que sio verdadeiramente importantes no fazer e apren-
der Matemdtica: a compreensio do significado dos conceitos, a formulagao de proble-
mas, a compreensdo da sua natureza, a elaboracio de estratégias adequadas e a andlise
completa, discussio e critica. Defende-se, assim, que a tecnologia ¢ essencial no ensino e
na aprendizagem da Matemdtica, uma vez que influencia o que é ensinado, melhorando
a aprendizagem dos alunos — através do uso de computadores, os alunos poderio ana-
lisar mais exemplos ou formas de representacio, de modo a formular e explorar conje-
turas de uma maneira mais fécil do que usando processos manuais. O poder gréfico das
ferramentas tecnoldgicas possibilita o uso e a construgio de modelos poderosos com os
quais os alunos do terceiro ciclo (alunos com 12-15 anos de idade) poderio i) estudar as
relacoes lineares e as nogoes de declive e de alteracio uniforme; ii) trabalhar com sistemas
algébricos informdticos que realizam, de forma eficaz, a maior parte da manipulagao sim-
bolica; iii) raciocinar sobre a mudancga de parimetros, modelar e resolver problemas mais
complexos — o que lhes seria inacessivel sem este recurso; iv) construir graficos e explo-
rar as caracteristicas de vérios tipos de fun¢des de forma mais facilitada. Os alunos pode-
rao trabalhar em niveis mais elevados de generalizagio ou abstragio (NCTM, 2007).

O ensino deve, assim, articular de uma maneira equilibrada as trés formas mais im-
portantes de representagio de uma fungao: a tabelar, a gréfica e a algébrica. Através da
discussio, os alunos poderao identificar as potencialidades e as limitagoes das diferentes
formas de representagao (Ponte, 1992; NCTM, 2007).

Para proporcionar aos alunos uma aprendizagem das fungées é fundamental ter em
conta as vantagens de trabalhar as vérias representagdes e procurar adequar o seu uso ao
contexto de cada situacio. E de toda a conveniéncia utilizar mais do que uma representa-
¢40, destacando junto dos alunos a utilidade de cada uma delas e estando atento aos casos
em que alguma representagio possa ser menos conveniente ou, até mesmo, um obstdcu-
lo para a aprendizagem. As tarefas propostas aos alunos deverio visar a manipulagio das
propriedades especificas de cada uma das representagoes e proporcionar a transferéncia
entre elas para que os alunos alcancem a compreensao do conceito de fungdo. O softwa-
re de maltiplas representacdes de fungdes é uma ferramenta poderosa para usar em sala
de aula, pois facilita a compreensio e a aprendizagem das mesmas e, consequentemente,
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a aprendizagem do conceito de funcio. Contudo, as conexdes entre as vdrias representa-
¢oes, usando os processos manuais, nao sio menos importantes, pois agilizam os alunos
nas vdrias passagens, pelo que o professor deverd contemplar este tipo de tarefa na prepa-
racio das atividades a desenvolver com os alunos.

Proposta pedagégica

O presente estudo foi desenvolvido na unidade diddtica “Fungoes”, 8. ano de escola-
ridade (13-15 anos de idade), no ano letivo de 2008/2009. Elaborou-se uma proposta
pedagdgica contendo um conjunto de tarefas, procurando abordar os contetdos da uni-
dade diddtica através da ligacdo com outras ciéncias, ou com situagées do dia-a-dia dos
alunos, desejando motivé-los e mostrar-lhes uma variada aplicacio destas novas entida-
des no mundo que os rodeia. O aproveitamento dos alunos também foi um elemento
de grande preocupagio aquando da elaboracio da proposta pedagdgica, pois embora a
turma nao apresentasse um nivel de insucesso preocupante, muitos dos alunos revelavam
dificuldades e eram pouco empenhados.

A proposta pedagdgica ¢ constituida por um questiondrio (ficha diagndstica), por um
conjunto de oito tarefas de natureza diversificada, que foram pensadas e elaboradas visan-
do a lecionagio dos contetidos da unidade diddtica “Funcoes” do 8.° ano, e finaliza com
uma ficha de avaliacio de conhecimentos.

Antes de iniciar a leciona¢io da unidade diddtica, a professora (a primeira autora des-
te artigo) aplicou na turma a ficha diagndstica, que teve por principais objetivos identifi-
car a existéncia de pré-requisitos nos alunos relativamente a nogdes essenciais a compre-
ensdo e aprendizagem da nova unidade; identificar dificuldades ou confusées existentes
nessas mesmas nogoes e ajustar a proposta pedagdgica as necessidades dos alunos, depen-
dendo dos resultados da andlise efetuada as suas respostas.

As tarefas tém um papel fundamental na proposta pedagégica, uma vez que objeti-
vam a aprendizagem da unidade por parte dos alunos. Na preparagio das tarefas houve
o cuidado de ir ao encontro dos objetivos e competéncias definidos pelos documentos
oficiais portugueses em vigor, como sejam, o Programa de Matemdtica do 3.° ciclo (ME-
-DGEBS, 1991) e Curriculo Nacional do ensino bésico (ME-DEB, 2001), e procurou
também ter em conta as orientagdes definidas no novo Programa de Matemitica do En-
sino Bdsico (ME- DGIDC, 2007), assim como as recomendagbes constantes nos Princi-
pios e Normas para a Matemdtica Escolar (2007).

As tarefas preveem a realizacio de diversas experiéncias de aprendizagem, tais como
resolu¢do de problemas, resolucio de atividades de natureza exploratéria e resolugio de
exercicios, de forma a conduzir os alunos a uma melhor compreensio e interpretagio dos
conceitos, bem como desenvolver uma maior competéncia na passagem entre represen-
tagoes das fungdes afins. Quatro das tarefas exigiam a utilizacdo de computadores, procu-
rando retirar o melhor partido das TIC, tanto a nivel de enriquecimento e motivacional,
como facilitador da aprendizagem.
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No final da lecionagao da unidade diddtica, os alunos resolveram uma ficha de avalia-
¢do que, para além de permitir avaliar os conhecimentos, possibilitou também a recolha
de dados relevantes na procura de respostas ao problema em estudo.

A escolha dos exemplos para a claboragao das tarefas baseou-se em manuais do 8°
ano, em materiais produzidos no Ambito da experimentacio dos novos programas e no
projeto “1001 itens” do sitio do GAVE, www.gave.pt, tendo-se feito as adaptagdes neces-
sdrias e criado alguns enunciados.

O Quadro 1 apresenta as oito tarefas elaboradas para a lecionagio da unidade diddti-
ca, os respetivos assuntos que abordam e seus propésitos. Todas as tarefas tém em comum
os seguintes objetivos:

* analisar uma fungio a partir das suas representagoes;

* representar e interpretar informagio, ideias e conceitos matemdticos de diversas

formas, nomeadamente, por uma tabela, expressao algébrica ou grafico;

* exprimir resultados, ideias e processos matemdticos, oralmente e por escrito, uti-
lizando a notagio, simbologia e vocabuldrio préprios.

Quadro 1 — Tarefas e assuntos abordados

Tarefas

Assunto

Objectivos

1 | Miéquina das
perguntas

Conceito de func¢io como
correspondéncia univoca entre
dois conjuntos;

Nocio de dominio,
contradominio, objeto e
imagem;

Representagio de uma
correspondéncia por um
diagrama sagital, tabela ou
grafico.

* compreender o conceito de
funcio como correspondéncia
univoca entre dois conjuntos;

¢ identificar o dominio e o
contradominio de uma funcio a
partir das suas representagoes;

* representar informagao, ideias
e conceitos matemiticos de
diversas formas, nomeadamente,
por um diagrama sagital, tabela,
palavras, expressdo algébrica ou
gréfico.

2 | Festa de Final
de Ano

Exemplos de correspondéncias e
fungoes em situagoes do mundo
real.

Conceito de fun¢io como
relacio entre varidveis;

Nogio de varidvel independente
e de varidvel dependente;
Notagoes simbdlicas das
funcoes;

Representacio de fungoes por
uma tabela, expressao algébrica
ou gréfico.

* compreender o conceito de
fungio como relagao entre
varidveis e utilizar as suas vdrias
notagoes;

* exemplificar correspondéncias
em situacoes do mundo real,
identificando as que sao funcoes.
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Quadro 1 (cont.) — Tarefas e assuntos abordados
Tarefas Assunto Objectivos
3 | Distincia de | Varia¢io de uma funcio entre * Interpretar a varia¢ao de uma
Reaccio e dois valores do seu dominio funcao entre dois valores do seu
Distancia de | representada por um grifico ou | dominio representada por um
Travagem por uma tabela; gréfico ou por uma tabela;
(com recurso | Nogio de taxa média de * Reconhecer que a taxa média
a0 programa | variagio de uma fungio; de variacio de uma funcio linear
Excel) Representagio de fungoes por | é constante.
uma tabela, palavras, expressio
algébrica ou gréfico.
4 | Interpretagio | Analise e interpretacio de * interpretar a variagio de uma
de grificos | uma funcio a partir das suas funcio entre dois valores do seu
representacoes, nomeadamente, | dominio representada por um
tabelar e grafica. gréfico ou por uma tabela;
Aplicagao dos conceitos * interpretar informagio
introduzidos nas tarefas representada graficamente.
anteriores.
5 Perimetros | Proporcionalidade directa como | * ler, e relacionar
(com recurso | funcio; interpretar de forma
ao programa | Rela¢do da inclinacio da e construir intuitiva, a
computacional | recta com a constante de tabelas e proporcionali-
Geogebra) proporcionalidade, numa representacoes | dade, numa
funcio do tipo y = az. gréficas funcio do tipo
relativos a Yy = az.
funcdes do tipo |  representar
Yy = ax. algebricamente
6 Funcao Fungio constante e suas * reconhecer situagc’)e.s de )
constante e | representagoes. uma funcio propor.aonah-
funcio linear | Aplicagio dos contetdos constante, dade directa;
(com recurso | introduzidos pela tarefa 5. quando * reconbecer a
a0 programa representada proporcionali-
computacional de diferentes dade directa
Grdficos) formas; como uma
o ler, funcio.
interpretar
e construir
tabelas e
representagoes
gréficas
relativos a
funcoes do tipo
y = ax ou do
tipoy = b.
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Quadro 1 (cont.) — Tarefas e assuntos abordados

Tarefas Assunto Objectivos
7 | Temperatura | Fungées do tipo y = ax + b; ® ler, interpretar e construir
num pogo Influéncia da mudanca tabelas e representagoes gréficas
produtor de | dos pardmetros a e b na relativos a fungées do tipo
petréleo representacio grafica das y = az, oudo tipoy = b, ou
(com recurso | fungdes do tipo y = ax + b; do tipo y = ax + b;
ao programa | Relacio das fungées do tipo e representar algebricamente
computacional | y = ax com as do tipo funcoes do tipo y = ax, ou
Grdficos) y=az+b. do tipo y = b, ou do tipo
8 | Fungao afim | Aplicagio dos conteddos y=az+b o
introduzidos pelas tarefas G ¢ 7. | * €OMmP reender a influéncia que
a mudanca dos parimetros a e b
tem na representagdo grafica das
funcoes do tipo y = ax + b.

Durante a leciona¢io da unidade diddtica, os alunos trabalharam preferencialmente aos
pares, possibilitando-lhes a troca de opinides e o desenvolvimento de capacidades de ar-
gumentacio e de comunicagio.

No inicio de cada aula a Professora apresentou a turma a tarefa, ou tarefas, a realizar.
Todas elas continham as indica¢oes necessdrias de modo a possibilitar um trabalho auté-
nomo por parte dos alunos, procurando que realizassem a aprendizagem dos novos con-
ceitos, através das exploracoes efetuadas e das devidas ilagdes retiradas. Os alunos, em pa-
res, procederam 2 resolugio das propostas de trabalho que lhes foram apresentadas, tendo
havido o cuidado pela professora em acompanhar as respetivas resolucoes, procurando
discutir as dtividas surgidas e efetuar os devidos esclarecimentos. No final da resolugio de
cada tarefa e sempre que se evidenciou necessdrio, foram fomentados momentos de dis-
cussio coletiva para partilha de ideias, de processos de resolucio e de validagao de resul-
tados, bem como o registo de conclusoes.

Relativamente s tarefas que visaram o recurso de programas computacionais, todas
elas contemplavam as respetivas instrucdes de utilizacdo. Nos casos em que surgiram da-
vidas na utilizacio do software, a professora procedeu, de imediato, aos devidos esclareci-
mentos. Através das exploracdes propostas pelas atividades que requeriam o uso do com-
putador, pretendeu-se proporcionar aos alunos uma visualizagio mais dindmica entre os
vérios tipos de representacoes de uma fungdo, de modo a desenvolverem estratégias na
passagem entre representagdes; e, também, da influéncia dos parimetros a (declive) e b
(ordenada na origem) na reta associada a fungio do tipo y = ax + b, oudo tipo y = ax,
ou do tipo ¢y = b, para que mais facilmente retirassem as respetivas conclusoes e efetu-
assem o seu registo.

Considerando o estudo a desenvolver com os alunos e as dificuldades que alguns apre-
sentaram, a professora/investigadora distribuiu a lecionagio da unidade diddtica “Fun-
¢oes” por onze aulas de 90 minutos, em que oito delas se destinaram 2 resolucio das tare-
fas do Quadro 1 e trés A resolucio de exercicios do manual — estas ocorreram nas aulas
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seguintes as da resolu¢io das tarefas 3, 7 e 8, respetivamente. Antes de iniciar a lecionacio
da unidade diddtica também se utilizou uma aula para a realizagao da ficha diagnéstica e
no final foram utilizadas mais duas aulas para atividades de avalia¢io, perfazendo um to-
tal de catorze aulas dedicadas & unidade diddtica.

Para estar em concordincia com as nomenclaturas apresentadas no manual escolar
dos alunos ¢ também com o novo Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico (ME-
-DGIDC, 2007) e, sobretudo, para nao fomentar confusées nos alunos, a professora/in-
vestigadora, durante a lecionagio da unidade diddtica, procedeu a distingbes quanto s
situagoes particulares da fungao afim. Assim, embora tenha ensinado que toda a funcio
do tipo y = ax + b se designa por fungio afim, nos casos em que b = 0 ¢ a # 0 a fun-
¢io é do tipo y = ax e designa-se por funcio linear; e nos casos em que a = 0 a funcio
¢ do tipo y = b e designa-se por fun¢io constante.

Metodologia

Tendo em conta as caracteristicas do problema a investigar e a preocupagio em com-
preender as dificuldades dos alunos relativamente a aprendizagem das fungées, optou-
se por seguir uma metodologia qualitativa, num paradigma interpretativo, tendo por
base dois estudos de caso constituidos por dois pares de alunos com diferentes niveis de
aprendizagem.

Uma metodologia qualitativa baseia-se em dados descritivos, sendo o investigador o
“principal instrumento” de recolha de dados. O objeto de andlise ¢ formulado em termos
de agio, preocupando-se em compreender os comportamentos, atitudes ou convicgdes
dos participantes (Lessard-Hébert, Gouyette & Boutin, 2005; Fernandes, 1991). A in-
vestigacio de tipo interpretativo, preocupa-se essencialmente com os processos e dina-
micas; depende de forma decisiva do investigador ou da equipa de investiga¢io; procede
por indugdo, reformulando os seus objetivos, problemdticas e instrumentos no decurso
do seu desenvolvimento e baseia-se numa descricdo pormenorizada, apresentando com
grande riqueza de pormenor o contexto, as emogdes e as interagdes sociais que ligam os
diversos participantes entre si (Ponte, 1994).

Dado que a investigacio se debrugou sobre os processos e dinimicas e no com a con-
firmagio de hipéteses, a realizacio de estudos de caso foi também uma metodologia se-
guida, pois, segundo Lessard-Hébert ez 2/ (2005), é onde o campo ¢é o mais real, o mais
aberto e o menos controlado.

O estudo realizou-se numa turma do 8° ano de escolaridade, ano letivo de 2008/2009,
em que a professora de Matemdtica ¢ a primeira autora do presente artigo, constituida
por dezasseis alunos, cinco raparigas e onze rapazes, com idades compreendidas entre os
treze e os quinze anos. Seis dos alunos da turma j4 tinham tido retengdes em anos ante-
riores. Os alunos apresentavam um desempenho razodvel e nao manifestavam comporta-
mentos de indisciplina.

A escolha de pares de alunos para os estudos de caso prendeu-se com o facto da pro-
posta pedagdgica visar esta organizacio dos alunos em sala de aula, sobressaindo-se opor-
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tuna a recolha de informacao por parte de alunos que trabalhariam em conjunto. A se-
lecao dos pares foi feita segundo o nivel de aproveitamento dos alunos na disciplina, ou
seja, foi estudado um caso de alunos com fraco desempenho e outro caso de alunos com
um bom desempenho, proporcionando virias possibilidades para identificar as suas difi-
culdades. Neste artigo optou-se por apresentar o trabalho desenvolvido pelo par consti-
tuido por Ariana e Hélio, alunos com bom aproveitamento em Matemdtica.

Ariana, com 13 anos, no seu percurso escolar nunca apresentou reten¢des. Era uma
aluna bastante empenhada e participativa na resolucio das tarefas que lhe eram propos-
tas. Embora fosse uma aluna com um bom aproveitamento na disciplina de Matemitica,
demonstrava pouca conflanca em si propria, afirmando sentir dificuldades nesta 4rea e
que o resultado do seu trabalho era produto de algum esforco da sua parte.

Hélio, também com 13 anos, nunca teve retengdes durante o seu percurso escolar.
Como aluno na disciplina de Matemdtica, era bastante empenhado na realizagio das ta-
refas propostas e participativo, mas revelava-se conversador, distraido e, por vezes, brin-
calhao. Hélio indicava a Matemdtica como uma das suas disciplinas favoritas.

Na investigagao realizada foram utilizados para recolha de dados o registo didrio das
aulas que a professora/investigadora elaborou (didrio de registos), um questiondrio (ficha
diagndstica) antes da realizagdo da proposta pedagdgica, uma entrevista a cada par de alu-
nos apés a realizagio da proposta pedagégica e trabalhos escritos produzidos pelos alunos
durante as aulas, designadamente, resolu¢des de algumas das tarefas propostas que fazem
parte da proposta pedagdgica e de testes escritos.

Uma vez que no estudo a professora desempenhou simultaneamente o papel de inves-
tigadora e de professora, pdde recolher sistematicamente dados relevantes para a investi-
gacio, pelo que, o didrio de registos se revelou muito importante. Segundo Lessard-H¢é-
bert ez al (2005), no didrio de registos registam-se dados fazendo apelo a subjetividade do
investigador, anotando-se o percurso quotidiano da investigacdo e registando-se as suas
reflexdes pessoais ¢ a sua vivéncia da situagio.

A entrevista tem uma forte ligagdo com a observagio, podendo contribuir para con-
trariar possiveis enviesamentos préprios da observagio participante, tais como, confron-
tar a percegio dos significados que o investigador atribui pelos sujeitos com aqueles que
os préprios sujeitos exprimem (Lessard-Hébert ez a/, 2005). Assim, a entrevista foi usada
como um dos instrumentos de recolha de dados, acompanhada de gravacio dudio para
se conseguir fazer um registo total, garantindo fidelidade nas informacoes obtidas. Como
o trabalho em sala de aula foi, maioritariamente, desenvolvido em grupos de dois alunos,
considerou-se pertinente realizar as entrevistas em simultineo aos dois elementos de um
mesmo par.

O guido elaborado para a realizagio das entrevistas contemplou uma tarefa (tarefa I)
contendo questdes realizadas durante as aulas aquando da implementacio da proposta
pedagdgica e outras duas tarefas novas (tarefas II e III) que tiveram como recurso o pro-
grama de computador de representagdes graficas Graficosporlin (Grdficos).

Para além das tarefas contempladas no guido, a professora considerou pertinente fazer
algumas explora¢des adicionais com os alunos, tendo em conta as dificuldades que diag-
nosticou ao longo da lecionagio da unidade diddtica, nas suas respostas na ficha diagnés-
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tica, nas tarefas realizadas durante as aulas, no teste de avaliacio e também nas situacoes
que registou no seu didrio de registos.

A tarefa I é composta por cinco questoes resolvidas pelos alunos nas tarefas 6 e 8,
aquando da aplicagio da proposta pedagdgica. A escolha destas questoes prendeu-se com
o facto de os pares de alunos entrevistados terem evidenciado algumas dificuldades aquan-
do da sua resolugio e também por reunirem muitas caracteristicas relevantes para a procu-
ra de respostas as questoes do estudo. Para além do referido, com a resolugio desta tarefa
seria possivel efetuar uma comparagio com as primeiras resolugées dos alunos, procurando
detetar alguma evolug¢do na sua aprendizagem e também alguma dificuldade persistente.

Com esta primeira tarefa pretendeu-se verificar como os alunos procedem, que sig-
nificados atribuem e que dificuldades sentem ao: (i) representar graficamente uma fun-
¢io do tipo y = ax sendo dado um ponto do seu gréfico ou a sua expressio algébrica;
(ii) representar algebricamente uma fungio do tipo y = ax a partir da sua representacio
gréfica ou sendo conhecido um dos seus pontos; (iii) representar grafica e algebricamen-
te uma funcio do tipo y = b, quando conhecido um dos seus pontos; (iv) representar
graficamente fung¢des do tipo y = ax + b, sendo dados dois dos seus pontos ou a sua ex-
pressao algébrica ¢; (v) representar algebricamente fungoes do tipo y = ax + b a partir
da sua representagao grafica.

A resolugio da tarefa I contemplava a resolugio de problemas num contexto do dia-
a-dia, com recurso ao computador, como j4 referido anteriormente. Com a resolugio
desta tarefa pretendeu-se que os alunos (i) analisassem uma fungao a partir das suas re-
presentagoes tabelar, algébrica, gréfica ou por palavras; (ii) representassem e interpretas-
sem informacio, ideias e conceitos matemdticos de diversas formas; (iii) exprimissem re-
sultados, processos ¢ ideias matemdticos, oralmente e por escrito, utilizando a notacio,
simbologia e vocabuldrio préprios ¢; (iv) representassem algebricamente fungées do tipo
y = ax + b a partir da sua representagio gréfica ou tabelar.

A tarefa III, com o computador como recurso, teve por principais objetivos verificar
que significados os alunos atribuem e que dificuldades sentem ao (i) analisar uma fungio
a partir das suas representagdes algébrica ou gréfica; (ii) relacionar a inclinagao da reta
com a constante de proporcionalidade, numa funcio do tipo y = az; (iii) explicitar a in-
fluéncia que a mudanca dos parimetros a e b tem no grafico das fungées do tipo y = ax
; (iv) relacionar as fungées do tipo y = ax com as do tipo y = ax + b ¢; (v) representar
algebricamente fungées do tipo y = ax a partir da sua representacio gréfica e explicitar
qual o procedimento usado.

A anilise dos dados iniciou-se aquando o comego do estudo, de modo a possibilitar o
aperfeicoamento da proposta pedagdgica, jd delineada, em funcio das dificuldades e ne-
cessidades manifestadas pelos alunos e, também, para orientar a elaboragao das questdes
da entrevista. A andlise mais aprofundada dos dados ocorreu apds a recolha de todos os
dados, para a qual foram consideradas categorias de andlise de acordo com o problema
do estudo e com os dados recolhidos.

Os dados foram analisados por tarefa e entrevista segundo as categorias de andlise es-
tabelecidas (Da representagio algébrica para a grdfica; Da representagdo grdfica para a algé-
brica; e Da representagdo tabelar para a grifica e a algébrica). As conclusées do estudo fo-
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ram elaboradas a partir de uma leitura transversal, categoria por categoria. Neste artigo
apresentamos ¢ analisamos uma parcela dos dados recolhidos, obtidos a partir da ativi-
dade matemdtica produzida por Ariana e Hélio ao longo da entrevista no final do estudo,
fazendo, sempre que possivel, referéncia a dados obtidos das aulas.

Resultados do estudo

Neste ponto apresentam-se ¢ analisam-se alguns dos resultados obtidos no estudo, res-
peitantes 4 forma como Ariana e Hélio procedem e dio significado na passagem en-
tre representagdes de fungdes do tipo y = ax + b, bem como quanto as dificuldades
apresentadas.

Da representagio algébrica para a grafica

A tarefa I da entrevista continha cinco questoes jd realizadas pelos alunos nas tarefas 6 ¢ 8
da proposta pedagégica. Embora nas aulas os alunos tenham manifestado conhecimen-
tos acerca de como proceder para representar graficamente as fungées dadas nessas cinco
questdes, apenas tinham acertado na quinta questdo. Nas fun¢des em que os alunos ti-
veram de escrever a representago algébrica a partir da representagio gréfica também re-
velaram dificuldades.

Na questao 3 da tarefa I da entrevista pediu-se aos alunos que representassem grafica-
mente a fungio / dada pela expressio h(z) = —1z. O excerto seguinte apresenta parte
do didlogo estabelecido entre a professora e os alunos:

Hélio: Podemos substituir o 2 por um nimero a nossa escolha?

Professora: Fagam como quiserem.

Hélio: h(1) = —% vezes, tiro o = e ponho 1, é —

1

5-
Professora: Como é que estdo 2 espera que seja o gréfico?
Alunos: Entao, é linear.

Professora: Como é que vai ser o gréfico?

Alunos: Uma reta que passa pela origem.

Profeéssora: [um conjunto de pontos que estio sobre uma reta] E mais? Tal reta tem al-
guma coisa de especial?

Ariana: O declive.
Alunos: E negativo.
Professora: Passa por onde?

Ariana: No 2.° ¢ no 4.° quadrantes.
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Ariana e Hélio identificaram o tipo de representagio grifica da funcio linear a partir
da sua expressdo algébrica, o que j4 tinha acontecido na aula de 30 de janeiro de 2009,
quando resolveram a mesma questao na farefa 6. Para a desenharem atribuiram a z o va-
lor 1 na expressio algébrica da fungio e determinaram corretamente a respetiva imagem
através de cdlculos (figura 2). Ambos reconheceram que a reta passa pela origem e atri-
buiram significado a esse facto, pois s6 determinaram as coordenadas de um ponto para

além da origem:

o=
)

WD = -ped =k
Figura 2 — Entrevista, Tarefa I, 3, Ariana e Hélio (16/3/2009)

Os alunos evidenciam pragmatismo ao concretizarem x para 1, pois ficam simplificados
os cdlculos, mostrando alguma facilidade na passagem da representacio algébrica para a
grafica neste tipo de fungoes. Alids, na aula de 30 de janeiro sé haviam falhado na resolu-
¢do ao nfvel da marcagio incorreta do ponto de coordenadas (1, —3) (ver figura 3):

L=

+—+

Sarfrejpe)
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i
N

Figura 3 — Tarefa 6, 4.1, Ariana e Hélio (30/01/2009)

Ainda na rarefa I os alunos representaram graficamente a funcéo i definida pela expressao
algébrica i(x) = —3x + 1 (figura 4). Tal como no caso apresentado em cima, comega-
ram por atribuir a z o valor 1 e determinaram a respetiva imagem, conforme se pode ob-
servar no excerto do didlogo entre os alunos e a professora apresentado a seguir:
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Hélio: Entao j4 temos as coordenadas de um ponto, (1, -2).
Professora: (1, -2). Como ¢ o declive da reta que os contém?
Heélio: E negativo. E temos aqui o b!

Professora: Quanto é o b?

Hélio: E +1,0b ¢ 1.

Ariana: Entao fica assim?!

Hélio: Sim, marca ld o b.

L
-\

t{sYy: -gxdsd= -0

Figura 4 — Entrevista, Tarefa I, 4, Ariana e Hélio (16/03/2009)

H4 o reconhecimento que a expressio i(z) = —3z + 1 representa uma fungio afim,
cuja representacio grafica é um conjunto de pontos que estdo sobre uma reta com decli-
ve negativo, que nio passa pela origem. Os alunos determinaram as coordenadas de um
ponto dessa reta usando a expressao da fun¢io (concretizando, novamente, o  para 1,
facilitando-lhes os cdlculos), marcaram esse mesmo ponto no referencial cartesiano e,
também, o ponto (0, 1), evidenciando o significado geométrico que davam a ordenada
na origem. De seguida tragaram a reta a passar por esses dois pontos.

Ariana e Hélio nio paralisaram perante o desafio que lhes fora colocado e souberam
o que fazer para responder & questdo apresentada. A expresso algébrica nao lhes meteu
confusio e souberam usi-la para construirem a representacio grafica da funcio. Fica a
divida sobre se os alunos ligam o processo de representagao gréfica ao conceito de fungio
onde a expressdo algébrica é necessdria para a efetivar.

Da representagao grifica para a algébrica

Na primeira questdo da zarefa I da entrevista, comecava por pedir-se aos alunos que re-
presentassem graficamente a fungdo f de proporcionalidade direta que passava pelo pon-
to A de coordenadas (4,6). Agora a funcao era apresentada por palavras, pelo tipo e pelas
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coordenadas de um dos pontos da sua representagio gréfica e nio por uma expressao al-
gébrica, como no caso referido em cima. Os alunos fizeram corretamente a representagao
grafica da funcio f de proporcionalidade direta, ndo tendo necessitado, para tal, da sua
expressio algébrica (figura 5), como ¢ evidenciado no seguinte extrato da entrevista:

Professora: E uma funcio de proporcionalidade direta, como é o seu grafico?
Heélio: Linear.

Professora: E como vai ficar?

Alunos: E uma reta que passa pela origem.

Proﬁssom: E um COHjUIltO dC pOHtOS pertencentes a uma reta que passa pela Ol‘ing.

Ly =

44
}: ¥ ;-i'nnv

Figura 5 — Entrevista, Tarefa I, 1, Ariana e Hélio (16/03/2009)

Ariana e Hélio evidenciam, deste modo, que concebem a representacio grafica de uma
fungao de proporcionalidade direta sem terem a necessidade de partir da sua representa-
¢ao algébrica. Para eles bastou-lhes saber que se tratava de uma funcéo de proporcionali-
dade direta e as coordenadas de um dos pontos da sua representacio gréfica.

Na segunda parte da pergunta pedia-se aos alunos para escreverem a representagio al-
gébrica da fun¢io dada. Assistiu-se ao seguinte didlogo:

Professora: Agora falta a expressio, nio é
Alunos: y = ax.

Proféssora: Tém de arranjar a expressio que vos permita determinar todos os pontos
que pertencem a reta. Como fazem nestes casos?

Hélio: Sabemos que, que o a ¢ o declive, entdo fica 6 a dividir por 4.
Professora: Podemos representar sob a forma de qué?

Heélio: Fracao.
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Professora: Por exemplo, nio é
g P _ 6
Heélio: Entio y = 3
.6 _ , . .
Professora: 32 Nio dd para simplificar?
Hélio: Fica 3 por 2, se ainda dividirmos fica um e meio e 1.

Professora: Mas assim j4 punhas ndmeros na forma decimal numa fragio!

3

Heélio: Entao deixamos 5

Professora: E fica s6 assim?
Helio: 3.

Professora: Na forma decimal ¢ o mesmo que

. 1
Hélio: y = i5 x.

Professora: Precisamos 14 ter sobre 12

Hélio: Nao, basta 1,5.

9 2L

e
szt
3156*

Figura 6 — Entrevista, Tarefa I, 1, Ariana e Hélio (16/03/2009)

H4 um reconhecimento de que a fun¢io que representaram graficamente seria represen-
tada por uma expressao algébrica do tipo y = az. Hélio indica como determinar o valor
de a. Para ele, e corretamente, este parimetro numa funcio do tipo y = ax representa
a razio entre a ordenada ¢ a abcissa de um ponto do gréfico. Esta pergunta correspondia
a questdo 4.1 da tarefa 6, realizada cerca de dois meses antes, em 30 de janeiro, onde os
alunos também determinaram corretamente o valor de a, estando as suas dificuldades re-
lacionadas com a representacdo algébrica da funcio, as quais jd nio se evidenciaram na
entrevista. Na aula, os alunos nao atribuiram o significado correto a representagao algé-
brica desta mesma fungio, tendo escrito a expressio y = (1,5 x 4), concretizando a va-
ridvel = para 4, que era a abcissa do ponto A dado (ver figura 7).

v =(4,9x &)

Figura 7 — Tarefa 6, 4.1, Ariana e Hélio, aula do dia 30/01/2009

A data, os alunos tinham dificuldade em lidar com a ambiguidade da nota¢io de uma
fungio, pois, para eles, o y, de y = ax, apenas representava o valor da fun¢io para um



34 Sénia Marisa Pais, Manuel Joaquim Saraiva

determinado argumento, no caso o 4, e nio o conceito de funcio como um todo para
qualquer argumento . H4, para estes alunos, uma dificuldade na generalizagio, mas que
foi ultrapassada com a aprendizagem efetuada ao longo da unidade diddtica Fungoes.

Na questao 2 da tarefa I da entrevista comegava-se por pedir aos alunos que repre-
sentassem graficamente a fungao constante g, em que g(2) = —1. Os alunos represen-
taram-na graficamente, de modo correto. O extrato seguinte do didlogo estabelecido na
entrevista mostra-nos o raciocinio seguido pelos alunos, tendo a professora um papel de
mediadora:

Professora: Como é que fica o grafico desta fun¢io?
Ariana: Uma reta paralela ao eixo dos .

Professora: [um conjunto de pontos que estdo sobre uma reta horizontal] Qual ¢ o de-
clive dessa reta?

Alunos. E nulo.

[Os alunos foram representando o gréfico]
Hélio: Eu digo que ¢ aqui.

Ariana: Porqué?

Hélio: Porque ¢ constante.

Ariana: E é negativo. [A aluna estava a referir-se ao —1]

Figura 8 — Entrevista, Tarefa I, 2, Ariana e Hélio (16/03/2009)

Ariana e Hélio ndo apresentaram dudvidas quanto 2 representagdo gréfica desta fungio
constante.

A segunda parte da pergunta pede a expressio algébrica da funcio constante g. Os
alunos escrevem-na corretamente, como pode observar-se pelo excerto do didlogo entio
havido na entrevista:
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Professora: Porque é y = —1?

Heélio: Porque é constante.

Professora: Como assim, explica, por favor.
Ariana: Logo, se a reta

Heélio: Porque para todos os pontos que estio sobre o eixo do z, o y é sempre o mes-
mo, —1. [O aluno, incorretamente, referiu-se as abcissas como pontos]

Os alunos na entrevista nao evidenciaram conflito em relagio a expressao algébrica da
funcio constante g, por esta nao envolver o . Alids, 0 mesmo j4 acontecera aquando da
resolu¢do da questdo 4.2 da tarefa 6 da proposta pedagdgica (que coincidia com esta per-
gunta). Na realidade, na aula os alunos s6 erraram a resposta pois marcaram incorreta-
mente o ponto de coordenadas (2, —1) — trocaram a ordem das coordenadas —, o que
os levou a tragar a reta horizontal ¥y = 2 e ndo a reta pedida.

Na questao 5 da tarefa I da entrevista, comegava-se por pedir aos alunos para repre-
sentaram graficamente a funcio afim j cuja representagio grifica passava pelos pon-
tos de coordenadas (2, 5) e (4, 9). A funcdo era apresentada por palavras — pelo tipo
e pelas coordenadas de dois dos pontos da sua representagio gréfica — e ndo por uma
expressio algébrica.

Os alunos representaram-na corretamente, a partir da representacio correta dos dois
pontos dados, evidenciando a nio necessidade da expressao algébrica para efetuarem tal
representagio grafica. Bastou-lhes saber que se tratava de uma funcio afim, logo, a sua
representagio grafica seria um conjunto de pontos sobre uma reta que nio passaria pela
origem, e recordarem que dois pontos definem uma reta. O extrato do didlogo entéo es-
tabelecido evidencia-nos isso:

Hélio: E afim, y = ax +b.

Profeéssora: Que passa por esses dois pontos, representem-na graficamente.
Hélio: Entao vamos marcar os pontos (2, 5) e

Ariana: (4, 9).

Profe‘ssom: Sejam rigorosos a representar.

Hélio: Eu desenho.

[passados uns segundos]

H¢élio: Pronto.

Os alunos marcaram corretamente os pontos dados e tragaram a reta a passar por eles,
nio revelando qualquer dificuldade (figura 9). Posteriormente, e porque era pedido, Aria-
na e Hélio escreveram a respetiva expressao algébrica, corretamente, tendo determinado
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o valor do declive a partir da razao entre a diferenca das ordenadas dos dois pontos dados
pela diferenca entre as respetivas abcissas (figura 9):

y= 0% 4

= Rae ki

Figura 9 — Entrevista, Tarefa I, 5, Ariana e Hélio (16/03/2009)
Pelo didlogo estabelecido na entrevista pode verificar-se como os alunos interpretam o
pardmetro ¢ a partir da representacdo grafica:
Professora: Entao, agora quero a expressao algébrica!

Hélio: Sabemos que ¢ uma fungio afim, é y = ax + b. Entdo y igual, sabemos que o
a é o declive e que é de... é de

Professora: E de?

Hélio: 2, declive 2.

Professora: Porque é que ¢ 2?

Hélio: Entao, porque nds a partir logo deste ponto...da ordenada na origem...
Profeéssora: A partir da ordenada na origem?

Hélio: Sim.

Profeéssora: Podes desenhar.

Hélio: Entao andamos 2

Professora: Na horizontal.

Hélio: Podia até ser s6 1.

Professora: Sim, podia ser s6 1.

Heélio: E subimos até encontrar a reta. Aqui jd nos vai dar o declive.

Professora: Que &
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Ariana: 3.

Hélio: Aqui neste caso, 3?

Ariana: Nao, 2.

Hélio: £ 2 o declive.

Professora: Como ¢é que fizeste para dar 2?

Heélio: Fazemos a altura 2 a dividir por 1! Que d4 2.

Professora: Entao e este tridngulo que aqui desenhaste nao podia ser desenhado com
0s pontos que marcaste?

Alunos: Podia.
Profeéssora: Entao vamos l4.

Hélio: Podemos andar 2 para apanhar o outro ponto e voltamos a subir até encontrar.
Agora fazemos, 1, 2, ... 4 a dividir por 2, que d4 2.

Professora: Entao escreve ai.

Hélio: 4 a dividir por 2 d4 2 e aqui

Alunos: 2 a dividir por 1 d4 2.

Professora: Entao e se fizermos um tridngulo, por exemplo, a partir daqui?
Hélio: Deste?

Professora: Sim, a partir do ponto de coordenadas (1, 3) até atingir, por exemplo, o
ponto de coordenadas

Ariana: (4, 9)

Professora: Sim, (4, 9).

Hélio: Entao

Professora: Vai dar o mesmo?

Hélio: Vai.

Ariana: Nao sei dizer.

H¢élio: Voltamos a andar e voltamos a subir
Professora: Entao quantos temos na vertical?

Hélio: Sao 6... 6 a dividir por 3.
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Professora: D4 quanto?

Hélio: D4 2.

Professora: O que é que vocés estao a verificar?
Ariana: Que o declive é sempre constante.
Hélio: E sempre 2.

Professora: Porqué?

Hélio: Porque o declive numa reta é sempre igual.
Professora: Ah, numa reta!

Hélio: Numa reta.

Professora: E se for numa curva?

Hélio: Numa curva jé nio.

Professora: Muito bem.

Hélio: Entao j4 sabemos que o a ¢ 2, ou seja, é
Alunos: y = 2x+

Hélio: e vem a ordenada na origem +1.

A determinagio do valor do parAmetro @ ¢ feita a partir da construgio de tridngulos re-
tingulos — dividindo o valor da altura pelo valor da base. Trata-se de um processo préti-
co que resulta imediatamente quando o declive é positivo e ¢ revelador de uma compre-
ensdo do que é o declive da representacio gréfica de uma fungio afim — a construgio dos
triangulos (“Podemos andar 2 [na horizontal] para apanhar o outro ponto e voltamos a
subir até encontrar [a reta]”) e a determinagio do mesmo valor para o declive — “Que o
declive é sempre constante”. Alids, quando Hélio afirma que “Podia até ser s6 1... e subi-
mos até encontrar a reta’ revela que o aluno d4 significado ao valor que ele vai encontrar
para o declive (serd o mesmo, seja andando 2, seja andando 1). H4 uma certeza quanto
a invaridncia do declive para aquela reta. Fica a dtvida, porém, sobre a interpretagio que
os alunos fardo para os casos em que o declive é negativo.

A determinagio do valor do parimetro b parece nio ter levantado confusdes aos alu-
nos, pois indicaram a ordenada do ponto de interse¢io da reta com o eixo das ordenadas
(identificado na figura apresentada).

Nas tarefas realizadas em sala de aula, apenas Ariana manifestou sentir dificuldade re-
lativamente ao paridmetro b. No teste de avaliagdo, numa questdo em que era dada a re-
presentagio grifica de uma situagio referente a despesa de uma familia durante as férias
no Algarve (figura 10), era solicitada a respetiva representacio algébrica:
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¥/ euros
2504 -------

0 1 2 3 4 5 x/dias

Figura 10 — Representagio grifica da questdo 9 do teste de avaliagio

Ariana apenas indicou corretamente o valor do parAmetro @, mas evidenciou dificuldades
em determinar o pardmetro b, como se pode verificar na figura 11. A aluna considerou
tratar-se de uma funcio do tipo y = ax + b, contudo nio atribuiu significado a ordena-
da na origem, nio considerando o seu valor na expressao que escreveu:

,s. B.; Yy cxub 1
{1 | Aoop

I "I ; ol 1
Figura 11 — Teste de avaliacdo, 9.3, Ariana (13/02/2009)

| WS U -

Hélio mostra-se mais ativo e interventivo do que Ariana, talvez pelo facto de ser algo mo-
nopolizador, levando a que Ariana se iniba um pouco. No entanto, a aluna mostrou-se
sempre atenta, deixando transparecer a sua concordincia com o que se estava a fazer ¢
intervindo sempre que achou oportuno — por exemplo, a expressio “y = 2+ foi dita
pelos dois alunos em simultdneo.

Na questao 7 da tarefa Il da entrevista, os alunos tinham de introduzir um ntiime-
ro no programa de computador, onde surgia uma representacio grafica e, posteriormen-
te, introduzir a respetiva expressao algébrica encontrada por eles, verificando depois, por
comparagio com a representagio grafica apresentada pelo computador, se tinham res-
pondido corretamente. Mais uma vez surge a representagio grafica de uma fun¢io sem
ser a partir da representagdo algébrica, embora neste caso aquela fosse apresentada via
computador. A partir dela, os alunos teriam de construir a representacao algébrica da re-
ferida funcio.

A primeira representagdo que os alunos escolheram foi a que corresponde ao niime-
ro 2 (ver figura 12 na pdgina seguinte)

Pelo gréfico os alunos identificaram, corretamente, que se tratava de uma funcao li-
near ¢ que a expressio era do tipo y = ax (ver extrato seguinte). Assiste-se, porém, a um
didlogo muito interessante sobre o declive da reta:

Hélio: A expressdo. Sabemos que ¢ uma funcio linear, é y =

Alunos: ax.
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Figura 12 — Entrevista, Tarefa 111, 7, Ariana e Hélio (16/03/2009)

Hélio: Entdo o a é o declive, neste caso como ¢ negativo, andamos 1 para a esquerda
e subimos até encontrar. Entéo fica 1

Ariana: Menos

Hélio: A dividir por 1, fica 1, ou seja, o declive é 1, ou seja
Alunos: y = 1.

Professora: £2

Ariana: y = —1z.

Professora: £ 1z ou —1x?

Alunos: E 1.

Professora: Porqué?

Hélio: Porque ¢é negativo [0 aluno introduz a expressio] Certo!
Ariana: Estd bem!

Heélio recorre a regra do tridngulo e avanca com 1 para o valor do declive da reta [1 a di-
vidir por 1, ou seja, o valor da altura a dividir pelo valor da base]. E Ariana quem afir-
ma que o declive é negativo. Hélio concorda com a colega e faz a correcio devida. Os
alunos sabem pela representacio grafica se o declive é positivo ou negativo e usam esse
conhecimento para calcular o valor do declive — que serd a razio entre a altura e a base
do tridngulo construido ou serd o valor simétrico de tal razdo. Os alunos nio compre-
enderio, decerto, o porqué de tal procedimento para o caso do declive negativo, porém,
associam com certeza o declive 2 inclinacio da reta e compreendem que para cada reta
o declive é s6 um, evidenciando, desta forma, uma compreensio geométrica do declive
de uma reta.
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Uma vez que o computador apresenta de inicio a representagio grafica de uma fun-
Ao, potencia a possibilidade de os alunos poderem trabalhar a representacio grafica sem
ser necessdrio partir de uma outra representagao da fun¢io, nomeadamente a algébrica, o
que ¢é enriquecedor para a aprendizagem dos alunos. Alids, eles sio obrigados a construir
a propria representacio algébrica da funcio a partir da representacio grafica, confrontan-
do, depois, a representacio grafica da fun¢io que eles definiram algebricamente com a
representagio gréfica dada pelo computador. Neste caso concreto, Ariana e Hélio identi-
ficaram corretamente o tipo de fungio em causa e associaram corretamente a inclinagio
da reta ao sinal do declive, tendo construido a representacio algébrica da funcio apre-
sentada graficamente. Outra das grandes vantagens do uso deste software é o facto de os
alunos poderem experimentar conexdes entre representacoes de uma fungio, para vérios
casos e num intervalo de tempo pequeno.

De seguida, os alunos introduziram o ndmero 4 no computador e a representagio
grafica devolvida foi a seguinte (figura 13):

Figura 13 — Entrevista, Tarefa I1I, 7, Ariana e Hélio (16/03/2009)

Ariana e Hélio identificaram o tipo de fungio e recorreram mais uma vez ao tridngulo
retAngulo para determinarem o declive da reta dada, usando, sem confusoes, os pontos
de intersecdo da reta com os eixos coordenados — partiram da origem do referencial (ab-
cissa zero do ponto de intersegao da reta com o eixo dos yy), na horizontal e da esquerda
para a direita, até encontrarem novamente a reta (no ponto de intersecio da reta com o
eixo das abcissas). Tiveram alguma ddvida sobre a divisdo que tinham de fazer, acabando
por decidir-se corretamente e chegando ao valor 2. Embora jd tivesse sido afirmado que o
declive era negativo, os alunos esqueceram-se disso ¢ na representagao algébrica que cons-
truiram nio constava o sinal menos. A ordenada na origem foi facilmente lida a partir da
representagio grafica da fungio (ver o extrato seguinte do didlogo entao estabelecido):

Hélio: Entao, aqui é uma fungio

Ariana: Aim
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Hélio: Sabemos que é y = ax + b, entdo o declive como ¢ negativo, aqui estd posi-
tivo nesta parte

Ariana: Andamos para a direita

Hélio: 0,5, nio, ao contrdrio, 0,5 a dividir por 1, ndo, 1 a dividir por 0,5.
Profeéssora: Decide-te 14. Como fazes tu Ariana?

Heélio: Entao, andamos para a direita e é 1 a dividir por 0,5.
Ariana: Serd?

Professora: Quanto ¢é 1 a dividir por 0,52

Hélio: 0,5. Ai nao!

Ariana: 1 a dividir por 0,5?

Hélio: 2

Professora: 2. E s6 assim? 1 a dividir por 0,5.

Hélio: Entao agora ¢

Alunos: y = 2z + 1.

Ariana e Hélio introduziram no computador a expressio y = 22 + 1 e viram que a re-
presentagio grifica desta fungdo nao coincidia com a representacio grifica dada inicial-
mente pelo computador — alguma coisa estava errada. Apés alguns momentos de refle-
x40 sobre a questdo, os alunos repararam que se tinham esquecido do sinal menos (ver
extrato do didlogo estabelecido):

Alunos: Oh!

Professora: Do que é que nos esquecemos?
Hélio: O menos! Ah!

Professora: Entao ¢

Heélio: E negativo

Professora: Digam 14.

Alunos: y = —2x + 1.

A representagido gréfica que os alunos escolheram a seguir diz respeito ao ndmero 31 e
foi a seguinte (figura 14):
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Figura 14 — Entrevista, Tarefa I11, 7, Ariana e Hélio (16/03/2009)

Mais uma vez o ponto de partida ¢ a representagdo gréfica de uma funcio e nio a sua
representagio algébrica, o que ¢ facilitado pelo uso do computador. Os alunos identifi-
caram o tipo de funcdo, bem como o sinal do declive da reta. Porém, Ariana afirma que
a fungio ¢ do tipo —ax + b. Para ela, o dominio de a ¢é positivo. Trata-se de uma difi-
culdade que muitos alunos tém e que se relaciona com o conceito de varidvel, nomeada-
mente ao nivel da sua compreensio como um nimero generalizado (ver extrato do did-
logo estabelecido):

Ariana: Hum!
Hélio: Entdo é ax + b.

Ariana: Mas como é negativo tem que ficar —ax + b. [para Ariana o parimetro a re-
presenta apenas valores positivos]

Os alunos sabiam que o declive era negativo, embora ainda nao tivessem indicado o seu
valor, porém, o grande problema surgiu na determinagio da ordenada na origem, pois
ela nao ¢ facilmente legivel na representago gréfica apresentada (ver extrato do didlogo
estabelecido):

Hélio: S6 que nds no temos o b!

Professora: Ah! Mas pode ser que cheguem a ele por raciocinio! Vamos ver se 14
chegamos!

Hélio: Isto ndo d4 para andar para baixo? [a referir-se & visualizacio do gréfico]

Professora: Nao, nao dd. E mesmo para ver se sio capazes. Vamos 14 por a cabecinha
a pensar!

Hélio: Entio, nés andamos 1 para baixo e subimos um bocadinho... para encolher
um quadrado tivemos, acho que é um, tivemos que andar quatro para baixo, en-
tao 8, 12.



44

Sénia Marisa Pais, Manuel Joaquim Saraiva

Professora: Isso é o qué?
Hélio: =12 é o b. Entdo, o declive... isto confunde, nio estd ali o !

Professora: Entdo, olha 14, pelo que tens aqui ndo consegues descobrir o declive? Te-
mos de ir sempre & ordenada na origem?

Hélio: Nao, mas... espere! —12, subimos até ao —4, a dividir por 2...Entao nds sabe-
mos que se descemos 4 encolhe 1

Professora: Entao? E dai nio sai o declive?
Hélio: O 4, declive 4.

Professora: E 4

Alunos: —4.

Professora: V4, experimentem, a ver se acertam!

¢lio: Nao, mas eu quero acertar! [os alunos riram]... —4 a dividir porl, —4. Entao
Heélio: N tar! | 4 a divid 1, —4. Ent
pronto, o declive é —4.

Alunos: —4x mais, nao, menos 12

[os alunos digitaram y=—4x- 12 e viram que acertaram]
Hélio: Eh!

Professora: Agora explicas a Ariana o porqué do —12?

Hélio: Porque, repara, aqui nio dd muito a entender, mas ali é o —4 ¢ aqui estdvamos
no 0 e estévamos no —3 e nés descemos 4 e encolheu um quadradinho. [0 aluno
trocou a ordem das coordenadas, pois o ponto que indicara fora o (=3, 0)]

Ariana: Hum, hum.

Hélio: Se descemos mais quatro vai para o —8 e encolhe um, voltamos a descer 4 fica
no —12 e ja passa para ali, (0, -12).

Professora: Entendeste? As vezes ndo precisamos ter ali a ordenada na origem para che-
garmos até ela, é s pensarmos um bocadinho, raciocinar, nao ¢?

Ariana: Hum, hum.

Hélio recorre a um raciocinio geométrico muito interessante para chegar ao valor da or-

denada na origem. O aluno observa que, na representagdo grafica disponivel, para cada
unidade que se avanga para a direita, na horizontal, desce-se quatro unidades, na vertical;
depois generaliza — andando duas unidades para a direita descer-se-0 oito e se forem

trés descer-se-ao doze unidades. O aluno parte do ponto de intersegio da reta com o eixo
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dos zx (de abcissa —3) e vé que s6 tem de deslocar-se trés unidades para a direita para en-
contrar o ponto de abcissa zero (que é onde a reta interseta o eixo dos yy) ¢ cuja ordenada
¢ a ordenada na origem. O aluno estd a imaginar um tridngulo retdngulo do tipo dos que
construiu nas situagoes anteriores, evidenciando clareza quanto ao sentido que lhe d4, ¢,
a0 mesmo tempo, estd a dar corpo a sua compreensio da invaridncia do declive de uma
reta ¢ da forma como calculd-lo (em valor absoluto, 4/1; 8/2; 12/3). Hélio nao compre-
enderd completamente a justificacdo para o cdlculo do valor do declive (ainda nio tem
conhecimentos matemdticos para isso; em Portugal, o estudo da trigonometria e, em par-
ticular, a redugio ao primeiro quadrante sé ¢ lecionada no ensino secundario) — colocar
o sinal menos na razio entre a altura ¢ a base do tal triAngulo retAngulo que ele constréi.
No entanto, o raciocinio que ele desenvolve revela bem a sua compreensio sobre a incli-
nacio da reta (e, como consequéncia, sobre o declive) e sobre a variagio das ordenadas
dos pontos 2 medida que fazemos variar as abcissas no sentido positivo.

Na entrevista, e para as fungoes do tipo y = ax + b, Ariana ¢ Hélio encontraram
sempre a expressdo algébrica correta a partir da respetiva representacio grafica, embora
ainda manifestassem alguma incompreensio quanto 2 representagio do declive quando
ele era negativo, sob o ponto de vista algébrico (disseram —a). Também relacionam cor-
retamente a representagdo grafica de uma fungao afim, linear ou constante com o tipo de
fungio, assim como com o tipo de expressio que a representa. O uso do computador foi
importante para facilitar a conexdo entre representacoes, principalmente da gréfica para
a algébrica, mas, também, desta para a grafica.

Da representagio tabelar para a grifica e a algébrica

A tarefa Il apresenta uma situagdo em que alunos de uma turma contratam uma agéncia
de viagens para organizar a sua viagem de finalistas. O gerente da agéncia fixou um prego
de 160 euros, por aluno, para a referida viagem. A questao 1 da tarefa consiste na passa-
gem de uma representagdo por palavras para uma representagio tabelar. Ariana e Hélio,
usando o programa de computador sugerido pela professora, organizam facilmente uma
tabela que relaciona o nimero de alunos () com a receita da agéncia (y). Por sugestio
desta, os dados deveriam ser introduzidos de cinco em cinco unidades (alunos) até um
minimo de trinta e cinco. Apds a construcio da tabela pelos alunos, o computador apre-
senta a representagio grafica dos pontos de coordenadas (x, y) nela inseridos (ver figu-
ra 15 na pdgina seguinte)

Na questao 2 da mesma tarefa, os alunos tinham de escrever a respetiva expressio al-
gébrica da funcio estabelecida. Desse processo apresenta-se o seguinte excerto do didlogo
que existiu entre a professora e os alunos:

Professora: Agora devem indicar a expressio algébrica que relaciona a receita da agén-
cia em fun¢io do ndmero de alunos.

Heélio: Entao, isto ¢ uma funcio linear.

Professora: Sim.
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Figura 15 — Entrevista, Tarefa II, 1, Ariana e Hélio (16/03/2009)

Hélio: Ou seja, vai ser y = ax
Ariana: + b

Hélio: Nao, + b ¢ afim. E linear.
Professora: y = ax. Quanto é o a?
Hélio: 800 a dividir por 5.
Alunos: 160.

Hélio: Entao

Ariana: y é

Alunos: y=160z.

Houve uma passagem correta, e com significado, da representacio tabelar e da represen-
tagdo gréfica para a algébrica. Os alunos identificaram a situagio como sendo linear, onde
as varidveis « e y eram diretamente proporcionais. Apesar de nio terem considerado o
ponto de coordenadas (0, b), e de trabalharem graficamente com pontos discretos, tal nao
lhes criou problemas para a construgio da expresso algébrica.

Na continuacio da zarefa II da entrevista era informado que a despesa da agéncia de
viagens era calculada considerando que havia um valor fixo de 1000 euros, independen-
temente do niimero de alunos que viajasse, acrescido de 100 euros por aluno. Na questdo
3 os alunos tinham de representar por uma tabela, no programa de computador, a relagio
entre o nimero de alunos (x) com a despesa da agéncia (y). Ariana e Hélio ndo evidencia-
ram dificuldades na interpretagio da situagio e preencheram a tabela pedida com alguma
facilidade. Tal como na situagio anterior, o computador apresentou a representacio gré-
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fica dos pontos de coordenadas (z, y) inseridos na tabela (ver figura 16, onde coexistem
as duas situagées trabalhadas nesta tarefa):
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Figura 16 — Entrevista, Tarefa II, 3, Ariana e Hélio (16/03/2009)

De seguida, também lhes era solicitada a respetiva expressao algébrica que representasse a
nova situacdo. No inicio, os alunos evidenciaram bastantes dificuldades. Foram indican-
do viérias expressoes que, posteriormente, inseriam no computador, obtendo de imedia-
to a respetiva representacio grafica. Porém, nenhuma delas continha os pontos represen-
tativos da situagio. Por exemplo, experimentaram y = 15004 ¢ 4y = 5002, como se as
varidveis se relacionassem segundo uma proporcionalidade direta. Para o primeiro caso
fizeram a razdo entre os primeiros valores da tabela e para o segundo consideraram a di-
ferenga entre os valores consecutivos da despesa representados na tabela. A dada altura

aperceberam-se de que a fungdo em causa nio era linear:

Hélio: 1000 euros. O Senhor [da agéncia] j4 tinha uma despesa fixa de 1000 euros.
Ou seja, comega aqui [e aponta para o ponto de coordenadas (0, 1000)], entdo
¢ uma funcio afim, ax + b, y = ax + b. Entio nio é 300z. Ea partir daqui
[(0, 1000)] e nao do zero [(0, 0)].

Passados alguns segundos:
Hélio: y=1100x, nio, 1000z + 100.

Os alunos veem que o pardmetro b seria o valor fixo da despesa, 1000 euros. Esta impor-
tante descoberta surgiu como fruto da sua interpretagio da situagio apresentada (que se
relacionava com varidveis mais “reais” e nio tao abstratas como um x ou um gy simbdli-
cos) em confronto com as representacoes graficas que o computador dava para cada ten-
tativa (errada) que os alunos avangavam para a expressio algébrica. H4, desta forma, uma
evidéncia da dificuldade dos alunos na resolugao da questio pela nio existéncia de um
ponto de abcissa zero (nem na prépria tabela) — e a representacio gréfica era um con-
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junto de pontos discretos — e, por outro lado, um realce das potencialidades do compu-
tador na promogio de uma interagio pronta com o utilizador.

Os alunos também nio estavam a interpretar corretamente o significado da letra x no
contexto da situacio:

Hélio: O x é a despesa fixa, nio, isto estd mal.
Professora: O x é a despesa?
Hélio: Nao.
Professora: O que é o x? Nés até temos ali!
Hélio: Onde? ... E o nimero de alunos.
Ariana: x é o prego por pessoa.
Professora: Nao!
Hélio: Niimero de alunos.
Ariana: Ah, sim!
Hélio: O b € 1000.
Profeéssora: Entao o b é 1000. Como ¢é que fica a expressio?
Hélio: Entao fica y=300x + 1000.
Com a mediagio da professora, os alunos acabam por construir a expressao correta:
Professora: Entao aqui vamos experimentar 1 aluno.
Hélio: 1 aluno. 300...mil e tre...n3o0.
Professora: O que acham que estd mal?
Hélio: 300 ¢ 100, 1002 + 1000
Professora: Entao porque ¢ 100?

Heélio: Porque é o prego por cada aluno. Aqui era ao contrdrio! Estava a dizer primeiro
o0 b e depois ¢ que dizia 0 a! ... Entdo é 1000+ 100z, x é o nimero de alunos.

Professora: Pronto, agora ja dizes que = é o nimero de alunos, mas o que vocés fizeram
para preencher a tabela foi somar sempre ao 1000

Alunos: 100
Professora: Vezes

Ariana: Vezes 5, vezes 10, vezes 15, ...
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Heélio: E y=100z ...

Professora: Temos muita dificuldade em generalizar, nio temos? Para preencher a tabe-
la foi facil, mas para arranjar uma expressio geral que sirva para calcular a despesa
para todos foi mais complicado, nao foi?

Alunos: Sim.

Nesta questo verificou-se que os alunos mesmo tendo compreendido a representacio da
fungio por palavras, e tendo feito os cdlculos necessdrios para o preenchimento de uma
tabela de valores, revelaram muitas dificuldades em representd-la simbolicamente, devido
a necessidade e importancia da atribuicio de um significado as varidveis envolvidas.

Durante as aulas esta dificuldade verificou-se essencialmente quanto ao parimetro b.
Na realidade, na questao 2 da mrefa 8 os alunos tinham de representar algebricamente os
dados de uma situagio representada tabelarmente, que relacionava a velocidade do som
(m/s) a diferentes temperaturas (figura 17):

Temperatura (t)
em °C

Velocidade do

Som (v) em m/s

-10 -5 0 5 10 15 20 25 30

325,4 | 328,4 | 331,4 | 334,4 | 337,4 | 340,4 | 343,4 | 346,4 | 349,4

Figura 17 — Tabela da questdo 2 da Tarefa 8

Ariana, Hélio, Maria e Telmo (esta tarefa foi desenvolvida em grupos de 4), na sua res-
posta, apresentaram uma boa explicacio relativamente & determinacio do pardmetro a,
recorrendo 2 razdo entre a diferenca das ordenadas de dois pontos pela diferenga das res-
petivas abcissas (figura 18):

y 220k 2355 -'_'Qf__f.r -**F%(tlimnk.\gb 0 o fEam o ol OA\‘N:?
S a uch:'cr,;ﬂ és: AQ«YEm o Cc\uasﬁc{,cf? Mo somn| € Do M

pdlal as 6 oaloom| daRs o)

Yy = %x + 325, 4. Para descobrirmos o a fizemos a razio entre a variagio da tempe-
ratura e a variagio do som e somdmos pela ordenada ne origem (325,4).

Figura 18 — Tarefa 8, 2, Ariana, Hélio, Maria e Telmo (09/02/2009)

No entanto, indicaram um valor incorreto para o parimetro b [325,4 ¢ a imagem de —10
e nio a imagem de 0]. Ficou a ddvida se se tratava de uma questdo de distracio ou se a
resposta fora condicionada por um hdabito resultante do tipo de tabelas com que os alu-
nos tém trabalhado (o primeiro par de valores tem o zero como abcissa). Na Entrevista,
a Professora apresentou, novamente, a tabela da figura 17, para que os alunos indicassem
a respetiva expressao algébrica.
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A resposta foi a seguinte:

Professora: Como é que chegariam a expressio algébrica?

Heélio: Entao, é uma fungao afim.

Professora: Hum, hum.

Hélio: Entao, y = ax + b, 0 b... é a ordenada na origem.

Professora: Como é que achamos o seu valor através da representacio grafica?
Hélio: O b é onde a reta interseta o eixo do .

Professora: Entao, olhando para a tabela, nio sabemos?

Hélio: Nao porque temos vérios!

Professora: V& melhor .... Que coordenadas tém os pontos sobre o eixo dos yy? ...
Hélio: Sim... O (0; 331,4) ... Entdo jd sabemos 0 b

Professora: Quanto &

Alunos: 331,4.

Professora: E o declive? ... Aqui nio temos a representagio grafica, mas podemos pen-
sar como farfamos!

Hélio: A partir do 331,4 anddvamos uma unidade para a direita...
Professora: Aqui andas uma?

Hélio: Nao, andamos

Ariana: 5.

Hélio: Andamos 5 e subimos 3.

Professora: Entao, qual é o declive?

Hélio: 3 a dividir por 5.

Professora: Na resolugio da tarefa na aula escreveram 2x... que estava bem! Mais

325,4, porqué?
Ariana: Ah! Era mais
Hélio: Era mais 331,4.

Ariana: Entao eu ia dizer isso!
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Professora: Eu s6 estava a perguntar porque ¢ que, quando fizeram a tarefa, escreve-
ram 325,4.

Hélio: Ah! Se calhar confundimos o =10 com o 0!

Os alunos afirmam nio se lembrar da causa de terem errado a questao na aula. Atribuem
tal erro a uma confuséo sua. Sobressai, assim, que a maior dificuldade sentida pelos alu-
nos na determinagio do valor do pardmetro b surgiu quando este nio constava explici-
tamente na tabela como um dos dados, ou quando nio era a ordenada do primeiro par
ordenado apresentado na tabela.

Conclusoes

Neste estudo os alunos mobilizaram vdrias das representagdes das funcoes, especialmen-
te quando elas podiam ser transformadas noutras, tal como refere Duval (2006). A re-
presentagio em linguagem natural com a caracterizagio da fun¢io, como a indicagao do
tipo de fungio e as coordenadas de pontos da sua representagio grafica, permitiu que os
alunos mobilizassem a representagio gréfica, construindo-a a partir dos elementos da-
dos (ora representando num referencial as coordenadas dos pontos indicados, que depois
uniam para desenharem uma reta; ora representando apenas um ponto que, conjunta-
mente com a origem do referencial, definia uma reta). A representagio algébrica permitiu
que os alunos mobilizassem a representago gréfica, ora calculando as coordenadas de um
dos seus pontos a partir da concretizagio da varidvel z (normalmente para o valor 1) que,
com a origem do referencial, definia uma reta que continha os pontos da representacio
gréfica da funcdo de proporcionalidade direta; ora usando o valor de b dado na expressao
algébrica, marcando no referencial o ponto de coordenadas (0, b) e calculando as coor-
denadas de um outro ponto a partir da concretizagio da varidvel z, que, conjuntamen-
te com o primeiro ponto, definiam uma reta que continha os pontos da representacio
gréfica da fun¢ao afim. A representagio grfica permitiu que os alunos mobilizassem a
representagio algébrica, ora retirando diretamente da representacio grafica o valor da or-
denada na origem (caso nao se tratasse de uma func¢io de proporcionalidade direta, pois
nesse caso tal valor era zero), observando a ordenada do ponto em que a reta intersetava o
eixo dos yy e calculando, em seguida, o valor do parimetro a (o valor do declive da reta).
Para tal, Ariana e Hélio recorreram frequentemente a constru¢io de um tridngulo retan-
gulo, a partir de dois dos pontos da reta, podendo ser um deles o ponto de coordenadas
(0, b), dividindo, depois, a altura do tridngulo pela base — para o caso em que o declive
era negativo (os alunos sabiam quando isso acontecia pela inclinacio da reta) os alunos
acrescentavam o sinal menos ao resultado obtido.

A mobilizagio de uma representagio pela possibilidade dela ser transformada numa
outra tornou-se muito clara e significativa quando os alunos tiveram de representar alge-
bricamente a fungio afim dada pela sua representagao grifica, onde nio era possivel ob-
servar diretamente do gréfico o valor da ordenada na origem, o que foi um problema para
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os alunos. Assistiu-se 3 mobilizagao do conceito de declive de uma reta de uma forma
muito clara e explicita. Esta dificuldade sentida pelos alunos evidencia a importincia de
trabalhar as multiplas representagoes, tal como defendem Friedlander & Tabach (2001)
e Mesa (2004), tendo presente que as suas utilizacdes apresentam vantagens e desvanta-
gens e que ¢ a combinagio do seu uso que pode anular as limitagdes e tornar-se uma fer-
ramenta eficaz na aprendizagem dos conceitos matemdticos, em particular das fungoes.

Neste estudo foi notéria a importancia do uso do computador, com um software
de multiplas representagoes, pois tal permitiu que os alunos pudessem analisar muitos
exemplos e mais formas de representagio de modo a formular e explorar conjeturas de
uma maneira mais ficil do que usando processos manuais. Porém, registe-se que estes
nao foram esquecidos, pois eles também sdo necessdrios, nomeadamente para a constru-
¢do das representagoes algébricas pedidas.

A passagem da representacio grafica para a representago algébrica ¢, segundo Kieran
(1992), mais dificil para os alunos do que a passagem em sentido contrério. Isto nao se
verificou com Ariana e Hélio, que, desde o principio, evidenciaram poucas dificuldades
em passar da representagio grifica para a algébrica. Tal pode ser explicado pelo facto des-
tes dois alunos terem feito, desde o inicio, uma aprendizagem com significado da repre-
sentagio grafica de uma funcio do tipo y = ax + b. Para eles, os parAmetros a e b tive-
ram sempre um significado preciso (a, como declive da reta, esteve sempre relacionado
com a sua inclinagdo e com a forma da sua determinacio — o valor da razao entre a altu-
ra de um tridngulo retingulo construido a partir de dois pontos da representacio grfica
da funcio pela sua base, ou o seu valor simétrico para o caso em que a reta tinha declive
negativo; b, como ordenada na origem, esteve sempre associado a ordenada do ponto em
que a representagdo grifica da funcio interseta o cixo das ordenadas), permitindo-lhes
relaciond-los com a expressdo algébrica y = ax + b — porque muitas vezes sdo ficeis de
determinar a partir da representacdo grafica. A representagio algébrica ganhou, assim,
com a compreensio da representagao grafica e os simbolos algébricos foram aprendidos
com significado.

A representacio tabelar, e particularmente a sua passagem para uma representacio
algébrica, nio gerou dificuldades aos alunos, em geral. Apenas se mostrou um processo
complicado quando Ariana e Hélio i) tiveram de trabalhar com uma situa¢ao préxima do
“real”, onde trabalhavam com pontos discretos e na tabela ndo constava explicitamente
o par ordenado de abcissa zero, e ii) quando nos dados apresentados tabelarmente o par
ordenado de abcissa zero nao era o primeiro da lista. Uma das explicacoes para as dificul-
dades relaciona-se com o significado que os alunos tinham de atribuir as varidveis — elas
nao eram simples simbolos abstratos como o x e 0 y —, onde a determinacio da orde-
nada na origem tinha de resultar da interpretacio da prépria situagao. O processo com-
plicava-se pois b ou nio estava explicitamente presente ou, ¢ por forga do hdbito, nao era
visivel logo no primeiro par ordenado que surgia na tabela. Esta dificuldade também ¢é
referida por Kieran (1992), quando afirma que uma fun¢ao representada por um conjun-
to de pontos discretos causa dificuldades aos alunos.

Neste estudo os alunos mobilizaram virias das representagoes das fungoes, especial-
mente quando elas podiam ser transformadas noutras, e deixa um alerta para a neces-
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sidade de ser dada uma atencio muito especial a interpretagio dos simbolos algébricos,
nomeadamente as letras, seja quanto ao de uma letra como niimero generalizado, seja
quanto ao dominio de uma varidvel — Ariana evidenciou alguma dificuldade, durante o
processo, em representar simbolicamente a situa¢do em que o parimetro ¢ era negativo
—, e quanto ao simbolo y = f(z), para que z seja vista com generalidade. No entanto,
fica a forte convicgdo de que um ambiente de trabalho suportado por tarefas criteriosa-
mente selecionadas, incluindo desafios e colocando problemas aos alunos, e pela possibi-
lidade de uso das TIC, onde os alunos possam partilhar resultados, quer com os colegas
quer com a professora, e tendo em conta algumas das suas dificuldades, j4 identificadas,
¢ um bom caminho a seguir.
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Resumo. Neste artigo discute-se a forma como alunos do 8° ano de escolaridade (13-15 anos de ida-
de) procedem na passagem entre representacoes de funcdes do tipo y = ax + b, e quais as dificulda-
des que eles experimentam. No estudo que serviu de base a este artigo seguiu-se uma metodologia de
investigagdo qualitativa, num paradigma interpretativo, tendo por base dois estudos de caso. Os alunos
mobilizaram vdrias das representacoes das funcoes, especialmente quando elas podiam ser transforma-
das noutras, onde a representagio algébrica ganhou com a compreensio da representacio grafica. A re-
presentagio tabelar, e particularmente a sua passagem para uma representagio algébrica, mostrou-se um
processo complicado quando os alunos i) tiveram de trabalhar com uma situacio préxima do “real”,
onde trabalhavam com pontos discretos e na tabela nao constava explicitamente o par ordenado de ab-
cissa zero, e ii) quando nos dados apresentados tabelarmente o par ordenado de abcissa zero nio era o
primeiro da lista. O recurso as tecnologias com software de multiplas representagoes, assim como um
trabalho activo e sistemdtico entre as vérias representagdes, influenciaram favoravelmente a aprendiza-
gem destes alunos.

Palavras-chave: Dificuldades de aprendizagem das fungoes; TIC; Funcao afim; Multiplas represen-
tagoes; Conexdes entre representagoes.
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Abstract. This article discusses how students in 8 th grade (13—15 years old) came in the transition be-
tween representations of functions like y = ax + b, and what difficulties they experience. In the study
that formed the basis of this article was followed a qualitative research methodology, an interpretive pa-
radigm, based on two case studies. Students mobilized various representations of functions, especially
when they could be transformed into another, where the algebraic representation gained from the gra-
phical representation. The tabular representation, and in particular its transition to an algebraic repre-
sentation, was a complicated process when students i) had to work with a situation close to “real”, where
they worked with discrete points and in the table was not included explicitly the ordered pair with abs-
cissa zero, and ii) when the data presented in a table the ordered pair of abscissa zero was not the first on
the list. The use of software technologies with multiple representations, as well as an active and systema-
tic work among the various representations, positively influenced the learning of these students.

Keywords: Difficulties in the learning of functions; ICT; Affine function; Multiple representations;
Connections among representations.
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