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Introdugao

O desenvolvimento do raciocinio matemdtico dos alunos surge como um aspeto central
nas orientagoes curriculares em todos os niveis de educacio (AMATYC, 2006; MAA,
2004; ME, 2007; NCTM, 2007). No ensino superior, este foco na promogio do racio-
cinio visa assegurar que os alunos, para além de desenvolverem competéncias técnicas e
cientificas especificas da(s) drea(s) de conhecimento de cada curso, fundamentais para ga-
rantir o sucesso no mercado de trabalho, adquirem flexibilidade no uso de processos re-
conhecidos como matemdticos mas que s3o também bastante relevantes para resolverem
os problemas desafiantes que enfrentam no seu quotidiano (JQI, 2002).

Este contexto exige uma nova perspetiva de encarar o processo de ensino e aprendi-
zagem. O foco do processo de ensino-aprendizagem nio pode ser a transmissao de um
corpo de conhecimentos estabelecido ¢ a memorizagio de procedimentos, é necessdrio
que os professores desenvolvam uma cultura de sala de aula que promova o raciocinio
matemdtico proporcionando aos alunos atividades em que os processos de raciocinio e a
construcio de conceitos surjam de uma forma natural (AMATYC, 2006; Small, 2008).
Além disso, o desenvolvimento do raciocinio matemdtico dos alunos exige uma perce-
¢io aprofundada dos processos que lhe estdo associados e das praticas matemdticas que
os suportam (Brodie, 2011). No entanto, a esséncia dos processos de raciocinio na abor-
dagem e resolugao de problemas matemdticos desafiantes nao estd ainda profundamente
desenvolvida e ¢ desconhecida da maioria dos professores. Isto é especialmente proble-
midtico no que se refere & educacio superior que tem sido pouco investigada, sobretudo
em Portugal.

Este artigo tem como objetivo analisar os processos de raciocinio que os alunos uni-
versitdrios utilizam na exploragio de tarefas de investigagdo, propostas ao longo de uma
experiéncia de ensino realizada na disciplina de Andlise Numérica e compreender de que
modo a realizacao dessas tarefas pode influenciar o desenvolvimento do raciocinio mate-
madtico dos alunos ¢ o seu envolvimento, com sucesso, na inquiri¢io matemdtica. Anali-
sam-se, igualmente, as representagbes matemdticas que os alunos usam para suportar o
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seu raciocinio, dada a sua estreita relagdo com esses processos.

O artigo estd estruturado em secgbes que integram o quadro teérico, abordando trés
temas essenciais & fundamentacio do estudo (processos de raciocinio, representagoes e
tarefas que suportam o raciocinio matemdtico) e a metodologia adotada, incluindo a des-
cricdo da experiéncia de ensino que estd na sua base. Depois dos resultados empiricos,
referentes ao trabalho de trés alunos na exploragio de duas tarefas, apresentam-se as con-
clusées e algumas consideragoes pedagdgicas.

Raciocinio matematico

E dificil definir raciocinio matemdtico uma vez que este termo é usado por professores e
investigadores com uma variedade de significados que estdo associados a prdticas e abor-
dagens tedricas distintas. Neste estudo, o raciocinio matemdtico ¢ analisado do ponto de
vista cognitivo e assenta na ideia, partilhada por diversos autores (Lannin, Ellis & Elliot,
2011; Pélya, 1945), que é um processo que envolve a formulacio de questoes, a formu-
lagao e teste de conjeturas, a generalizagio e a justificacdo. Além disso, o raciocinio ma-
temdtico estd fortemente relacionado com as representagdes usadas para propésitos de
comunicacio (Neria & Amit, 2004). De facto, s6 é possivel aceder e compreender o ra-
ciocinio matemdtico dos alunos através de representagoes, como refere o NCTM (2007):
«ao observar as suas representagées, os professores poderdo conseguir compreender os
modos de interpretacio e de raciocinio dos alunos» (p. 76). Finalmente, os alunos nio
desenvolvem a capacidade de raciocinio matemdtico por simples memorizagio de con-
ceitos e procedimentos rotineiros, ¢ necessirio trabalhar em tarefas que, simultaneamen-
te, requerem e estimulam o raciocinio.

Processos matemdticos que suportam o raciocinio

Os processos envolvidos na atividade matemdtica sio analisados por diferentes autores de
acordo com o grau de relevincia e o significado que lhes atribuem. Goldenberg (1998)
enfatiza a procura de padrdes e regularidades. Para o autor, o processo de criagio mate-
matica inicia-se com uma fase informal de exploragio que pode incluir a recolha de da-
dos, a geracio de exemplos e a experimentagio de vérias estratégias. Depois de explora-
da a situacio e realizadas as experiéncias iniciais é necessario colocar questées produtivas,
frequentemente baseadas na identificagdo de padroes e formular as primeiras conjetu-
ras (Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira & Varandas, 1998; Ponte, Brocado & Oliveira,
2003).

A formulacio de conjeturas é parte do processo de raciocinio que conduz a afirma-
¢oes que se pensa serem verdadeiras mas que nio sabemos serem verdadeiras (Lannin et
al., 2011) e que se podem tornar um resultado ou parte dele (Brodie, 2010). Estas su-
posicoes podem ter origem em observagoes (visuais ou nao) ou podem ser desenvolvidas
através de exemplos especificos aplicando depois raciocinio indutivo, requerendo uma
exploragio mais aprofundada e evidéncia para as suportar ou refutar. Alguns alunos veem
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genuinamente tais pressupostos como conjeturas (isto é, afirmacoes que precisam de ser
testadas), enquanto outros alunos os veem como um pressuposto verdadeiro mesmo que
nao possam fornecer uma justificagio vélida para o porqué da afirmacio ser verdadeira
(Lannin et. al, 2011). Para Carpenter, Frank e Levi (2003), o objetivo de desafiar os alu-
nos a fazer conjeturas nio ¢ apenas levd-los a falar sobre Matemdtica e a tornar explicitas
as ideias matemadticas. Os alunos devem formular conjeturas porque sdo essas ideias que
lhes permitem aprender Matemdtica nova e compreender a Matemdtica que jd aprende-
ram e usaram.

O teste de uma conjetura pode ser feito de diferentes modos. Testar um exemplo, ve-
rificar se a conjetura funciona para outros tipos de objetos, tentar encontrar contra-exem-
plos ou provar uma conjetura usando métodos dedutivos sao alguns exemplos de ativida-
des de verificagio. Este processo pode mostrar a necessidade de recolher mais dados, de
modificar as conjeturas iniciais ou alterar algumas das condicoes para fazer surgir novas
questdes e conjeturas (Silver, 1996).

Um importante processo de raciocinio ¢ a generalizagdo, que parte de uma conclusio
ou conjetura especifica para formular uma conjetura de 4mbito mais geral (Pdlya, 1954).
Segundo Lannin et al. (2011), hd dois tipos de processos de generalizagio: Identificar ele-
mentos comuns ¢ estender o raciocinio além do Ambito no qual originalmente se identi-
ficaram os elementos comuns. Para Mason, Burton e Stacey (1982) o raciocinio resulta
da reciprocidade constante entre a generalizagdo e a especializacio. Os autores defendem
que no processo de conjeturar é importante a particularizagio que assume diferentes for-
mas: Escolher exemplos ao acaso para reunir evidéncias para a generalizacdo e ajudar a in-
terpretar a questao, escolher exemplos de forma sistemdtica aumentando a probabilidade
de sucesso de encontrar padrées e escolher casos especiais para testar a generalizagio. A
generalizagio comega quando nos apercebemos da existéncia de uma regularidade, isto ¢,
quando observamos certas caracteristicas comuns a muitos exemplos particulares e igno-
ramos outras. Os alunos nem sempre se focam em caracteristicas que podem revelar uma
propriedade matemdtica importante e que sdo Gteis para criar generalizagdes matemdti-
cas. Aprender como isolar as propriedades que interessam matematicamente e suprimir
outras, segundo os autores, ¢ algo que demora tempo e requer esforco.

As conjeturas que resistem aos testes ganham credibilidade, estimulando argumentos
plausiveis e provas formais que, uma vez obtidos dao-lhes validade matemdtica (Ponte,
2007). A justificagdo ¢ um elemento central no raciocinio matemdtico e envolve vdrias
componentes importantes, incluindo criar argumentos, explicar porque ¢ que sio ver-
dadeiros e compreender o papel das defini¢oes e contra-exemplos nesse processo. Deste
modo, a justificagio nio sé fornece razdes convincentes para as conjeturas estabelecidas,
como permite aos alunos tornar o seu raciocinio claro e aumentar a sua compreensao
conceptual (Kilpatrick, Swafford & Findell, 2001; NCTM, 2007). Carpenter, Frank e
Levi (2003) salientam que a forma de justificagio mais comum dos alunos ¢ a justifica-
¢io por exemplo. No entanto, alguns dos alunos que usam exemplos para justificar uma
conjetura nio estao convictos de mostrar assim a sua veracidade e percebem a necessida-
de de formas mais gerais de argumentagio mas nao conseguem ir além disso. Por isso o
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professor deve incentivd-los a buscar outras formas de justificagio.

Reconhecer quando uma justificagdo ¢ vilida é uma componente critica do processo
de raciocinio (Lannin et al, 2011) e, no ensino superior, espera-se que a justificagdo se
apoie em procedimentos, propriedades e definicdes matemdticas e que os alunos sejam
capazes de distinguir uma argumentagio informal de uma argumentagio formal, com-
preendendo a sua importincia (AMATYC, 20006). A formalizacio e encadeamento de
justificagoes logicas conduzem, naturalmente, 2 realizaciao de demonstragoes e, por con-
sequéncia, ao raciocinio dedutivo que é caracteristico da Matemadtica e tem um papel
fundamental na validacio das suas ideias (Davis & Hersh, 1985). A literatura tem dis-
cutido a complexa questio relativa a0 modo como os alunos universitdrios lidam com a
prova matemdtica (Coe & Ruthven, 1994; Dreyfus & Hadas, 1996) e, em parte, atri-
buem as suas dificuldades ao facto dos alunos nio verem que um dos seus importantes
papéis é explicar porque é que uma afirmacio ¢ verdadeira (Hanna, 1989). Para que os
alunos desenvolvam competéncias na utiliza¢do do raciocinio dedutivo e de provas for-
mais ¢ necessdrio incentivar a justificacio, desde os primeiros anos e propor-lhes, situa-
¢oes e atividades que os conduzam 2 «surpresa e ao sentimento de que alguma coisa pre-
cisa de ser explicada ou provada» (Dreyfus & Hadas, 1996, p. 11).

Representagdes que suportam o raciocinio matemadtico

7

Uma caracteristica importante da atividade matemadtica ¢ a sua dependéncia de uma
grande diversidade de representacoes semidticas que apoiem a compreensio e favorecam
a comunicagio de ideias matemdticas (Duval, 2006; Greeno & Hall, 1997). Neste sen-
tido, as representagoes sao vistas como ferramentas para articular, clarificar, justiﬁcar e
comunicar raciocinio (Stylianou, 2011). Contudo, além do papel que assumem na co-
municagio, as representagoes constituem um elemento central no desenvolvimento e
compreensdo dos processos de raciocinio matemdtico dos alunos ¢ a sua aprendizagem
deve fornecer-lhes «<um conjunto de ferramentas que aumentam significativamente a sua
capacidade de pensar matematicamente» (NCTM, 2007, p. 75). Além disso, Goldin
(2002) acredita que o estudo das representagdes matemdticas «permite, pelo menos po-
tencialmente, descrever com algum detalhe, o desenvolvimento matemdtico dos alunos
em interago com os ambientes escolares e a criagio de métodos de ensino capazes de de-
senvolver poder matemdtico» (p. 198).

As representagoes matemdticas, em contextos educacionais, podem assumir uma va-
riedade de formas e de fungoes. Goldin e Shteingold (2001) distinguem as representa-
¢oes que sao principalmente notacionais e formais, como os sistemas de numeracio, a
escrita de expressoes algébricas para designar relagdes e operagoes, fungées, derivadas e
integrais das que mostram relagoes de maneira visual ou grafica, como figuras geométri-
cas, gréficos, diagramas ou esquemas. Duval (2006) agrupa as representacdes semidticas
utilizadas em Matemdtica em quatro tipos de registos: Os registos monofuncionais que
tomam a forma algoritmica e tém como fun¢io cognitiva o processamento matemdtico
(sistemas de escrita matemdtica — representagoes discursivas; gréﬁcos cartesianos — re-
presentacoes nao discursivas) e os registos multifuncionais que visam uma variedade de
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funcoes cognitivas, como sejam a comunicagdo e a imaginagio (linguagem materna e
formas de raciocinio — representagées discursivas; figuras geométricas — representagao
nao discursiva). A caracteristica que sobressai da atividade matemdtica é a mobilizagao
simultdnea de vdrios registos de representagao ou a possibilidade de mudar, em qualquer
momento, de um registo para outro (Duval, 2006). De acordo com este autor, a ativi-
dade matemdtica pode ser analisada em dois tipos de transformagées de representagdes
semidticas: (i) Tratamentos, transformagoes de representacoes que tém lugar dentro do
mesmo registo onde foram formadas; e (ii) Conversées, transformacoes de representagio
que consistem numa mudanca de sistema na qual a totalidade ou a parte do sentido da
representacio inicial é conservada, sem mudanca de objetos a ser notada. Duval (1999)
real¢a, ainda, a necessidade dos alunos serem capazes de trabalhar dentro e entre dife-
rentes registos, com fluéncia na conversao de representagdes neste movimento, para uma
adequada compreensao de um objeto matemdtico.

Stylianou (2011) analisa o papel das representagées no processo de resolugio de pro-
blemas e identifica quatro fungées: (i) Compreensao, quando nem todos os aspetos do
problema sio imediatamente ébvios e a representacio é usada como uma ferramenta
para combinar diferentes aspetos do problema e para ver como interagem; (ii) Registo,
quando a representacio é usada de modo a permitir combinar toda a informagio forneci-
da em vez de tentar manté-la em memdria; (iii) Exploragio, quando o uso flexivel da re-
presentagdo permite a manipulagao de conceitos e revela mais informagio e implicagoes;
e (iv) Monitorizacio e Avaliacio, quando a representagdo é usada para avaliar o progres-
so na resolucdo de problemas e para tomar decisées informadas na selecio dos objetivos
seguintes. A autora acrescenta, ainda, uma outra fungio das representagoes, enquanto
atividade social: Apresentagao, para partilhar os resultados do processo de resolugio de
problemas.

Frequentemente, mais do que um tipo de representagio parece ser adequada para ser
usada numa situagio de aprendizagem. No entanto, a vantagem da utilizagao de uma
forma representacional particular na aprendizagem nio ¢ universal mas depende de uma
complexa interacio entre as caracteristicas da tarefa a ser resolvida (a sua natureza e o seu
objetivo) ¢ o contexto, o grau de familiaridade do aluno com a representagio, o seu co-
nhecimento prévio (conceptual e procedimental) e tempo de prética (Ainsworth, 2006;
Boero Douek, & Ferrari, 2008). Além disso, o que vérios autores defendem (Ainsworth,
2006; Gagatsis & Shiakalli, 2004; Greeno & Hall, 1997) ¢ que as diferentes representa-
¢oes nio devem ser consideradas alternativas nem independentes entre si e sublinham a
importAncia de se estabelecerem conexdes entre vdrios tipos de representagoes. A integra-
¢io de informagio de diferentes representagées de um objeto matemdtico contribui para
uma compreensio global e tem efeitos positivos nos processos de construgio de conheci-
mento (Ainsworth, 2006; Gagatsis & Shiakalli, 2004). Neste contexto, os alunos devem
tornar-se familiares com uma variedade de representagdes que suportem o seu raciocinio
e ser capazes de as usar, de forma flexivel, na resolu¢io de problemas matemdticos e para
desenvolver compreensio dos conceitos (AMATYC, 2006; Gagatsis & Shiakalli, 2004).
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Tarefas que suportam o raciocinio matemdtico

As tarefas matemadticas, realizadas na sala de aula, sio fundamentais para a aprendizagem
dos alunos porque exprimem mensagens sobre o que ¢ a matemdtica e o que significa
fazer Matemdtica (NCTM, 1991; Schoenfeld, 1992). Virios autores defendem que o
raciocinio e as prdticas matemdticas a serem encorajadas nas aulas devem refletir as pré-
ticas dos matemdticos profissionais para que os alunos possam saber quando e quais as
ferramentas que devem utilizar para resolver problemas (Pdlya, 2002; Schoenfeld, 1992).
Dreyfus (1991) afirma, ainda, que a maioria dos alunos do ensino superior aprende um
grande nimero de procedimentos padrio nas suas disciplinas de Matemdtica mas nao a
«metodologia de trabalho dos matemdticos» (p. 28). Deste modo, tem sido ensinado, aos
alunos «o produto da atividade dos matemdticos na sua forma final mas no ganharam
compreensio dos processos que levaram os matemdticos a criar esses produtos» (Drey-
fus, 1991, p. 28).

Na perspetiva de Pdlya (1945), o aluno aprende Matemdtica se for desafiado com
um trabalho criativo, de investigacdo, através de problemas apropriados que este autor
designa por «problemas de investigagio». Para isso, devem ser proporcionadas situagoes
de aprendizagem que despertem o interesse dos alunos e em que eles sejam desafiados a
descobrir resultados e a estabelecer relagoes. Smith e Stein (1998) defendem, igualmente,
que se os alunos forem desafiados, a um nivel adequado, com tarefas nio rotineiras, em
oposigao a exercicios em que um procedimento conhecido ¢é aplicado, as oportunidades
para desenvolver o raciocinio matemdtico dos alunos e a sua aprendizagem saem refor-
cadas. Estes autores argumentam, ainda, que se o objetivo da aprendizagem for o desen-
volvimento da capacidade de raciocinar e de resolver problemas, como ¢ enfatizado nas
orientacoes curriculares atuais, entao os alunos precisam de se empenhar em tarefas que
os desafiem cognitivamente, dando-lhes a oportunidade de investigar, analisar, explicar,
conjeturar e justiﬁcar o seu raciocinio e interagir com os seus colegas. Nestas tarefas, que
os autores designam por «doing mathematics tasks», nao existe, a partida, um caminho
previsivel para as resolver nem nenhuma exigéncia relativamente ao procedimento a ser
seguido, pelo que os alunos precisam de encontrar as suas prdprias solucoes de forma
criativa.

Os problemas e as tarefas de investigacdo, segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2003),
constituem um contexto fundamental para o estudo do raciocinio matemdtico, atenden-
do aos processos que lhe estdo associados. Para estes autores, o conceito de «atividade de
investigagdo matemdtica» ou «investigagio matemdtica», em contextos de ensino-apren-
dizagem, refere-se a uma atividade em que «o aluno é chamado a agir como um matemd-
tico, nio s6 na formulagio de questdes e conjeturas e na realizagio de provas e refutagoes,
mas também na apresentacdo de resultados e na discussio e argumentacio com os seus
colegas eo professor» (p. 23). As investigagbes matematicas referem-se, assim, a uma ati-
vidade que consiste em procurar regularidades, formular questées para as quais os alunos
nio tém resposta pronta, testar conjeturas, estabelecer argumentos plausiveis e provas
formais para validar (ou nio) essas conjeturas, generalizd-las, se for caso disso, e refletir
e levantar novas questoes para futura investigacdo. A atividade investigativa, entendida
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desta forma, proporciona aos alunos um contacto com uma parte essencial da Matemdti-
ca, fundamental para aproximar o «aprender Matemdtica» do «fazer Matemdtica» (Pélya,
2002). As atividades de investigagao também proporcionam aos alunos oportunidades
para formularem problemas e, desta forma, promovem o pensamento matemdtico dos
alunos (Silver, 1993). No mesmo sentido, English (1997) acrescenta que as atividades de
formulagao de problemas na sala de aula permitem aos alunos gerarem um pensamento
mais diverso e flexivel melhorando a sua capacidade de resolver problemas ¢ também re-
forcando e enriquecendo os seus conceitos matemdticos bésicos.

Diversos estudos tém revelado que a realizacao de atividades de investigagao na disci-
plina de Matemdtica, em diferentes niveis de escolaridade, contribui de forma significati-
va para a compreensio ¢ consolidagio de novos conceitos e para desenvolver o raciocinio
matemdtico dos alunos e a sua capacidade de realizarem investigacoes (Henriques, 2011;
Ponte, 2007). Ponte et al. (1998) argumentam ainda que as investigacoes matemdticas
proporcionam ao aluno uma perspetiva mais completa da Matemdtica, contrariando as-
sim uma visdo desta ciéncia centrada na execugio de procedimentos e algoritmos. Além
disso, permitem desenvolver nos alunos diversas capacidades transversais, como a co-
municacio oral e escrita, bem como a autonomia ¢ a capacidade de trabalhar em grupo

(Henriques & Ponte, 2008; Ponte, 2007).

Metodologia do estudo

Os resultados apresentados neste artigo sio parte de um estudo mais alargado (Henri-
ques, 2011) de natureza qualitativa e interpretativa (Bogdan & Biklen, 1994) e integran-
do estudos de caso (Stake, 2009). O estudo tem por base a concretizacdo de uma expe-
riéncia de ensino na sala de aula (Gravemeijer & Cobb, 20006), apoiada na realizacio de

tarefas de investigacdo, durante o 1.° semestre do ano letivo de 2008/09 numa disciplina

de Andlise Numérica, lecionada pela autora, visando a promogao do raciocinio matemd-
tico dos alunos e uma melhoria dos seus desempenhos ao nivel das aprendizagens. Par-
ticiparam no estudo 36 alunos do 2.° ano dos cursos de mestrado integrado conferidos

por um estabelecimento de ensino superior (4reas de Administragio e de Ciéncias e Tec-
nologias), que referiram nao ter experiéncia prévia com este tipo de tarefas. Durante o 1.°
ano dos cursos, os alunos obtiveram aprovagio as disciplinas de Andlise Matemdtica I e

11, lecionadas de modo tradicional (aulas tedricas expositivas alternadas com aulas prati-
cas de resolucio de exercicios), sem recurso a tecnologia. Desta forma, o estudo permitiu

uma abordagem a disciplina que nfo ¢ usual para estes alunos.

Uma parte significativa das aulas do semestre ¢ utilizada para a realizagio de qua-
tro tarefas de investigagdo relacionadas com alguns tépicos programdticos da disciplina
(Aritmética Intervalar, Equagdes nao lineares, Ajuste de curvas e Integragao Numérica),
antes de os mesmos serem lecionados. Deste modo, os alunos sio confrontados com pro-
blemas para os quais nao tém teoria nem modelo para fazerem um tratamento completo,
pelo que sao desafiados a desenvolver e defender as suas préprias estratégias. A realizagio
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de cada tarefa estd organizada em trés momentos principais (Ponte, Brocardo & Olivei-
ra, 2003): (i) Apresentacio da tarefa, através de um enunciado escrito; (ii) Exploragio da
tarefa, durante a qual os alunos trabalham em pares ou em pequenos grupos; e (iii) Apre-
sentagdo a turma das suas estratégias e conclusoes. Estas discussoes em grande grupo sao
momentos importantes de aprendizagem, uma vez que, questionados pelos seus colegas
e pela professora, os alunos ainda procuram justificacoes e discutem alguns aspetos sobre
os quais nao tinham pensado. Entre as fases de exploragio e discussio da tarefa, os alunos
escrevem um relatério onde explicam as suas estratégias e justificam as suas conclusdes.
A realizagdo deste relatério encoraja os alunos a refletirem sobre o trabalho desenvolvi-
do, uma vez que requer a articulagio de ideias, a explicagdo de procedimentos e a revisio
dos processos usados e dos resultados obtidos. A organizacio das aulas dedicadas a reali-
zagdo destas atividades e a propria estruturagio das tarefas favorece a exterioriza¢io das
ideias dos alunos, a explicitacao dos seus raciocinios ¢ a discussao de estratégias ¢ resul-
tados. Desta forma, ¢ possivel ter acesso aos processos cognitivos utilizados pelos alunos
enquanto resolvem as tarefas propostas.

As tarefas de investigacdo sdo alternadas com aulas expositivas, onde sio abordados
aspetos tedricos de Andlise Numérica que surgem durante a sua realizagio e apresentados
os restantes topicos programdticos (Numeros e erros, Interpolagio polinomial e Equa-
¢oes diferenciais) nao contemplados nas tarefas. O trabalho em sala de aula também in-
clui, ao longo do semestre, oportunidades para a resolugio de problemas e de exercicios
de aplica¢io e consolidagio de conhecimentos.

A recolha de dados inclui a observacio dos alunos na realizagao de tarefas de investi-
gacio, os seus relatdrios escritos (R) e o registo dudio das entrevistas individuais realiza-
das aos alunos selecionados como casos, ap6s a exploracio de cada tarefa (E). As entre-
vistas s30 baseadas em questoes que emergem da andlise dos seus relatérios escritos e tém
como objetivo compreender os seus processos de raciocinio e obter dados para clarificar
aspetos ambiguos.

Neste artigo, as duas tarefas apresentadas e discutidas sdo intencionalmente escolhi-
das para ilustrar a diversidade de aspetos interessantes relativos aos processos de racioci-
nio dos trés alunos (Carlos, Gongalo e Luis) que sdo objeto de estudos de caso. Para cada
tarefa, descrevo o trabalho dos alunos e documento-o com excertos das suas explorages.
A base para a categorizacio dos processos matemdticos usados pelos alunos durante a ex-
ploragao da tarefa sdo os processos matemdticos discutidos em Ponte, Brocardo & Olivei-
ra (2003), como a formulagio de questdes, a formulacio de conjeturas especificas e a sua
generalizagio, o teste de conjeturas e a sua posterior justificagdo. As diferentes representa-
¢oes usadas pelos alunos na sua exploracio sio analisadas com base nos modos de repre-
sentagio de Duval (2006) e categorizadas como representagdes essencialmente discursi-
vas (linguagem natural, notagoes simbdlica e algébrica) ou representacdes essencialmente
visuais (representagdes gréficas, tabelas). Examino, ainda, a fungio que essas representa-
¢oes desempenham na exploracio das tarefas, de acordo com a categorizagao de Stylia-
nou (2011) e a presenca de processos de tradugio e de conversio entre representagoes.
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Q1. Observe as seguintes situagdes
[(L,2]+[571=[6,91 [0,11+[-5,2]=[-5,3]  [3,-1]1+[1,3]1=[2,2]

a) Sera possivel deduzir uma regra que permita determinar a soma de dois intervalos de valores reais?
Investigue se todos os intervalos de valores reais seguem esta regra.

b) Investigue se a regra deduzida podera ser utilizada para outras operagdes com intervalos, por
exemplo, a subtragdo (X-Y), a multiplicagdo (XxY) e a divisdo (X/Y). Em caso negativo, deduza
novas regras para essas operagoes.

Q2. Considere a fungdo f: Dc IR— IR, real de variavel real, definida por f{X) = X + X e X =[xy, X5]
c D, um intervalo de valores reais pertencente ao seu dominio.

a) Se X = [2, 7], qual a sua imagem através da fungéo f? Explique como chegou a essa conclusio.

b) O que pode concluir sobre a imagem de um intervalo real qualquer, se a fungfo f passar a ser
definida por f (X) = X? ou por f (X) = e*?

Figura 1.—Enunciado da Tarefa 1

Raciocinio matematico dos alunos

Tarefa 1
Esta tarefa (Figura 1), de natureza exploratéria, é o ponto de partida para a introdugio
de conceitos e para a deducio e formalizagio de regras relativas & aritmética intervalar,
ainda desconhecidas dos alunos.

A primeira questdo remete para casos particulares como forma de envolver os alunos
e os levar a compreender a tarefa. As questdes seguintes pretendem orientar os alunos na
deducio e justificacio dessas regras. Para isso é necessdrio a formulagio, teste, refinamen-
to e justificagio de conjeturas a partir da exploragio de casos particulares de operagoes
elementares conhecidas (adicio, subtragio, multiplicacio e divisio) utilizando intervalos
de nimeros reais. A segunda questdo tem caracteristicas semelhantes a anterior e preten-
de alargar 0 Ambito da aritmética intervalar as fungées. Para a resolver, os alunos necessi-
tam de recorrer a conhecimentos anteriores de fungoes e suas propriedades. Além disso,
a representacio gréfica, se usada, pode facilitar a sua resolugio.

Luis inicia a exploragio da tarefa tentando interpretar a informagao fornecida no
enunciado, procurando analogias em experiéncias anteriores:

Como nunca tinha feito uma soma de intervalos associei logo & soma de
vetores porque era a Unica coisa que era parecido com a soma de coorde-
nadas. De acordo com as solugoes encontradas nos exemplos ilustrados,
verificamos que estes obedecem ao mesmo critério da adigio de vetores.

(Luis, E)

Com base na observacio dos exemplos e nos seus conhecimentos sobre as propriedades
dos vetores, o aluno formula uma conjetura para a soma de intervalos, usando um pro-
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cesso de raciocinio essencialmente indutivo. Apresenta a conjetura recorrendo a lingua-
gem natural e simbélica: «Sendo o vetor 7 = (u,,u,) e o vetor U = (v,, v, ), a soma destes
vetores ¢ feita de acordo com o seguinte modo: % + 7 = (u, + v,,u, + v,)» (Luis, R). O
aluno nio sente a necessidade de testar ou justificar a sua conjetura, provavelmente por-
que estd a aplicar um resultado j4 conhecido (a regra da adicio de vetores). Luis abando-
na esta conjetura inicial quando, ao tentar conjeturar regras para as outras operagoes, por
analogia com a da adicio, enfrenta algumas dificuldades:

(...) A multiplicacdo e a divisao constitufam problemas. A multiplicacio
de vetores podia-se fazer pelo produto externo ou o produto escalar. [No
entanto] o resultado do produto escalar ¢ um niimero ¢ (...) um intervalo
¢ sempre representado por dois niimeros, ou seja, o limite inferior e o limi-
te superior. O produto externo ... Também tem dois ndmeros, ¢ verdade.
Mas depois? (...) J4 ndo sei, nao me lembro. Mas depois como era interva-
lo tinha que colocar os outros nimeros no meio, ou entre o limite inferior
e superior e assim j4 nio d4. (Luis, E)

Nesta altura, Luis opta por procurar regularidades nos exemplos que sio fornecidos no
enunciado, & semelhanga do que fazem os seus colegas Carlos e Gongalo. Como referem,
a partir da observagio desses exemplos os alunos identificam o padrio que lhes estd sub-
jacente e conjeturam a regra da adi¢do de intervalos, que apresentam em linguagem na-
tural descrevendo os seus raciocinios: «Chegamos a essa conclusdo efetuando a soma dos
extremos inferiores e dos extremos superiores [dos intervalos], partindo dos exemplos
apresentados» (Gongalo, R).

A generalizagio de conjeturas a partir da observagio de um ndmero reduzido de
exemplos ¢ encarada com naturalidade e, por isso, os alunos nio sentem a necessidade
de as testar ou justificar. Para generalizarem a regra anteriormente descrita em linguagem
natural, os alunos apercebem-se que devem repetir a mesma informagio num «formato
matemdtico» e usam a notagdo simbdlica para apresentarem a conjetura, realizando a ne-
cessdria conversao: «VX, Y € R, X+ Y =[x, x,]1+ [y, v.] =[x, +y,, x, +y,]» (Luis,
R).

A validade da regra s6 ¢ testada pelos alunos quando o enunciado da tarefa o pede
explicitamente. Nesta altura, recorrem 4 experimentagio de mais alguns casos, sem sis-
tematizagdo aparente. Este comportamento revela que estes alunos nio estao despertos
para a necessidade de validar as suas conjeturas, o que ¢ natural sendo a primeira vez que
realizam este tipo de trabalho investigativo.

As primeiras conjeturas para as restantes operagdes (subtragio, multiplicagao e divi-
sd0) surgem de forma imediata, por analogia com a regra da adi¢do deduzida anterior-
mente e sio apresentadas num misto de linguagem natural e simbdlica: «Para a multipli-
cac¢do utilizamos o mesmo sistema que na adi¢dao. Multiplicamos os limites inferiores e os
superiores dos dois intervalos: [x,, x,]1 X [v,,y,] = [x, Xy, x, Xy,]» (Luis, R).

No entanto, a observagio de exemplos nao ¢ suficiente para os alunos compreende-
rem as propriedades dos intervalos que sio relevantes para a dedugio e justificagao das
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regras para outras operacoes. Como os alunos nio questionam a validade da regra nem a
tentam verificar ou justificar através de algum raciocinio que possa detetar os erros come-
tidos, as conjeturas apresentam-se incorretas. Também ¢é notéria a falta de compreensao
do que significa um intervalo resultante de uma operagio aritmética entre dois intervalos
de valores reais.

Gongalo foi o primeiro a reconhecer o erro na regra da subtragio e reformula-a tendo
em conta as propriedades dos nimeros reais e suas operagoes. Usa a linguagem natural
para apresentar os seus raciocinios e conclusoes:

Para a subtracio (...) apenas é aceite se transformarmos a subtra¢do numa
soma, isto ¢, a—b=a+(-b). Trocarfamos b1 e by de extremos e assim j4 se
podia aplicar a soma de extremo [com] extremo. (Gongalo, E)

Carlos e Luis s6 refutam as suas conjeturas quando, incentivados a validd-las, testam al-
guns casos, de forma aleatéria e incompleta e encontram contra-exemplos. Nesta altura,
utilizam o raciocinio dedutivo e conjeturam corretamente a regra da subtracio intervalar,
com base nas propriedades dos ndmeros reais e suas operagoes e recorrendo a linguagem
algébrica, efetuando tratamentos dentro desse sistema de representagio para simplificar
as expressoes:

X=[x,x] Y=1[y,v.l

X=Y=X+(Y)=[x,x]+ (_[yllyz]) =[x, 2]+ ([_,1/2/ —%D =

= [xl Yo Xy — ]/1] (Lufs, R)

A compreensio do conceito de intervalo, que os alunos evidenciam, é fundamental na
correta formulagao das conjeturas para as regras da multiplicagio e da divisao:

Basicamente era tentar encontrar o extremo minimo, era encontrar a me-
nor multdplicagdo entre os dois intervalos, a menor de todas as combina-
goes possiveis, e a maior. E uma maneira ficil de fazer isso era fazer todas
as multiplicacdes dos extremos destes dois porque iam conter o maior e o
menor quer no caso da multiplicacio, quer da divisao. (Gongalo, E)

Observamos que multiplicando o maior valor de um intervalo com o me-
nor de outro, o valor obtido nio estava compreendido no intervalo que era
descrito pelo produto dos dois valores minimos até ao valor traduzido pelo
produto dos dois valores maximos (Carlos, R)

Gongalo procura validar as conjeturas formuladas mas recorre a experimentagio de
casos, como explica na entrevista: «Verificamos que de facto, todas as regras funcionam
em todos os intervalos reais apds efetuar a experiéncia em diferentes intervalos. Tendo
em conta que funcionou para os intervalos experimentados, aceitamos como verdadei-
ra para todos» (Gongalo, E). Carlos também sente a necessidade de verificar a conjetura
porque esta operagio nio segue a regra observada no exemplo inicial. No entanto, utili-
za apenas um exemplo e confunde esse processo com a justificagdo, como refere na en-
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trevista: «O exemplo prova isso mesmo: [-2,1]x[3,7]=[min C,max C]=[-14,7], com
C={(-2x3),(-2x7),(1x3),(1x7)}={-6,-14,3,7}» (Carlos, E). Luis, por seu lado,
nao sente a necessidade de verificar nem de justificar a validade das regras.

A generalizagao das conjeturas ¢é feita, novamente, recorrendo A notagio simbdlica
para as apresentar. No entanto, o uso de notagio simbdlica parece ser dificil para os alu-
nos, uma vez que apresentam, frequentemente, expressoes incompletas, nao sentindo ne-
cessidade de explicitar o dominio das varidveis utilizadas, apesar de conhecerem as limi-
tagoes das regras (que verbalizam vdrias vezes, por exemplo, no caso da divisao em relagao
a0 zero). Luis é o tnico que inclui, de forma correta, quantificadores matemdticos na sua
escrita:

—[xI,xZ] = x—l, e , (Luis, R)
oyl (v, v

Na segunda questao desta tarefa, relacionada com fungées, os alunos j4 utilizam diferen-

VY € R\ {o}, X/Y =

tes estratégias. Carlos e Luis recorrem as regras que encontraram anteriormente e voltam
a utilizar o raciocinio dedutivo ¢ a manipulagio algébrica para justificarem raciocinios e
obterem solucoes:

f:DCR—-R, f(X)=X+XcomX=[x,x,]cD
f([xllxz]) = [xl/le + [xrlxz] = [xl +X.,X, +x2] = [le,zle = Z[xllxz]
(...) Assim, f([2,7]) = [2,7] + [2,7] = [4, 14]. (Luis, R)

Neste caso, o X* ¢ um produto de dois intervalos e tinhamos que ir apli-
car as regras da multiplicagio que tinhamos encontrado na alinea anterior.

(Carlos, E)

Esta estratégia de analogia, baseada na aplicacio, sem compreensio, de métodos que os
alunos conhecem de tarefas semelhantes, pode suscitar algumas dificuldades quando as
rotinas familiares nao funcionam por diferentes razées. De facto, na tltima questao, sur-
ge uma contradi¢iao: Duas estratégias diferentes, que parecem ser possiveis e razodveis,
dao origem a valores diferentes para o resultado. Nos casos onde a fun¢io nio é mond-
tona, a utiliza¢io da representacio algébrica nao permite detetar conflitos e erros na so-
lucdo obtida. Como nao estabelecem qualquer relagdo entre a expressio algébrica e outro
tipo de representagao que permita desenvolver compreensio da imagem de um intervalo
através de funcoes, as respostas obtidas nem sempre estao corretas.

Lufs mostra reserva em relacio a conjetura formulada: «Mas acho que ainda nio é
certo (...). De acordo com a multiplicagdo, multiplicar duas vezes o X». Perante estas
ddvidas, o aluno coloca uma questio que o conduz a nova conjetura: «Porque é que
nao poderia fazer o limite inferior ao quadrado ¢ o limite superior ao quadrado?» (Luis,
E). Nesta altura, o aluno testa as duas conjeturas com base na experimentagio de casos
e conclui que nio sio vélidas: «Ao experimentar casos nao dava o mesmo resultado de
uma maneira e de outra» (Lufs, E). O aluno fica confuso, uma vez que nio compreende
porque ¢ que diferentes resolucoes, aparentemente corretas, nio conduzem a resultados
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iguais. No entanto, nio identifica o motivo que poderd refutar uma das conjeturas e nao
procura outro tipo de raciocinio que o auxilie a ultrapassar esta dificuldade. Como estd
convencido sobre a sua veracidade, d4 por terminada a exploracio da tarefa deixando as
conjeturas iniciais erradas.

Questionado sobre a possibilidade de utilizagdo da representagao grafica para com-
preender e explorar a situagao, facilitando a formulagio de uma conjetura para a regra,
Carlos obtém resultados diferentes (E):

Proressora: Qual seria a imagem do intervalo [-1,1] através desta fungio?

[Carlos desenha o grafico da fun¢io f(X) = X* e responde com base nele]

CarLoOS: Iria ser de zero a 1.

Prorrossora: E considera que sdo duas estratégias equivalentes?

[Verifica [-1,1]x[-1,1]=[-1,1], através da aplicagio direta da regra e
apercebe-se das diferencas]

Carros: Ou seja, nao sio iguais. A pardbola s6 estd definida de zero para
cima, logo nao faz sentido termos —1.

O aluno é capaz de construir o grifico da fungio, a partir da sua expressio algébrica e de
interpretar a informacio nele representada. Apesar disso, a utilizagao de duas representa-
¢oes introduz ambiguidade no raciocinio e quando confrontado com distintas solugdes,
opta pela solugao algébrica, na qual confia mais. A sua relutincia em utilizar a represen-
tagdo gréfica nesta situagio parece estar relacionada com a dificuldade em dar significa-
do 2 informagao representada: «Para mim ¢ dificil imaginar um intervalo ao quadrado
numa pardbola, nio consigo visualizar essa imagem ...» (Carlos, E). O aluno também
vé a constru¢do da representagio grafica como uma tarefa mais complexa e trabalhosa,
talvez por nio estar habituado a usd-la: «[Aplico a regra] porque é mais fécil. Olhamos
para aqui e o que é que vemos? X vezes X. Isto [alternativa grifica] obriga a pensar ...»
(Catlos, E).

Gongalo é o Unico que prossegue a exploragio tentando ganhar convicgdo nas suas
conjeturas verificando o seu resultado através de um grafico e recorrendo 4 experimenta-
¢do (sistematizada) de vdrios intervalos. Conclui:

Primariamente analisamos o gréfico da fun¢io e concluimos que a imagem
de um intervalo X = [a, b] aleat6rio vai dar um intervalo de imagens e este
vai depender do valor das coordenadas. Por exemplo se uma era positiva, se
era negativa, se 0 médulo de uma era maior que outra ... Nio podiamos
generalizar apenas numa expressio o resultado pretendido. Por isso dividi-
mos a fungao nos vérios tipos de intervalos possiveis e obtivemos as vérias

opgoes (...). (Gongalo, E)
Sea<o,b<o, f([a,b]) = [b*,a*]
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Ex 0] = 4,22 = (4,2 = [y

(...

Sea<o,b=o, f([a,b]) = [o,a%]

Ex: [a,b] = [-2,0] = f([o, 2]) = [0, 4] (Gongalo, R)

Deste modo, Gongalo revela ser capaz de relacionar as representagoes algébrica e grafica
da funcio e utilizar essa relagio para confirmar os resultados obtidos ao aplicar as regras
deduzidas e para identificar propriedades das fungées (monotonia) que sio fundamen-
tais para o aluno construir significado para a imagem de um intervalo através de fungoes
e obter respostas corretas. A representacio grafica serve, neste caso, varios propdsitos. O
aluno utiliza-a como um meio para ganhar compreensio do problema, como ferramenta
de exploragio, para identificar informagio que permita realizar inferéncias e como ferra-
menta de avaliagdo, para confirmar os seus resultados.

Em relagio 2 fungio f(X) = ¥, Gongalo volta a basear-se na anilise do grifico para
formular as suas conjeturas. A opgao pela representagio grafica, como ferramenta de ex-
ploragao parece facilitar a identificagio correta de todos os casos possiveis € a obtengio
eficiente das suas imagens, as quais conduzem a formula¢io de conjeturas corretas.

Tarefa 2

Esta tarefa (Figura 2) é o ponto de partida para o desenvolvimento e formalizacio de mé-
todos numéricos para resolver equagdes nao lineares. Em particular, pretendo criar opor-
tunidades para os alunos discutirem o método da bisse¢ao, construirem o respetivo algo-
ritmo e compreenderem a teoria que estd na sua base.

Os alunos nao usam qualquer representagio para ganhar compreensao sobre a equa-
G40 a resolver e nio se apercebem da sua nio linearidade. A primeira op¢ao dos trés alu-
nos para a tentar resolver, ¢ a manipulagio algébrica. Os alunos utilizam tratamentos
dentro do sistema de representagio algébrico para tentar simplificar a expressio de modo
a isolar a incdgnita mas ndo sio bem sucedidos, como clarifica Luis: «Nao consegui iso-
lar totalmente a varidvel x de modo a obter um valor para esta varidvel» (E). A op¢do dos
alunos por esta representagio parece estar relacionada com a sua experiéncia escolar ante-
rior, como evidencia Gongalo: «Tentdmos resolver como antigamente [refere-se a resolu-
Ao através de manipulacio algébrica] mas ndo conseguimos chegar a nenhum valor (E).

Como a utilizagao desta representagio nio permite obter uma solugio, os alunos
resolvem a equagio através da representagio gréfica, recorrendo & mdquina de calcular,
como refere Lufs: «Visto que a equagio (...) apresenta vdrios problemas na determinagao
das suas raizes, pensamos em dar solu¢io & mesma recorrendo a representacio grafica»
(Luis, E). Para isso, usam diferentes estratégias, como as apresentadas na Figura 3.

Luis introduz a expressio algébrica da fun¢io na méquina de calcular e procura a in-
tersegdo do seu grifico com o eixo das abcissas. Carlos e Gongalo transformam a equa-
¢io dada no enunciado numa outra equivalente, através de tratamentos algébricos, repre-
sentam as fun¢des que compdem cada um dos membros da equagao e procuram o seu
ponto de intersecio. Em qualquer das estratégias, os alunos descrevem e justificam infor-
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Q1. Considere a fungéo f (x) = In (x) - e™. Como resolve a equagdo f (x) = 0?

Q2. Observe a seguinte sequéncia de intervalos de valores reais contendo a raiz de f,
[1.000, 2.000][1.000, 1.500][1.250, 1.500][1.250, 1.375][1.250, 1.313][1.281, 1.313]

a) Qual sera o proximo elemento da sequéncia? Explique como chegou a essa conclusgo.

b) Ser4 possivel encontrar uma regra geral para construir qualquer elemento da sequéncia apresentada?

Figura 2.—Enunciado da tarefa 2

Dada uma funcio f(x), os
seus zeros sio as raizes da
equagio f(x) = 0. Sendo as-
sim, os zeros da funcio sio as
abcissas dos pontos em que o
*("): }')Q«)_ Q—)‘ , ~ .
grifico da func¢do intersecta
/‘_h‘ o eixo das abcissas (eixo dos

5. xx). (Lufs, R)

G Ao igualarmos a nossa fungio
S i a zero, temos que In(x) = e-x.

g P 4 O valor que procuramos tra-
wodis — L ta-se do x para o qual as duas
| T fungoessio iguais. Entéo fize-

s s s i mos o tragado do grifico das

P duas fungoes para ver qual o

ot v valor de x no qual se dava a

7 interseccdo. (Gongalo, E)

Figura 3.—Exemplos de estratégias dos alunos na resolu¢ao gréfica da equagio



®

154 Ana Claudia Henriques

malmente, em linguagem natural, o processo de obtengio de solugio através das repre-
sentagoes gréficas. Os alunos interpretam corretamente os resultados obtidos graficamen-
te e revelam facilidade em realizar conversoes entre a representacio algébrica e grfica das
funcoes. Deste modo, utilizam a representagio grifica de modo flexivel na exploragio
da tarefa, manipulando conceitos, adicionando informagdes através de conexdes com co-
nhecimento anterior e dando significado a solugio.

Carlos parece nao estar confortdvel com a representagio grafica para resolver a equa-
¢A0, apesar de adequada e constrdi, igualmente, uma tabela para o auxiliar a encontrar o
valor aproximado da solu¢io da equagio e a confirmar o resultado obtido. A andlise dos
seus valores permite-lhe, também, atribuir significado a solu¢ao obtida, como justifica de
modo informal, em linguagem natural, na descricio que acompanha a tabela:

Podemos criar uma tabela com o objetivo de atribuir valores a x em In(x) e
em e~ para nos aproximar do valor da raiz, concluindo que se encontrava
entre X = 1¢ X = 3/2 (...) porque é quando o valor da fungao logaritmica
¢ maior que a exponencial.

X In(x) e

0 n.d. 1

1/2 -0,6931 0,6065

1 0 0,3679

3/2 0,4055 0,2231
(Carlos, E)

Neste caso, esta forma de representagio tabelar articula-se nio s6 com a representagio al-
gébrica, como ponto de partida para a sua constru¢do mas também com a representacio
grifica, quando ao analisé-la procura o ponto de intersegio entre as duas fungoes repre-
sentadas nas duas colunas, verificando-se uma conversao entre os dois registos. Compa-
rada com a representagdo grafica, a tabela enfatiza mais os padrdes e regularidades entre
os numeros, nos quais o aluno se baseia e com os quais parece estar mais familiarizado
para obter a solugio da equagao.

Os trés alunos comegam a exploracio da questdo seguinte observando a sequéncia de
intervalos apresentada e procuram regularidades no modo de formagio dos seus elemen-
tos. Gongalo explica no seu relatério: «Tentdmos encontrar um padrio e perceber o que
estava a acontecer em concreto de intervalo para intervalo» (R). No entanto, os alunos
enfrentam algumas dificuldades: «Ficimos um pouco desmotivados ao inicio pois nao
estdvamos a conseguir encontrar nenhuma relagio que nos parecesse vélida» (Gongalo,
R). Para resolver a questao original, Gongalo formula dois problemas mais acessiveis: (i)
Serd que existe um padrio na diminui¢do da amplitude dos intervalos da sequéncia? e
(ii) De que modo se formam os extremos desses intervalos? A observagio da sequéncia de
intervalos sugere uma primeira conjetura baseada na identificagio, correta, do padrio de
diminuicio da amplitude dos intervalos: «Apercebemo-nos de imediato que os intervalos
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1 -[1.000 2.000] -
2 —[1.000 1.500] +
3-[1.250 1.500] -
4-1[1.250 1.375] -(..)

Observamos que quando
ocorriam alteragbes no extremo
superior, se tratava deste ser
reduzido, no caso do extremo

/1 2 \’6 ﬁ / 9)13 inferior, se ocorresse alteracio,
) ) estes seriam aumentados.
(Carlos, E) (Gongalo, R)

Figura 4.—Exemplos de esquemas construidos pelos alunos.

estavam a tornar-se cada vez mais pequenos, ou seja, o valor da amplitude do intervalo
seguinte ¢é sempre metade da amplitude do intervalo anterior. Sendo que isto acontece
em todos os intervalos» (Gongalo, E).

Pelo seu lado, Carlos e Luis comecam por formular uma nova questio, mais simples
que a questao proposta, procurando identificar o padrio relativo a uma propriedade dos
intervalos, a amplitude mas nao consideram neste ponto a identificacio do padrio de
formacdo dos extremos. Registam o cdlculo da amplitude de cada intervalo e identifi-
cam, corretamente, que o padrio de diminui¢io dos intervalos estd relacionado com essa
propriedade, formulando uma primeira conjetura parcial que apresentam em linguagem
natural:

Ao olharmos para a sequéncia verificamos que a amplitude dos intervalos
vai diminuindo para metade relativamente ao intervalo anterior. (Luis, R)

Os intervalos diminuem de amplitude, para metade da amplitude ante-
rior. Chegamos a essa conclusio subtraindo ao valor méximo do intervalo
o valor minimo.

Ciélculos: 2,000—1,000=1,000
1,500-1,000=0,500
1,500—-1,250=0,250, etc. (Carlos, R)

A formula¢io de um critério de decisio sobre o extremo do intervalo a reduzir levanta
algumas questoes aos trés alunos que nao identificam qualquer regularidade apenas por
observacio. Neste caso, os alunos recorrem a diversos esquemas, como os apresentados
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na Figura 4.

A representagio que Carlos utiliza é mais visual, a que chama «método da cadeira» pela
semelhanga deste objeto com os tragos apresentados. Gongalo utiliza um esquema nu-
mérico de contagem, com simbolos de mais e menos para indicar as alteragées ocorridas

na referida sequéncia. Estas representacoes sdo utilizadas pelos alunos, como ferramentas

de compreensio e registo, para procurar regularidades e obter compreensao sobre pro-
priedades importantes dos elementos da sequéncia e tém a vantagem da informagio que

¢ apresentada nio ter que estar ativa na memdria de trabalho todo o tempo, ajudando os

alunos a focarem-se no raciocinio.

Estas representagées facilitam um processo indutivo de raciocinio que conduz os alunos

a formulagio de conjeturas sobre o padrao dos extremos dos intervalos. Depois, utilizam

a linguagem natural para apresentar as suas conjeturas sobre o modo de formagio dos

elementos da sequéncia:

Nestes trés em que se mantinha o limite superior, era sempre o limite in-
ferior que ia diminuir. Trés vezes. Depois alterava e passava a ser o limite
superior, duas vezes. Assim, para um caso genérico [4, ], o minimo (a) va-
ria de trés em trés intervalos enquanto que o médximo (b) tinha em dois in-
tervalos seguidos 0 mesmo valor, e no intervalo a seguir a esses tinha outro
valor diferente. (Luis, E)

A utilizagio da linguagem natural parece facilitar a organizacio da informagao de forma
sequencial, preservando as relagdes temporais e lgicas, tal como os alunos a exploram.

No entanto, estas estratégias baseadas na simples observacio ou contagem nio sio sufl-
cientes para uma identificacio correta do modo de formagio dos intervalos da sequén-
cia, uma vez que nio usam toda a informacio disponivel (como por exemplo, a raiz de
f). Carlos e Lufs nio testam nem justificam as suas conjeturas e nao se apercebem que
estdo incorretas. S6 quando sao incentivados a uma leitura cuidada do enunciado é que
verificam, através de experimentacio, que os intervalos construidos nio verificam todas
as condicoes exigidas: «S6 a partir deste raciocinio verificamos que o valor da raiz de f(x)
nao estava contida em todos os intervalos» (Luis, E). O teste das suas conjeturas leva en-
t30 os alunos a sua reformulacio, apresentando-as, novamente, em linguagem natural:

Subtraimos sempre a0 mdximo e somamos sempre ao minimo. Mas quan-
do passasse... Quando o valor do maximo passasse a ser inferior ao valor
da raiz, que encontrdmos no gréfico, trocdvamos, ¢ somdvamos ao minimo.
Fazemos sempre por comparacio. (Luis, E)

O elemento do intervalo (mdximo ou minimo) que se encontrava mais dis-
tante do valor da raiz é que varia, mantendo-se o outro constante. Seguin-
do este raciocinio, o intervalo a seguir ¢ o seguinte:

1,313-1,281=0,032, portanto o préximo terd metade da amplitude que
este, ou seja, 0,016. O elemento mais distante do valor da raiz, isto é
1,281, serd aproximado em 0,016 passando a 1,297 sendo isto traduzido
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em [1,297;1,313]. (Carlos, R)

Os alunos agora j4 verificam estas conjeturas mas apenas para os intervalos da sequén-
cia apresentada no enunciado da tarefa. No entanto, nio sentem a necessidade de as
justificar.

Gongalo também formula a sua conjetura baseado num esquema de contagem, con-
siderando as condigoes dadas no enunciado mas, ao contrdrio dos seus colegas, o aluno
toma espontaneamente a iniciativa de testar a sua conjetura e apercebe-se que estd in-
correta: «Apés recordar que a raiz de f estava contida no intervalo, apercebi-me imedia-
tamente que o método estava incorreto» (Gongalo, E). O aluno usa o seu conhecimento
sobre fun¢oes para identificar a regularidade: «Como tinhamos como regra que o zero da
fungio se encontra dentro do intervalo, o que fazemos ¢é desprezar de um intervalo para
o seguinte a metade que nio contém o nosso zero» (Gongalo, E). Deste modo, o teste
das suas conjeturas facilita a sua reformulagio.

Concluida a exploragio da tarefa para o caso particular da fungio dada, o passo se-
guinte natural na exploracio desta tarefa seria formular questoes idénticas as anteriores,
para uma funcio qualquer. Na fun¢io dada, de um intervalo para o seguinte, ocorre uma
transformacio de acordo com uma regra consistente com algumas condi¢ées. Para Car-
los e Luis, a generalizagao desta regra reflete, em grande parte, o trabalho exploratério
anterior e, numa tentativa de formalizagio da conjetura, utilizam um misto de lingua-
gem natural e algébrica. No entanto, os alunos revelam dificuldades no uso dos simbolos
matemdticos e a notagio que apresentam nem sempre traduz, de forma adequada, o que
é corretamente descrito anteriormente, em linguagem natural:

A partir do que foi dito anteriormente, podemos definir a seguinte regra:
Se x —max > (f(x) = o), entdo o intervalo seguinte serd [min, x — max]
ou [x + min, max] se e s6 se x — max < (f(x) = o). (Luis, R)

Passando os cdlculos realizados nos intervalos anteriores a termos genéricos
temos: Sendo ai e bi os extremos duma dada ordem do nosso intervalo, os
seguintes serdo deduzidos da seguinte forma: bi—ai = ci, em ci é a amplitu-
de do intervalo. Entio ci+1=ci/2 e o extremo mais distante de x (valor da
nossa raiz) serd acrescido ou decrescido do valor de ci+1, sendo ele o extre-
mo minimo ou médximo respetivamente. (Carlos, R)

Os alunos nio se apercebem que a sua conjetura depende de uma raiz desconhecida (des-
ta fungdo especifica) e, portanto, se aplica ao seu caso particular mas ndo ao caso geral.

Pelo contrério, Gongalo, ¢ capaz de utilizar corretamente simbolos matemdticos para
apresentar uma regra para construir intervalos numa forma algoritmica, com os elemen-
tos da sequéncia definidos por recorréncia, mas aplicdvel a qualquer fun¢io continua
num intervalo e com raizes desconhecidas:

Como regra geral e tomando em conta o0 modo como chegamos ao inter-
valo seguinte, temos o intervalo [a,b] com v¢q = (a4 + b)/2. Fazemos os
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seguintes passos:
1.2 Encontrar o valor médio (vpp¢q)

Umed = (a +D)/2.
2.© Encontrar f(Umeq)
Se f(Vmeq) > o entdo ficamos com o intervalo seguinte [, Uppeql
Se f(Umeq) < 0 entdo ficamos com o intervalo seguinte [U4q4, 0]
(Gongalo, R)

O aluno volta a utilizar a linguagem natural para justificar o seu algoritmo, baseando-se
em propriedades e teoremas matemdticos, incluindo o teorema de Bolzano e os seus co-
roldrios: «Como a fungio é continua, e como f(a) < o e f(b) > o, apenas tinhamos que
manter os extremos com estes sinais para que o préximo intervalo contivesse também o
zero. Sendo vméd sempre extremo, bastava ver o sinal de f(v,,¢9)» (Gongalo, E). Des-
te modo, o aluno constréi, intuitivamente, o método da bisse¢io para resolver equagdes
nao lineares.

Conclusées

Neste estudo, os alunos foram desafiados a realizar tarefas de natureza diferente das que
estao habituados nas aulas de Matemdtica no ensino superior, que os estimularam a expe-
rimentar diversos processos caracteristicos da atividade matemdtica, como a procura de
regularidades, formulacio de questoes, formulagio e teste de conjeturas, generalizagio e
justificagdo. A procura de regularidades é muito importante no seu trabalho e baseia-se,
essencialmente, na observacio de exemplos, em diagramas visuais ou sequéncias numé-
ricas ou em célculos simples. As dificuldades na identificagio de padrées surgem quando
os alunos nio tém em conta toda a informacio (necessaria) disponivel, o que limita for-
temente a formulacio de conjeturas corretas.

O processo de conjeturar é o que surge mais automdtica e frequentemente durante
o seu trabalho e tem por base processos de raciocinio essencialmente indutivos, a partir
da observacio de casos particulares e de analogias. A sua concecio de resolver uma ta-
refa como processo de obtencio de um resultado levou os alunos a formular conjeturas
como afirmacées e a aceitd-las como conclusées, sem sentirem necessidade de as testar
ou as justificar, como verificado noutros trabalhos anteriores (por exemplo, Ponte, 2007).
Deste modo, as conjeturas que formulam nem sempre sdo corretas. Este comportamento
evoluiu com a experiéncia e os alunos passaram a compreender o estatuto das conjeturas.
Na maioria das vezes, Carlos e Luis s6 testam as suas conjeturas quando sao solicitados e
recorrem a experimentagio de casos particulares (frequentemente os exemplos do enun-
ciado). Contudo, algumas vezes, os alunos explicam o seu raciocinio dando justificagdes
baseadas em propriedades matemdticas e raciocinio dedutivo, caso em que o teste de con-
jeturas coincide com a sua justificagio. Além disso, quando, através do teste, os alunos
rejeitam as suas conjeturas, tentam reformuld-las. O processo de justificagio de conjetu-
ras tem uma presenca muito reduzida no trabalho dos alunos, surgindo poucas vezes de
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forma espontinea. Numa fase inicial do trabalho desenvolvido com a turma, os alunos
nao sentem necessidade de justificar as conjeturas que lhes parecem verdadeiras apds a
realizacio de testes. Apesar disso, os alunos sao capazes de utilizar raciocinio dedutivo
para as justificar e, como seria de esperar neste nivel de ensino (amaryc, 2006), a justifi-
cagio ¢ apoiada em conhecimento anterior de procedimentos, propriedades e conceitos
matematicos.

Um outro passo importante na exploragio das tarefas é a generalizacio de conjetu-
ras iniciais. Carlos e Luis parecem nao compreender que as conjeturas podem ser validas
para casos particulares mas nio para o caso geral ¢ tendem a considerar a generalizagio
um simples processo de formalizacio. Gongalo, por seu lado, alarga o 4mbito das suas
conjeturas para obter solu¢des mais gerais, levando-o a construir o método da bissegao
corretamente. Salienta-se, ainda, que o trabalho desenvolvido pelos alunos, nesta tarefa,
contempla ainda a formulacio de questdes de forma implicita, identificdveis pelas con-
jeturas que enunciam. Estas questoes sdo formuladas quando os alunos elaboram conje-
turas a partir de exemplos ou geram problemas mais acessiveis a partir de um problema
maior.

Estes resultados mostram que os alunos sao capazes de usar tanto o raciocinio indu-
tivo, como o dedutivo mas que é necessdrio reforcar alguns processos de raciocinio onde
apresentam maiores dificuldades, como por exemplo a generalizacio e a justificacio.

Da andlise dos resultados destaca-se, como aspeto significativo, a variedade de repre-
sentagoes que os alunos utilizam, associadas as diferentes fun¢des que desempenham na
exploracio das tarefas de investigagao propostas. Os alunos utilizam a linguagem natural,
como ferramenta de apresentagio, para descrever e justificar os seus processos de racioci-
nio e as suas solugdes, mesmo quando estas sio obtidas com base noutras representagoes.
A preferéncia dos alunos por este modo de representagio sugere, por um lado, uma certa
facilidade no seu uso induzida pelo facto da informagio apresentada num texto estar or-
ganizada de forma sequencial, preservando as relagdes temporais e 16gicas, & semelhanca
dos seus raciocinios, como referido em Kolléffel (2008). Por outro lado, a utilizacao da
linguagem natural para produzir argumentos aceitdveis para validar os procedimentos de
resolugio de problemas parece ser mais facil, para os alunos, quando comparada com o
modo algébrico de representagio, situagio também identificada em Boero et al. (2008).

No entanto, quando solicitados a generalizar os resultados obtidos através de racio-
cinios de natureza indutiva e a justificd-los, os alunos consideram necessdrio recorrer a
notagio simbdlica, apesar de evidenciarem dificuldades na sua utiliza¢io, uma vez que as
expressoes que apresentam nem sempre traduzem aquilo que descrevem de forma correta
em linguagem natural. Estas dificuldades sdo reversiveis a favor da representacio algébri-
ca, segundo Leung, Low e Sweller (1997), se os alunos tiverem mais tempo e pritica com
esta forma representacional. Gongalo tem mais facilidade em usar simbolos matematicos
e em articuld-los com a linguagem natural, mostrando um melhor desempenho que os
seus colegas. Deste modo, o dominio da linguagem algébrica é necessiria para explora-
rem, de forma completa, as tarefas propostas, pois facilita o raciocinio dedutivo e, conse-
quentemente, o processo de generalizacio e justificacdo formal de conjeturas.
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A representacgio grfica tem uma presenca reduzida no trabalho dos alunos e s6 sur-
ge quando explicitamente solicitada ou quando outras representacoes (sobretudo a algé-
brica) ndo permitem obter resultados. A falta de pratica em niveis educativos anteriores,
as dificuldades cognitivas dos alunos que nio veem a sua utilidade porque a consideram
mais dificil de interpretar e de construir e as suas dificuldades culturais baseadas na cren-
ca que o uso de representagdes graficas constitui um raciocinio pouco formal e rigoro-
so, podem estar na origem desta tendéncia (Arcavi, 2003). Apesar disso, os alunos sio
capazes de utilizar representacées graficas como ferramenta de exploragio, para encon-
trarem solugdes ¢ de avaliagdo para verificarem as suas conjeturas. Por vezes, os alunos
constroem esquemas visuais para identificar regularidades e ganhar compreensio sobre
propriedades fundamentais na formulagio de conjeturas. Estes esquemas desempenham
a dupla fungio de compreensio e registo pois sao selecionadas com base na clarividéncia
que o aluno pode obter sobre a informagao apresentada e, simultaneamente, permitem
diminuir o trabalho de meméria, uma vez que os elementos da informagio representada
nio tém que ser mantidos ativos na memdria todo o tempo e, deste modo, os alunos po-
dem concentrar-se nos raciocinios.

Apesar da facilidade que os trés alunos revelam na tradugao e conversio de represen-
tagoes, usam-nas de modo pouco flexivel ao longo do processo de exploracio e s6 Gon-
calo se mostra capaz de as articular e tirar partido dessa relagio para formular conjeturas
e obter resultados corretos. De um modo geral, sé quando relacionam as representacoes
algébricas com outros tipos de representacoes (linguagem natural, grificos ou tabelas) é
que os alunos constroem significado para expressoes algébricas e identificam proprieda-
des que sao fundamentais na formulagio e justificagio de conjeturas, evidenciando maior
capacidade de realizar raciocinios dedutivos. Estes resultados apoiam a ideia que a uti-
lizagao de multiplas representacoes é benéfica para a compreensdo, para desenvolver o
raciocinio e para a construcio de conhecimento (Ainsworth, 2006; Gagatsis & Shiakal-
li, 2004; Greeno & Hall, 1997). No entanto, é fundamental ajudar os alunos a ganhar
consciéncia dos diferentes papéis que as representagoes podem ter em momentos diferen-
tes da sua explora¢io e a desenvolver a capacidade de as articular de modo apropriado na
promogio dos seus processos de raciocinio.

Finalmente, os resultados deste estudo evidenciam o potencial das tarefas de inves-
tigagdo para promover o raciocinio matemdtico dos alunos, desenvolvendo a sua com-
preensdo de vdrios processos que caracterizam a atividade matemdtica, permitindo-lhes
trabalhar e familiarizarem-se com diferentes formas de representagao e construir conhe-
cimento de conceitos e procedimentos da disciplina. Sugerem, igualmente, que as tarefas
de investigacdo podem ser usadas, com sucesso, nos cursos superiores, nomeadamente no
dominio da Andlise Numérica.
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Resumo. O desenvolvimento do raciocinio matemidtico dos alunos exige uma percecao aprofundada
dos processos que lhe estdo associados. Este artigo apresenta os resultados de uma experiéncia de ensino
realizada numa disciplina de Andlise Numérica e tem como objetivo analisar os processos matemdticos
utilizados por alunos universitdrios na exploracio de tarefas de investigacdo e perceber o seu valor na
promocio do raciocinio matemdtico. O estudo usou uma abordagem de investigacao qualitativa e inter-
pretativa baseada em trés estudos de caso. Os dados foram recolhidos utilizando observagao participante,
relatdrios de investigagao elaborados pelos alunos e entrevistas realizadas apds as tarefas. Os resultados
revelam que a realizagdo das tarefas de investigacdo contribuiu para promover o raciocinio matemdtico
dos alunos, estimulando-os a experimentarem vérios processos caracteristicos da atividade matemdtica,
incluindo a formulacio de questées, a formulagio e o teste de conjeturas, a generalizagao e, embora de
modo mais incipiente, a sua justificacdo.

Palavras-chave: Raciocinio matemdtico; Ensino superior; Tarefas de investigacio; Representacoes;
Anilise Numérica.

Abstract. The development of students’ mathematical reasoning requires a deep understanding of the
mathematical processes. This paper reports a teaching experiment in a university level numerical analy-
sis course and aims to analyze students’ mathematics processes when exploring investigation tasks and
to understand the potential of these tasks in promoting students’ mathematical reasoning. The study
follows a qualitative and interpretative approach based on three case studies. Data collection includes
participative observation, students written reports and interviews. The results show that the investiga-
tions contributed to promote students’ mathematical reasoning providing them opportunities to expe-
rience several mathematical processes, including posing questions, formulating and testing conjectures,
generalizing and proving results.

Keywords: Mathematical reasoning; Higher education; Investigation tasks; Representations; Nume-
rical analysis.
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