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Introdugio

O Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico (ME, 2007) considera o raciocinio matem4-
tico como uma das trés capacidades transversais a toda a aprendizagem da Matemdtica,
referindo que esta capacidade fundamental envolve a formulacio e teste de conjeturas, ¢
numa fase mais avangada a demonstrago, e que os alunos deverio compreender o que ¢
uma generalizagio, um exemplo e um contraexemplo. No que concerne ao 1.° Ciclo do
Ensino Bésico, o programa salienta que «o desenvolvimento do raciocinio ¢ promovido
suscitando a explicacao de ideias e processos, a justificacio de resultados e a formulagio
e teste de conjeturas simples por parte dos alunos» (ME, 2007, p. 29). Ainda no que res-
peita a este nivel de ensino, o programa releva a importancia das experiéncias que sio
proporcionadas aos alunos no sentido de lhes permitirem expressar e desenvolver as suas
ideias e de clarificar e organizar os seus raciocinios, salientando a importancia dos mo-
mentos de partilha e debate na aula e apontando o papel fundamental do professor como
dinamizador desses momentos.

Estas ideias estao em sintonia com o que o National Council of Teachers of Mathemati-
cs NCTM, 1994) preconiza considerando que o ensino da Matemdtica, como um exer-
cicio de raciocinio, deve ser uma atividade corrente em sala de aula, onde os alunos de-
vem participar em discussées matemdticas onde sdo estimulados a explicar e a justificar
os seus raciocinios. Salienta ainda que dar énfase ao raciocinio no ensino da Matemdtica
permite desenvolver o poder matemdtico dos alunos, conferindo-lhes também autorida-
de nessa aprendizagem no sentido em que podem chegar a conclusées e justificar as suas
afirmacoes sem necessitar da validagao do professor ou do manual. Como capacidade es-
sencial para a compreensio da Matemdtica, em todos os niveis de ensino, os alunos de-
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verdo perceber e acreditar que a matemdtica faz sentido, através do desenvolvimento de
ideias, da exploracio de fenémenos, da justificacdo de resultados e da utilizagao de con-
jeturas matemdticas em todas as dreas de conteddo (NCTM, 2000). De acordo com o
documento Principles and standards for school mathematics INCTM, 2000), os alunos do
3.2 a0 5.° ano de escolaridade deverdo, com frequéncia, formular conjeturas sobre rela-
¢Oes matemadticas, investigar essas conjeturas ¢ elaborar argumentos matemdticos basea-
dos nas suas experiéncias.

Lannin, Ellis e Elliot (2011) consideram o raciocinio matemdtico como esséncia da
atividade matemdtica, referindo que este ajuda a compreender porque é que as relacoes
matemdticas existem e ¢ critico para o desenvolvimento de uma compreensio mais pro-
funda da Matemdtica. Estes autores inspiram-se na definicio de raciocinio matemdtico
de Russell (1999, citado em Lannin, Ellis & Elliot, 2011), entendendo-o como o desen-
volvimento, a justificagdo e a utilizacdo da generalizagio matemdtica. Desta forma, os
autores concebem-no como um processo que envolve conjeturar, generalizar, investigar
porqué e desenvolver ¢ avaliar argumentos.

Ball (2002) considera que o raciocinio matemdtico ¢ definido como um conjunto
de prdticas e normas, que nio so necessariamente individuais ou idiossincrdticas. Neste
sentido, Yackel e Hanna (2003) entendem o raciocinio matemdtico como uma ativida-
de partilhada, onde quem aprende participa enquanto interage com outros para resolver
problemas matematicos.

Este artigo enquadra-se no 4mbito de uma investiga¢ao mais ampla, de implementa-
¢ao de uma experiéncia de ensino ao longo de um ano letivo, com o principal objetivo
de desenvolver o pensamento algébrico de alunos do 4.° ano de escolaridade, centrando-
se nos processos de generalizacio e simbolizagio e na mobilizacdo do pensamento rela-
cional e do pensamento funcional. No 4mbito dessa investigacio, este artigo foca-se na
generalizagio enquanto aspeto central do pensamento algébrico e como processo de ra-
ciocinio matemético. E objetivo deste artigo compreender como a generalizagio emerge
e se desenvolve nas praticas sociais de sala de aula, no momento de discussao coletiva, no
contexto de uma prética de ensino-aprendizagem exploratéria, de acordo com uma pers-
petiva dialégica do desenvolvimento do conhecimento matemdtico.

Contexto de ensino-aprendizagem exploratério

A aprendizagem que os alunos fazem estd dependente da atividade que realizam e da re-
flexdo que fazem sobre a mesma (Ponte, 2005), e deste modo a selecio das tarefas que sao
trabalhadas em sala de aula deve ter em conta o tipo de atividade que propée aos alunos.
Assim, tarefas que conduzem a procedimentos rotineiros sio diferentes de tarefas que exi-
gem aos alunos pensar conceptualmente e que os estimulam a estabelecer conexdes (Stein
& Smith, 1998). As tarefas sio «um elemento fundamental na caracterizagio de qualquer
curriculo, pois elas determinam em grande medida as oportunidades de aprendizagem
oferecidas aos alunos» (Ponte, 2005, p. 23).
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A principal caracteristica do ensino-aprendizagem exploratério é que promove nos
alunos a descoberta ¢ a construgio do conhecimento (Ponte, 2005). Para tal, a explora-
¢io de tarefas abertas e a gestao que das mesmas se faz na aula, proporcionando aos alu-
nos momentos de discussio entre pares e coletivamente, sio oportunidades fundamen-
tais para a construcio do conhecimento.

Baxter e Williams (1996, citado em Baxter & Williams, 2010) propéem a designagao
do «ensino orientado pelo discurso» (discourse-oriented teaching, no original) para descre-
ver as agoes do professor que promovem a construgio do conhecimento matemdtico atra-
vés da comunicagio entre os alunos. Os mesmos autores descrevem o ambiente de sala de
aula que promove este tipo de ensino de acordo com a estrutura seguinte: (1) as tarefas
matemadticas sao apresentadas aos alunos; (2) os alunos trabalham na tarefa a pares ou em
pequenos grupos, enquanto o professor circula pelos grupos encorajando-os, desafian-
do-os, questionando-os ¢ dando-lhes sugestoes, se necessdrio; (3) os alunos apresentam
as suas resolucoes a turma; (4) o professor sistematiza as apresentagdes. Conscientes da
dificuldade inerente & implementacio desta estrutura de sala de aula, os autores referem
que o professor deverd promover suportes sociais que ajudem os alunos a trabalhar em
conjunto. Por exemplo, os alunos devem ser encorajados a explicar as suas formas de pen-
samento ¢ a compreenderem as explicagoes dos colegas. As regras que conduzem a esta
forma de comunica¢ao na sala de aula devem ser explicitamente identificadas e postas
em pratica até fazerem parte da cultura de sala de aula. A medida que os alunos interiori-
zam essas regras, assumem um papel de maior responsabilidade no discurso matemédtico
de sala de aula. Baxter e Williams (2010) concluem que em salas de aula onde existe esta
prética de ensino, os professores falam menos ¢ os alunos mais do que o que seria espera-
do numa sala de aula de ensino mais tradicional, pois o tempo de aula é organizado para
que sejam dadas mais oportunidades de comunicagio aos alunos, tanto em pequeno gru-
po como durante a discussio coletiva com toda a turma.

Stein, Engle, Smith ¢ Hughes (2008) consideram que as discussoes coletivas devem
ser impulsionadas por tarefas matemdticas cognitivamente exigentes e que o papel que o
professor assume deverd permitir a construgio de um sentido pessoal e coletivo das ideias
matemdticas exploradas na aula. Para isso, as discussdes coletivas devem suportar a apren-
dizagem matemadtica dos alunos, ajudando-os a aprender o discurso matemdtico, tornan-
do o seu pensamento publico para que possam construir e avaliar as suas ideias matemd-
ticas e as dos outros.

Na perspetiva de Wells (2000) as salas de aula devem assumir-se como comunida-
des de investigagao, onde a turma trabalha colaborativamente em torno de um mesmo
objetivo, construindo dialogicamente o conhecimento e onde também o professor deve
assumir-se como investigador integrante dessa comunidade. O professor, enquanto li-
der e organizador da comunidade de investiga¢io, nao pode evitar a responsabilidade de
selecionar atividades que promovam a melhor oportunidade possivel para o desenvolvi-
mento individual e social de cada membro da comunidade. De acordo com este autor,
os principios que definem uma sala de aula enquanto comunidade de investigagio numa
perspetiva dialégica do conhecimento sio os seguintes:



®

114 Célia Mestre e Hélia Oliveira

*  As atividades propostas aos alunos envolvem-nos inteiramente como individuos
que encontram um sentido real para a sua participagao. Desta forma, a aprendi-
zagem ¢ entendida nio como simples aquisi¢do de capacidades ou informacées
isoladas.

*  As atividades sio situadas e tnicas, situadas no tempo e espago. As atividades sio
influenciadas por se desenvolverem numa comunidade com individuos particula-
res que utilizam ferramentas particulares e que tém as suas préprias histdrias.

* O curriculo é entendido como meio e nio como fim. Os saberes e capacidades
prescritos no curriculo sdo ferramentas culturais que deverdo ser usadas significa-
tivamente tanto individual como socialmente.

*  Os resultados de uma atividade sao tanto planeados como emergentes, pois em-
bora os objetivos da atividade sejam conhecidos, ela alimenta-se da imprevisibili-
dade da situagio em que ocorre.

e As atividades devem permitir a diversidade e a originalidade para que promo-
vam o desenvolvimento de cada um dos participantes, individualmente e como
comunidade.

Na conceptualizagio de uma sala de aula enquanto comunidade de investigacio, a
turma trabalha colaborativamente, o conhecimento ¢ construido dialogicamente e o cur-
riculo orientado pela perspetiva investigativa (Wells, 2000).

A promogao do desenvolvimento do pensamento algébrico
na sala de aula

O pensamento algébrico pode ser encarado como «um processo em que os alunos genera-
lizam ideias matemdticas a partir de um conjunto de exemplos particulares, estabelecem
essa generalizacdo através do discurso da argumentagio, e expressam-na gradualmente
de uma forma simbdlica apropriada a sua idade» (Blanton & Kaput, 2005, p. 413). Ten-
do em conta a defini¢io mais recente de pensamento algébrico apresentada por Kaput
(2008), Blanton (2008) salienta as duas vertentes que considera essenciais para uma com-
preensdo mais abrangente desse conceito: a aritmética generalizada e o pensamento fun-
cional. Enquanto a primeira se prende com a utilizagao da aritmética para desenvolver e
expressar generalizages, a segunda consiste na identificagio de padroes numéricos e geo-
métricos para descrever relacoes funcionais.

O atual corpo de investigagio, sobre a introdugio da Algebra no ensino elementar,
enfatiza a aritmética conceptualizada de forma algébrica e assenta no pressuposto de que
a compreensio da Algebra comega com a aprendizagem da Aritmética (Kieran, 2007).
Esta autora salienta que os resultados da investigagdo apontam para a necessidade de pro-
mover a generalizagdo algébrica nos primeiros anos de escolaridade e que uma das pos-



®

A co-construgio da generalizagio nas discussoes coletivas: Um estudo com uma turma do 4.° ano 115

siveis abordagens para o desenvolvimento do pensamento algébrico baseia-se no cardter
potencialmente algébrico da aritmética, ou seja, na aritmética generalizada.

Desta forma, e como referem Carraher e Schliemann (2007), a introdugao do pensa-
mento algébrico na escola elementar acarreta novas visoes sobre a Aritmética e a Algebra
e a forma como estas se relacionam, assumindo que se pode construir uma ponte entre
elas. Nesta perspetiva, Russell, Schiffer e Bastable (2011) identificaram quatro atividades
matemdticas que podem constituir a referida ponte: «compreensio do comportamento
das operagées; generalizacio e justificacio; extensio do sistema numérico e utilizagao da
notagio com significado» (p. 44). Os autores argumentam que este tipo de atividades
matemdticas tem também o potencial de fortalecer os alicerces do cdlculo para todos os
alunos, pois providenciam «um meio para os alunos reexaminarem e obterem uma com-
preensio fortemente alicercada sobre o significado das operagdes e formas de pensar em
matemdtica» (p. 67).

Também Rivera (20006) sugere que os sistemas numéricos devem ser ensinados de tal
forma que os alunos percebam as propriedades ou relagoes numéricas existentes em ob-
jetos individuais para, progressivamente, verificarem que estas s3o invariantes indepen-
dentemente dos objetos de que partiram. As regularidades que os alunos encontram nas
operagoes aritméticas podem constituir a base para a exploracio da generalizagio sobre
os nimeros e operagoes ¢ também de priticas como a formulagio, o teste e a prova dessa
generalizagdo. Bastable (2007) refere-se a essas priticas como centrais para o desenvolvi-
mento do pensamento algébrico.

Neste sentido, Kieran (2004) defende que o pensamento algébrico nos primeiros
anos deve envolver o desenvolvimento de formas particulares de pensar que permitam
analisar relacées entre quantidades, identificar a estrutura, analisar a mudanca, genera-
lizar, resolver problemas, modelar, justificar, provar e prever, e onde pode ser feito (mas
nao necessariamente) uso do simbolismo algébrico como ferramenta. Esta autora sugere
ajustamentos no tratamento da aritmética, devendo: (a) focar-se nas relagoes e nio ape-
nas no cdlculo e na resposta numérica; (b) focar-se nas operagdes e suas inversas; (c) fo-
car-se simultaneamente na representagio ¢ na resolugao; (d) focar-se em ntimeros e letras,
e nio apenas nos nimeros; ¢, () reforcar o significado do sinal de igual.

Fujii e Stephens (2008) defendem a utilizacio de expressdes numéricas generalizdveis
como ponte entre a aritmética e o pensamento algébrico. Segundo estes autores, as expli-
cagoes gerais dos alunos sobre o porqué da veracidade de uma expressio numérica como
78-49+49=78 ¢ a sua capacidade de usar exemplos especificos daquilo que mais tar-
de serd uma relagio geral (¢—b+ b=a) podem ser descritas como o pensamento quase—va-
ridvel. A expressao quase-varidvel significa «um ndimero ou conjunto de nimeros numa
expressdo que revelam a relagio matemdtica subjacente e que se manterd verdadeira in-
dependentemente dos nimeros que sejam usados» (Fujii, 2003, p. 59). Desta forma, os
alunos podem usar expressées numéricas generalizdveis, centrando a atengio na estrutura
dessas expressoes, e identificar e discutir a generalizagdo algébrica antes da introdugao da
simbologia algébrica formal.

O estudo de Britt e Irwin (2011) mostra como os alunos conseguiram aplicar um
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conjunto de estratégias de clculo mental para resolver diferentes problemas numéricos
e detetar as relacoes entre os ndmeros envolvidos, assim como a estrutura subjacente a
essas estratégias. Os autores destacam o papel crucial da generalizagio matemdtica e sa-
lientam a necessidade de os alunos mais novos trabalharem em diferentes niveis de com-
preensdo da generalizacio que envolva a expressao dessa generalizagio em palavras, ima-
gens e graficos, assim como com simbolos numéricos que atuem como quase-varidveis.
Para tal, os autores sugerem o seguinte percurso: primeiramente, os alunos devem ser en-
corajados a trabalhar com niimeros como quase-varidveis; depois a expressar a generaliza-
¢do em linguagem natural e; em seguida, usando os simbolos da Algebra. Nesta linha de
pensamento, Russell, Schiffer e Bastable (2011) defendem que a introdugio da notagio
algébrica no momento em que os alunos j4 tenham articulado as suas ideias em palavras
e imagens permite-lhes aceder ao significado dos simbolos. Os autores referem que essa
nova forma de representagio nio sé providencia uma expressio concisa das ideias dos
alunos como oferece novas formas de percecionar as relagbes matemdticas. Arcavi (1994,
2005) introduz a nogao de sentido de simbolo, em analogia com a nog¢ao de sentido de
ndimero da aritmética, caracterizando-a como um complexo e multifacetado sentir sobre
os simbolos e que se traduz na capacidade para interpretar ¢ usar, de forma criativa, a
simbologia matemdtica na descri¢ao de situagées e na resolucio de problemas, reconhe-
cendo o seu poder e adequacio, manipulando-a flexivelmente ¢ dando-lhe sentido em
diferentes contextos. Para este autor deve procurar-se desenvolver o sentido de simbolo
em contextos ricos que aportem significado a actividade que os alunos realizam sobre os
simbolos, de modo que estes ndo sejam encarados como entidades formais e sem sentido,
mas como poderosas formas de compreender e resolver problemas e de comunicar.

De acordo com Kaput (2008) o pensamento algébrico «é composto por processos
complexos de simbolizagio que servem o propésito da generalizagao e do raciocinio com
generalizagoes» (p. 9). Desta forma, Kaput, Blanton e Moreno (2008) consideram a ge-
neralizagdo ¢ a simbolizagdo como processos estritamente relacionados, referindo que
a simbolizacio ao servico da generalizagio permite uma expressio unificadora, ou seja,
uma forma de unificar a multiplicidade. Consideram o processo de simboliza¢io como
dinimico e aditivo que é construido a partir do momento em que os alunos sio confron-
tados com uma situacio de sala de aula que procuram descrever usando palavras, dese-
nhos ou outras representacoes. Esta construcio ¢ coletiva porque é mediada pelas inter-
vengoes dos alunos, quando inseridos em salas de aulas onde as discussdes matemdticas
sdo «nutridas e apoiadas» (p. 28), e vive de aditivas redefini¢oes desenvolvendo uma ca-
deia de significacdo (Cobb et al., 1997, citado em Kaput, Blanton e Moreno, 2008) que
¢ orquestrada pela acdo do professor. Desta forma, no processo de simbolizacio a sua
natureza construtiva e aditiva é oposta ao produto que dele resulta, abstrato e subtrativo.
Kaput, Blanton ¢ Moreno (2008) referem-se a simbolizacdo como uma necessidade sen-
tida pelos alunos no decurso do processo de generalizagdo, apoiando-se na perspetiva de
Mason (2008) de que estes sao poderes que os alunos j& possuem para compreenderem
o mundo que os rodeia. No entanto, e de acordo com este tltimo autor, estes poderes
necessitam ser exercitados, desenvolvidos e também relevados para que sejam usados in-
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tencionalmente. Estes autores realcam ainda que a dlgebra nao pode ser entendida como
uma simples manipulacio simbélica, como uma arizmética com letras, mas antes como
uma linguagem poderosa, sucinta e manipuldvel que expressa generalizagoes.

A generalizagao enquanto pritica coletiva

De acordo com diversos autores (e.g. Kaput, 2008; Mason, 1996, 2008; Carraher, Mar-
tinez & Schliemann, 2008; Blanton, 2008), a generalizagio é um elemento central do
pensamento algébrico. A generalizagio matemdtica envolve «<uma afirmagio de que uma
propriedade ou técnica ¢é vélida para um conjunto de objetos matemdticos» (Carraher,
Martinez & Schliemann, 2008, p. 3). Para Mason (1996) uma das formas de desenvolver
a generalizacdo ¢é sensibilizar para a distingdo entre olhar para e olhar através, conjugan-
do-se esta tltima com a capacidade de ver a generalizagio a partir do particular. A gene-
ralizacio pode ser expressa de diversas formas. Inicialmente, as criangas podem expressar
as generalizacoes que observam no mundo com palavras e, gradualmente, usar formas
mais simbdlicas (Blanton, 2008).

Ellis (2011) caracteriza a generalizagdo como um processo dindmico, socialmente si-
tuado, que se desenvolve através de agdes colaborativas. Esta perspetiva da generalizagao
atende as interacdes sociais, as ferramentas, a histéria pessoal ¢ ao ambiente partilhado
por quem se envolve em agoes de generalizagdo. Esta autora define a generaliza¢ao como
uma atividade onde as pessoas dentro de um contexto sociomatemdtico especifico se en-
volvem em pelo menos uma das trés agoes seguintes: a) identificam o que é comum en-
tre os casos; b) estendem o raciocinio para além do caso original; ¢) derivam resultados
mais amplos a partir dos casos particulares. Neste sentido, a generalizacio surge de uma
representagio coletiva que tem raiz na comunidade, ocorrendo através de experiéncias
mediadas pela interagio, linguagem e outras ferramentas proprias. As interagoes dos alu-
nos suportam e moldam as atividades de generalizacao, pois sdo eles que tomam decisoes
sobre o que tem interesse e o que querem validar. Naturalmente que o papel do professor
¢ também crucial pela promogio de uma cultura de sala de aula que incentive a partilha
de generalizacdes e o encorajamento de justificagoes e clarificagoes. Ellis (2011) refere
que a acdo de generalizagio decorre em ciclos de interagio onde uma generalizagio ini-
cial pode revestir-se de novas formas, passando pela interagio e reflexio coletivas, sendo
a versio de generalizacao final ndo o produto de um sé aluno, mas resultante do desen-
volvimento feito na interagio do grupo.

Nesta linha de pensamento, Jurrow (2004) considera a generalizacdo como uma pra-
tica matemdtica central que resulta de um processo entre alunos, tarefas, atividade envol-
vente ¢ ferramentas de modelagdo. Esta autora salienta que o simples facto de os alunos
se envolverem em atividades significativas nio ¢ suficiente para comegarem a formular
generalizagoes. Para tal, os alunos necessitam ser guiados na reflexdo e terem oportunida-
des para falarem, escreverem e representarem o que ¢ geral numa situagao e as discussoes
coletivas podem ser um bom contexto para se envolverem neste tipo de atividades. Ao



®

118 Célia Mestre e Hélia Oliveira

professor cabe a responsabilidade de tornar essas praticas rotineiras na sala de aula, orien-
tando a reflexio, pedindo aos alunos para discutirem e criticarem as abordagens de uns
dos outros, fazerem conexdes entre as abordagens aos diferentes problemas e tentarem
identificar padrées gerais que surjam da comparagio dessas abordagens e solucoes.

Metodologia

Opgoes metodoldgicas

O design do estudo segue de perto o que Gravemeijer e Cobb (2006) denominam como
«experiéncia de ensino em sala de aula», que agrega o desenvolvimento de processos de
planeamento e ensino, assim como a investigacio sobre a aprendizagem e desenvolvi-
mento dos alunos num contexto social, a sala de aula, e deste modo, procura ser, simul-
taneamente, educativa e cientifica (Kelly, 2003). A experiéncia de ensino desenvolveu-se
de acordo com trés fases: diagndstico da situacdo de partida e desenho da experiéncia de
ensino numa primeira fase, implementagio da experiéncia de ensino na sala de aula na
segunda fase, ¢, na terceira fase, avaliacio da experiéncia de ensino. No entanto, a andlise
das atividades instrucionais foi continua e acompanhou a realizagao da experiéncia de en-
sino (Gravemeijer & Cobb, 2006), sendo usada tanto para reavaliar ¢ desenhar as tarefas
matemdticas, como para tragar o percurso de aprendizagem dos alunos.

Uma experiéncia de ensino integra uma sequéncia de episédios de ensino que in-
cluem, entre outros elementos, um professor e um ou mais alunos, e um método de re-
colha de dados que incide sobre esses episédios (Steffe & Thompson, 2000), que visa a
compreensdo dos processos de ensino e aprendizagem, e em que o investigador estd en-
volvido como um educador (Kelly, 2003). Deste modo, uma caracteristica distintiva des-
te tipo de abordagem ¢ a rutura com a diferenciagio entre professor e investigador (Mo-
lina, 2006), sendo que em muitos casos o investigador assume o papel de professor, tal
como sucedeu no presente estudo.

Desta forma, nesta experiéncia de ensino, as aulas foram conduzidas pela investigado-
ra (primeira autora deste artigo), tendo a professora titular de turma assumido um papel
de coadjuvante na aula. Refira-se que a investigadora é professora de 1.° Ciclo na mesma
escola da turma onde se implementa a experiéncia de ensino e que, anteriormente a esta
investiga¢do, j4 mantinha um contacto direto com a professora titular da turma e os alu-
nos, nomeadamente a partir da coordenagio de projetos. A segunda autora deste artigo
participou também na experiéncia de ensino, trabalhando em conjunto com a investiga-
dora na planificacio e construgio das tarefas e na reflexdo produzida ao longo da expe-
riéncia de ensino, tendo assistido e recolhido dados em algumas destas aulas.

Neste artigo a andlise centra-se nos momentos de discussio coletiva de trés das tarefas
realizadas pela turma. Para recolha de dados, as aulas foram gravadas em formato video
e analisados os momentos de discussio coletiva e foram, ainda, recolhidas e analisadas as
produgoes escritas dos alunos. Com base numa andlise preliminar dos momentos de dis-
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cussio coletiva de cada uma das tarefas foi possivel identificar trés momentos significati-
vos no processo de construgio da generalizacio, a partir da realizacio de diferentes tare-
fas: 1) a utilizagao de quase-varidveis para a expressao da generalizagao; 2) a emergéncia
da linguagem matemadtica simbdlica; e, 3) a apropriacio do sentido de simbolo. Tendo
em conta a perspetiva da construgio coletiva da generalizagdo, os dados sio analisados
de acordo com os seguintes aspetos: descricao da forma como emerge e evolui a genera-
lizagao nas tarefas apresentadas, e relagdo entre a emergéncia e evolugio da generalizagao
com o modelo de ensino-aprendizagem exploratério, mais concretamente no que respei-
ta aos momentos de discussio coletiva desenvolvidos.

A experiéncia de ensino

A experiéncia de ensino decorreu durante o ano letivo 2010/11 e foram desenvolvidas 42
tarefas, organizadas em cinco sequéncias de acordo com os temas e tépicos matematicos
da planificacio anual definida pela professora titular de turma, respeitando a perspetiva
de conceber o pensamento algébrico como um fio condutor curricular NCTM, 2000),
numa légica de integracdo curricular. De acordo com a potencialidade de tratamento al-
gébrico de cada um dos topicos matemdticos da planificacdo anual da turma, as tarefas
foram introduzidas na experiéncia de ensino com uma média de duas tarefas por semana
e com a duracio de cerca de duas horas cada uma. O modelo de aula desenvolvido desde
o inicio da experiéncia de ensino procurou respeitar os principios do ensino exploratério,
organizando a aula em quatro fases distintas: apresentagio da tarefa, trabalho auténomo
dos alunos, discussdo coletiva e sistematizacio das aprendizagens. No momento de traba-
lho auténomo, os alunos desenvolveram a exploragio das tarefas em pares.

A turma onde decorreu a experiéncia de ensino era constituida por 19 alunos, 7 ra-
parigas e 12 rapazes, com uma média de nove anos de idade. Embora a turma estives-
se a trabalhar de acordo com o PMEB (ME, 2007) desde o 3.° ano de escolaridade, no
inicio da experiéncia de ensino os alunos revelavam algumas dificuldades na exploracio
de questées que envolviam o sentido de ntimero, privilegiando quase exclusivamente a
utilizacdo dos algoritmos na resolugio das tarefas. Esse facto era expresso inclusivamente
quando os alunos comunicavam os seus raciocinios, referindo que colocavam os nime-
ros «em cima» e «em baixo, ilustrando o procedimento que efetuam quando resolvem
o algoritmo. Também a exploragio de relagbes numéricas denotava algumas fragilidades
por parte dos alunos. Refira-se, como exemplo, que ao iniciar a exploracio de sequéncias
numéricas, diversos alunos ficaram muito surpreendidos quando lhes surgiu a expressio
11x3 como parte de uma tabuada, argumentando que «a tabuada do 3 terminava no
10x 3».

A exploragio das tarefas trabalhadas durante a experiéncia de ensino tinha como ob-
jetivos gerais a identificagdo de regularidades e expressio da generalizagdo através da lin-
guagem natural, e a iniciagio de um percurso em direcdo a simbolizagao através da pas-
sagem da linguagem natural para a linguagem matemdtica. Tal como foi referido, cada
sequéncia de tarefas procurava respeitar o tema e topico matemdtico em desenvolvimen-
t0, de modo a articular o trabalho desenvolvido nas aulas da experiéncia de ensino com
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as aulas ministradas pela professora titular de turma. Para tal, a investigadora reuniu fre-
quentemente com a professora titular de modo a assegurar essa articulagio, embora nas

aulas ministradas pela professora nao houvesse qualquer objetivo de desenvolvimento do

pensamento algébrico.

O quadro 1 sistematiza as cinco sequéncias de tarefas realizadas ao longo da experién-
cia de ensino, identificando os aspetos do pensamento algébrico tratados em cada uma e

os temas, topicos e subtdpicos do programa onde se enquadram.

De acordo com o Programa de Matemdtica (ME, 2007)

Experiéncia de Ensino

Temas | Topicos- Objectivos especificos Aspetos do pensamento Sequéncias
Subtépicos algébricos explorados de tarefas
Numeros —Identificar e dar exemplos de | —Regularidades nos mdltiplos e
naturais multiplos e de divisores de um | divisores
—Relagoes ndmero natural —Relagbes numéricas
numéricas —Compreender que os divisores | —Relagio de igualdade I
—Multiplos e de um niimero sio divisores —Expressio da generalizagio em
divisores dos seus multiplos (e que os linguagem natural

multiplos de um niimero sio
" multplos dos seus divisores)
‘:"E; Operagoes com | —Utilizar estratégias de calculo | —Propriedades das operagées
g | nimeros naturais mental e escrito para as qua- —Relagio de igualdade
O |-Multiplicagdo | tro operagdes usando as suas —Propriedades das operagoes
bt propriedades. —Operagoes inversas
g —Compreender os efeitos das | —Tradugdo da inguagem natural
5 operagdes sobre os niimeros. para a linguagem simbdlica
Z —Outras representagoes (tabelas,
diagramas) I
—Propriedades das operagoes
—Relagio de igualdade
—Variagao
—Diferentes representagoes
(linguagem natural, tabelas,
diagramas, linguagem simbélica
Comprimento | Resolver problemas envolvendo | —Variagao e covariagao
L |edrea perimetro ¢ drea —Rela¢oes funcionais
T | —Perimetro —Diferentes representacoes
3 —Area (linguagem natural, tabelas Iv
= guag J >
diagramas, gréficos, linguagem
simbdlica)
g |Regularidades | -Investigar regularidades —Relagoes numéricas
‘% —Sequéncias numéricas —Relagoes funcionais
g —Resolver problemas que —Diferentes representagoes
o) envolvam o raciocinio (linguagem natural, tabelas,
b proporcional diagramas, linguagem v
% simbdlica)
5
Z

Quadro 1.—Sistematizacio da Experiéncia de Ensino, de acordo com o Programa de

Matemitica.
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A introdugio 2 linguagem simbdlica realizou-se no final da segunda sequéncia com
a exploragio da tarefa «Salas de cinema» que consistia na descoberta das formas possi-
veis de organizar uma sala de cinema com cem cadeiras, de modo a que cada fila tivesse
o mesmo nimero de cadeiras. Nessa tarefa foi introduzido pela investigadora, na altu-
ra da discussao coletiva, o simbolo «?» para designar «qual o nimero» (por exemplo, em
expressoes como ? x2=100 ou ?x50=100), ¢ esse foi o primeiro momento em que os
alunos se confrontaram com um simbolo nio numérico para representar um nimero
desconhecido. Nas tarefas seguintes foi iniciado o percurso de tradugao da expressio da
generalizagdo para a linguagem simbdlica, inicialmente com recurso ao simbolo «?» para
designar «qualquer niimero» e, progressivamente, com a introdugio de outros simbolos
nao numéricos escolhidos pelos alunos.

Apresentagao dos resultados

Nesta seccio apresentar-se-4 a exploracdo de trés tarefas, analisando excertos de momen-
tos da discussdo coletiva em sala de aula que permitiram aos alunos a construgdo coleti-
va da generalizagdo ¢ a evolugio das suas formas de expressio da linguagem natural para
uma linguagem progressivamente mais simbolica. Sao apresentadas tarefas de diferentes

sequéncias: uma tarefa da segunda sequéncia - «Calcular usando o dobro» — (a 13.2 ta-
refa da experiéncia de ensino), uma tarefa da quarta sequéncia — «Os cromos da Ana e
do Rui» — (a 22.2) e uma tarefa da quinta e tltima sequéncia — «Os colares» — (a 38.2).

A utilizagao de quase-varidveis para expressao da generalizagao

A primeira tarefa em andlise neste artigo — «Calcular usando o dobro» (figura 1) — ex-
plora a relacio de dobro e metade entre as tabuadas do quatro e do oito. Usa trés ex-

“Calcular usando o dobro”

Na turma da Sara, os alunos estavam a calcular produtos:

Quero calcular 6x8, mas nio me lembro da tabuada do 8!

o \
b Ah! Mas sei bem a tabuada do 4 e sei que 6x4 é 24,
“ Entlo 6x8=2x24=48

e

Quero calcular 12x8 e sei que 12x4 € igual a 48, entio
12x8=2x48=96

Quero calcular 25x8 e como sei que 25x4=100, entdo
25x8=2x100=200

Figura 1.—Enunciado da tarefa

«Calcular usando o dobro».
Estes alunos utilizaram a mesma estratégia para calcular produtos diferentes.

1. Explica essa estratégia.
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pressoes numéricas que ilustram a mesma estratégia de cdlculo e solicita aos alunos que
expliquem essa estratégia. Nesta tarefa estd subjacente a perspetiva do pensamento qua-
se-varidvel de Fujii (2003), ou seja, a utilizagdo de expressoes numéricas particulares para
conduzir a generalizagio da relagio matemdtica.

Inicialmente, os alunos trabalharam a pares e conseguiram reconhecer as relagoes de
dobro e metade envolvidas na estratégia de cdlculo. Na exploracio coletiva da tarefa, fo-
ram explorados alguns casos particulares da estratégia de cdlculo ¢ os alunos apresenta-
ram exemplos para além das expressdes numéricas enunciadas na ficha de trabalho. Em
seguida, a investigadora conduziu a discussao com o objetivo de os alunos generalizarem
a estratégia de cdlculo para além dos casos estudados.

InvESTIGADORA: Ok. Temos 14 trés exemplos, mas esta estratégia sé serve
para aqueles exemplos?

VARIOS ALUNOS: Nao.
FAB10: A estratégia que nés fizemos dé para todas as contas.

INVESTIGADORA: E como podemos resumir de forma clara essa estratégia?
Que estratégia foi essa?

Drogo: Fizemos a conta do dobro.
INvEsTIGADORA: O dobro de qué?
D1oco: O dobro do resultado.

INVESTIGADORA: Es capaz de explicar melhor? Acrescentar mais um
bocadinho?

(O Diogo nio responde.)

INVESTIGADORA: Qual era a tabuada que querfamos trabalhar?

VARr10s ALunos: A do 8.

INVESTIGADORA: E para trabalhar a tabuada do 8, usimos qual tabuada?
VARr10s ALUNOS: A do 4.

Rita: Podemos usar as metades.

INVESTIGADORA: E 0 que é que nds descobrimos? Eu posso fazer a tabuada
do 8 usando qual?

VAR10S ALUNOS: A do 4.

Em seguida, uma aluna, Rita, consegue expressar a generalizagao da estratégia de cdl-
culo para além dos casos particulares, mas ainda usando uma linguagem confusa e repe-
titiva. Neste sentido, a investigadora solicita que a expressdo seja mais simples e clara, en-
caminhando os alunos nesse processo.

Rirta: Se nés formos a tabuada do 4, depois multiplicarmos o 4 pelo ntime-
ro que querfamos da tabuada do 8, se multiplicarmos duas vezes, vai dar o
resultado da tabuada do 8.
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INvEsTIGADORA: Como ¢ que eu posso dizer isso de forma mais simples?
CAROLINA: Para sabermos 25x8 fazemos a partir do 25x4.

INVESTIGADORA: Estds a usar um exemplo em particular. Mas e se for mais
geral? Estdvamos a falar na tabuada do 8 e na tabuada do 4. Posso dizer
isso de uma forma muito simples. Para saber a tabuada do 8, eu fago o qué?

VAr1os aLunos: O dobro da tabuada do 4.

A partir deste momento, um aluno, Jodo V., propée a generalizagio da estratégia de cdl-
culo em linguagem natural e vai ao quadro escrevé-la (figura 2).

Figura 2.—Expressio da generalizacao em linguagem natural, feita pelo Jodo V.

A partir da construcio da generalizacio em linguagem natural, a discussdo foi conduzida
pela investigadora no sentido de ser feita a sua tradug¢io para a linguagem matemdtica. A
estratégia de cdlculo apresentada na tarefa envolve as relagoes de dobro e metade, através
das tabuadas do quatro e do oito. Neste momento da experiéncia de ensino, a investiga-
dora considerou que os alunos j4 estavam preparados para contactar com uma expressio
mais explicita dessa relagdo numérica, conduzindo os alunos & traducio da linguagem
natural para a linguagem simbdlica. Desta forma, e por ser a primeira vez que os alunos
sdo confrontados com esta situagio, a investigadora procura que estes entendam o que
significa a escrita da generalizagdo para a linguagem matemdtica.

INVESTIGADORA: (...) Agora quero que pensem nesta frase que o Jodo V. es-
creveu e que a escrevam na linguagem matemdtica. Como ¢é que eu posso
usar a linguagem matemdtica?

VARr10s ALUNOs: Com contas.

INVESTIGADORA: Entdo como é que eu posso escrever isto? Mas atengio
que eu ndo quero para casos particulares como o 6x8, 0 12x8 ou 0 25x8,
eu quero para todos os nimeros da tabuada do 8 e do 4.

Rrta: Podemos fazer para 7x8.

INVESTIGADORA: Isso é um caso particular. Eu quero que dé para todos os
casos.

Rita: Como assim?

INVESTIGADORA: Para todos os casos da tabuada do 8. O que ¢ que acon-
tece na tabuada do 8?
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Aruno: E sempre mais oito.

INVESTIGADORA: Vamos acrescentar sempre mais oito. Ou seja, se usarmos
a multiplicagio estamos a fazer o qué?

Arunos: Sempre a multiplicar por oito.
InvEsTIGADORA: Como € que eu posso escrever isso?
Rrta: Usamos um ponto de interrogacio.

FAB10: Vezes oito.

Ao referir-se ao «ponto de interrogagio», Rita utiliza o simbolo que tinha sido usado na
tarefa «Salas de Cinemay, descrita sucintamente acima. Essa foi, de facto, a tarefa onde o
simbolo surgiu pela primeira vez, proposto pela investigadora. Rita vai ao quadro e con-
segue escrever a expressao descrita na figura 3.

Figura 3.—Expressio da generalizacdo em linguagem matemdtica, feita pela Rita.

A expressao sugerida pela Rita ¢ discutida com a turma. A investigadora propoe a substi-
tui¢io do «ponto de interrogagio» por um nimero qualquer, procurando que os alunos

atribuam sentido aquele simbolo e que verifiquem a veracidade da expressao apresentada

por Rita. Inicialmente, os alunos sugerem a utilizagio do ndmero seis e a investigado-
ra substitui o simbolo por esse niimero. Posteriormente, a investigadora solicita que es-
colham outro nimero e realiza com os alunos 0 mesmo procedimento, procurando que

estes concebam o simbolo com o sentido de uma representagao de um niimero inteiro

genérico (figura 4).

Figura 4.—Exploracao da expressio apresentada pela Rita.
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A partir da andlise da expressdo apresentada pela Rita, com a substitui¢io do simbolo
pelos valores numéricos, a investigadora leva os alunos a interpretar a expressio numéri-
ca obtida.

Figura 5.—Continuagio da exploracio da expressio apresentada pela Rita.

Desta forma, os alunos constatam que a expressio apresentada pela Rita ndo pode ser
verdadeira. Apercebem-se, entdo, que a seguir ao sinal de igual ndo deverd estar o «pon-
to de interrogagion.

INVESTIGADORA: Entdo 6x8 ¢é igual a 2x6x4. Estd bem? Isso ¢é igual a...
VARIOS ALUNOS: 48.

INVESTIGADORA: Mas a Rita tem aqui igual ao simbolo, ao ponto de inter-
rogagao ...

FAB10: Assim, ¢ igual a 6.

INVESTIGADORA: Se nds dissemos que aqui o simbolo valia 6, entio seria
igual a 6, pode ser assim?

VAR10S ALUNOS: Nao.

Careca: E igual a duas vezes o ponto de interrogagio vezes quatro.

Rrta: Mas aqui nio se mete igual a um ntimero?

VAR10S ALUNOS: Nao.

INVESTIGADORA: Se colocares este simbolo como fizeste, se aqui ele vale 6,
aqui — referindo-se a depois do sinal de igual — também vale 6. Se aqui

vale 10, aqui também vai valer 10. Se eu substituir por outro niimero vai
sempre valer esse niimero.

Nesta sua tltima intervencio, a investigadora procura que os alunos percebam que na
expressio em causa, o simbolo utilizado corresponde sempre a0 mesmo valor numérico.
Como resultado desta exploragao coletiva, a expressao final de traducio da generalizagao
em linguagem natural para a linguagem matemdtica foi a descrita na figura 6.

Figura 6.—Expressao final da generalizagio em linguagem matemdtica, feita coletivamente.
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Na exploragio coletiva desta tarefa, os alunos conseguiram facilmente expressar a ge-
neralizagdo da estratégia de cdlculo em linguagem natural, embora no sentido restrito
das tabuadas trabalhadas nas expressdes numéricas apresentadas na tarefa. As expressoes
numéricas foram, assim, utilizadas como quase-varidveis (Fujii, 2003) permitindo a ex-
pressao da generalizagdo ¢ a compreensdo da estrutura subjacente 2 estratégia de cdlculo
apresentada. A expressio da generalizagio em linguagem natural e a sua iniciacdo para
a tradugdo para a linguagem simbodlica foi realizada coletivamente no momento de dis-
cussdo com a turma, a partir das contribuicoes dos alunos. Em particular, a introdugio
da linguagem simbdlica surge a partir da sugestao de uma aluna de se usar o simbolo
«?», ja trabalhado numa tarefa anterior com o significado de incégnita, para representar
agora «qualquer nimero» inteiro. A forma como a aluna inicialmente construiu a ex-
pressio «?x8=2x(2x4)=2» poderd estar relacionada com o facto de os alunos, muitas
vezes, terem a concegio de que a seguir ao sinal de igual deverd vir um resultado numé-
rico (Carpenter, Levi, Franke & Zeringue 2005), evidenciando, assim, alguma dificulda-
de na aceitacio da igualdade no sentido relacional. Esta situacao foi util para evidenciar
a generalizagdo da relagdo trabalhada na tarefa, estabelecendo uma ponte para os casos
particulares, ji assumidos pelos alunos como expressdes numéricas generalizdveis (quase-
varidveis). A forma como decorreu a exploragio coletiva desta tarefa vem ao encontro das
perspetivas de Ellis (2011) e Jurrow (2004) ao considerarem a atividade de generalizagao
como um processo dindmico e coletivo.

A emergéncia da linguagem matemidtica simbélica

A segunda situagio analisada centra-se na tarefa «Os cromos da Ana e do Rui» (adaptada
de Stephens & Wang, 2008) que envolve igualdades numéricas com duas varidveis (fi-
gura 7). Esta tarefa foi a primeira onde os alunos foram confrontados com a situagio de
dois nimeros desconhecidos inter-relacionados numa igualdade. Também aqui se pode
assumir a perspetiva de pensamento quase-varidvel de Fujii (2003), onde sio utilizadas
expressdes numéricas particulares, neste caso envolvidas numa igualdade, para condu-
zir 4 generalizacio da relagio matemdtica. Tendo em conta a complexidade da tarefa, foi
construido um contexto de modelagio ancorado na realidade de forma a dar sentido aos
conceitos mais abstratos apresentados (Tabach & Friedlander, 2008).

A discussio coletiva centrou-se na exploragio da alinea ¢) onde se pretendia que os
alunos generalizassem a relacio apresentada, reconhecendo a relagio entre as varidveis A
e B, mantendo a igualdade. No trabalho auténomo desenvolvido pelos alunos, os dife-
rentes pares conseguiram com facilidade expressar a generalizacio da relagio em lingua-
gem natural. Desta forma, no inicio da discussdo coletiva, um aluno, Gongalo, vai escre-
ver no quadro a forma como expressou a generalizagio da relagiao em linguagem natural:
«A relagdo que existe entre os niimeros que usei para as caixas A ¢ B é que a B tem sem-
pre menos dois cromos do que a A». Neste momento, e sem que lhe tenha sido solicita-
do, outro aluno, Fdbio, acrescenta que a relagao entre os nimeros relativos as caixas A e
B poderia ser escrita em linguagem matemadtica. Quando lhe ¢ pedido para escrever no
quadro aquilo a que se referia, o aluno apresenta a expressio descrita na figura 8.
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0s cromos da Ana e do Bruno

A ana e o Bruno estéo a fazer uma colec¢do de cromos. o domingo passado, a avé ofereceu a
cada um deles a mesma quantidade de cromos para colarem nas suas cadernetas. A Ana colou
18 cromos na cadernete e guardou os restantes na caixa A. O Bruno colou 20 cromos na
caderneta e guardou os restantes na caixa B.

Podemos representar a quantidade de cromos que a Ana tem, da seguinte forma:

18+®
numero de cromos colados na caderneta numero de cromos guardados na caixa A

Podemos representar a quantidade de cromos que o Bruno tem, da seguinte forma:

20+(®

numero de cromos colados na caderneta numero de cromos guardados na caixa B

Como os meninos tém o mesmo numero total de cromos, podemos construir a seguinte
igualdade:

18+®=20+(®
a) Quantos cromos terd a Ana na caixa A e quantos cromos terd o Bruno na caixa B?
b) Descobre se existem outros valores para o nimero de cromos das caixas A e B, de modo a
que o numero total de cromos dos dois meninos continue a ser igual.

18+®=20+(®

¢) Que relacdo existe entre os niUmeros que usaste para as caixas A e B?

Figura 7.—Enunciado da tarefa «Os cromos da Ana e do Rui».

Figura 8.—Representagao do valor de A apresentada pelo Fébio.

Evitando emitir qualquer juizo de valor sobre a veracidade da expressio apresentada por
Fébio, a investigadora conduz a turma 2 sua verificagdo. Para isso propde a construgao de
uma tabela no quadro, com possiveis pares de valores para A e B, que os alunos vao su-
gerindo. A apresentacio final da tabela é apresentada na figura 9.
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A B
4 2
6 4
8 6
10 8
2 0
5 3

Figura 9.—Tabela explorada durante a discussdo coletiva.

Em seguida, a investigadora retoma a expressio apresentada por Fébio, questionando a
turma sobre a sua veracidade. Outra aluna sugere que a forma correta deveria ser A=B+2.
Essa representacao foi escrita no quadro e foram experimentados alguns valores da tabela
para confirmar se estava correta (figura 10).

Figura 10.—Representacdo de A durante a discussdo coletiva.

Analisando este momento desta aula, pode perceber-se que os alunos expressam a genera-
lizagao em linguagem natural com facilidade e que procuram por sua iniciativa traduzir
essa generaliza¢do em linguagem simbdlica. De facto, a tentativa de um aluno de encon-
trar a forma de escrever B em relagdo a A, sem que isso lhe tenha sido solicitado, eviden-
cia que ja comecou a reconhecer utilidade nessa forma de representacio. A subsequente
discussdo com a turma mostra também que estdo, nesta fase, num processo de atribui¢io
de valor e sentido a linguagem matemdtica simbodlica. Apds esta exploracio na aula, a
investigadora sugeriu diferentes representagées para expressar as relacoes existentes, tais
como o modelo da balanca e o diagrama de setas. Na continuidade desta tarefa, os alunos
comegaram a utilizar a expressdo da generalizacdo em linguagem simbélica com maior
frequéncia e corre¢ao, mesmo nos momentos de trabalho auténomo a pares (Mestre &
Oliveira, 2011). Também nesta tarefa se evidencia a perspetiva da construgio social da
generalizagio (Ellis, 2011; Jurrow, 2004) e ainda da construcio coletiva da simboliza-
¢ao (Kaput, Blanton & Moreno, 2008). Parece ainda evidente que os alunos comecam
a sentir necessidade da utiliza¢do da simbolizagio para servir o propdsito da generaliza-
¢ao (Kaput, 2008), tornando mais explicita a relagio matemdtica que querem descrever.
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A apropriagio do sentido do simbolo

A Ultima tarefa apresentada neste artigo — «Os colares» (adaptada de Ponte, Silvestre,
Garcia & Costa, 2010) — explora as relagoes funcionais envolvidas numa sequéncia pic-
torica crescente (figura 11). Pretendia-se que os alunos reconhecessem as relagées entre as
varidveis envolvidas e expressassem a generalizagao dessas relagdes em linguagem natural

e em linguagem simbélica.

Tarefa «Os colares»

A Maria estd a fazer colares para oferecer as suas amigas. S6 tem contas de cores azuis e
vermelhas. Comegou por construir o primeiro colar:

1.° colar

° /

Depois, fez 0 segundo e o terceiro colares:

2.° colar 3.2 colar
1. Desenha o quarto colar construido pela Maria.
2. Preenche a tabela:
Numero de contas azuis Numero de contas vermelhas

3. Como podes escrever a relacdo entre o nimero de contas azuis e o nUmero de contas
vermelhas? Mostra como pensaste.

Figura 11.—Enunciado da tarefa “Os colares”.
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A expressao da generalizagiao em linguagem natural foi facilmente conseguida por todos
os pares de alunos. Na discussdo coletiva, apés alguns alunos apresentarem a sua forma
de resolugao, a investigadora solicita a um par de alunos que utilizou a representagao
simbdlica, para mostrar aos colegas o seu trabalho. Assim, os alunos Gongalo e Henrique
mostram e explicam pormenorizadamente a forma como expressaram a relagio entre as
contas vermelhas e as contas azuis (figura 12).

" clacas &:Avommafllne 't ogain 100w gt aguin . . -

=
oo oo o”

Figura 12.—Resolugio do par Gongalo e Henrique.

GongaLo: Primeiro vimos que ... a relagio era sempre 1 vermelho, 4 azuis,
mais 1 vermelho e 4 azuis, mais 1 vermelho e 4 azuis e sempre assim. De-
pois, sé para explicar primeiro antes disso, «1g» é 1 grupo, «nv» é niimero
de bolas vermelhas e «na» é o niimero de bolas azuis. Aqui fizemos sé6 um
exemplo de um colar e aqui fizemos «nv+na=1gy. E assim, «<nv» o nimero
de bolas vermelhas dando o exemplo do 1, tinha de ser o 1, depois o «na»
que é o nimero de bolas azuis que era o0 4, era igual a grupo, por exemplo,
deste vermelho até este azul era um grupo, deste vermelho até este azul era
outro grupo, deste vermelho até este azul era outro grupo, depois ia haver
muitos mais grupos.

CaroLINA: Sim, mas como ¢ que 1 mais 4 igual a 1 grupo?

GonNgaLo: 1 mais 4 [aponta para o desenho do colar] o grupo era este pe-
daco. E depois aqui hd o «<nvx4=na», por exemplo, era como tinham na
tabela, eles disseram que era 2 vezes 4 o0 8, que era 0 8.

Em seguida, a investigadora solicita ao par Marco e Fdbio que mostre a sua resolugio. Es-
tes alunos também representam simbolicamente a relagio entre as contas vermelhas e as
contas azuis, mas utilizam uma simbologia diferente do par anterior. Fébio explica a tur-
ma o significado da simbologia utilizada pelo seu grupo:

FAB10: Entao, fizemos um exemplo que era com 10 contas vermelhas, fi-
zemos 10 contas vermelhas vezes 4 para saber as contas azuis que eram 40.
Depois o «v» é igual a0 niimero total de contas vermelhas e o «a» ¢ igual
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a nimero total de contas azuis, entdo fizemos «v» vezes quatro que ¢é igual
a «@», que é o nimero de contas azuis. E depois fizemos o inverso, com
quatro contas azuis, temos quatro contas azuis a dividir por quatro que é
o nimero de contas azuis, que ¢ igual a uma conta vermelha, depois aqui
¢ uma conta vermelha.

10 convas vermelhas :': 4 'l“i’ o A N
lo x4 = Go wnkas g20is

V motkdal Le contas vermehas A= o Bh[ /L contas o

v=a2 Ylo! de contas (ef-w:‘r;:

A’z ac ldta) de conlas azuis N
VXZ( :/)

(‘\ Aiéren,ca de contas vecrmelhas
con .1_ AWis &  semere x4
Conta ot 2dtad tem
o n Yer IL; e e,..,,h-o Co":u: o adl\ao Tz oma

AG o r\u’ﬂlcro A'_

S 2Zuis

Figura 13.—Resolugao do par Marco e Fébio.

Apés a apresentagio do par Marco e Fébio, a investigadora propoe a comparagao entre
as representagdes usadas por este par e pelo par Gongalo e Henrique. Para que seja mais
fécil essa comparagao, projeta os dois acetatos em simultineo. Desta forma, a investiga-
dora pretende que os alunos estabelecam uma conexao entre as duas resolugoes e que isso
contribua para o desenvolvimento do seu sentido de simbolo. Os alunos comparam as
duas representagoes, referindo as suas diferengas (figura 14).

/-,m & L cecys ki , J
XY TH R A £

R

= O —A
Figura 14.—Comparacio entre as resolugoes dos pares Gongalo-Henrique e Marco-Fibio

GongaLo: E a mesma coisa. O «v» se ndo fosse um niimero qualquer eles
punham ld um ndmero. O «v» significa qualquer nimero, mas tém de ser
vermelhas e o «a» qualquer nimero de azuis ¢ é a mesma coisa.
CaroriNa: Estd ali escrito «v igual a ntimero total de contas vermelhas».

Joio: Entdo, mas pode ser um niimero qualquer... ali o «a» pode ser o0 20,
0 40, pode ser um qualquer.
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F&B10: Nao podem ser nimeros impares nem mdaltiplos de 4.

INVESTIGADORA: Pronto, isso é verdade na relagao, mas entre esta forma de
escrever a relacdo e esta forma de escrever hd grandes diferencas? (...) mes-
mo assim qual serd aquela que é mais ficil de usar?

Lawry: A do Fibio.

INVESTIGADORA: Porqué? O que é que a do Fibio ¢ do Marco mostra que
possa parecer mais facil?

DanierL: E mais simples.

Rirta: Professora, eu acho que a do Gongalo ¢ mais ficil ...

Enquanto os alunos se dividem sobre a op¢ao que tomariam para representar a ex-
pressdo da generalizacdo da relagdo, a investigadora aproveita para clarificar um aspeto
que considera importante na utilizagdo da representagio simbdlica, através da interven-
¢ao do Gongalo.

GongaLo: E a mesma coisa, mas sé que 0 meu grupo acrescentou os «s».

INVESTIGADORA: E importante o que estd a dizer o Gongalo porque nds
temos de saber que aquele «a» ali nao é conta azul, é o nimero de contas
azuis e aquele «v» ali representa o niimero de contas vermelhas.

Na fase da experiéncia de ensino em que foi trabalhada esta tarefa, os alunos jd mo-
bilizavam com facilidade a expressao da generalizacio em linguagem natural e encontra-
vam-se numa fase de apropriagio da expressio da generalizagio em linguagem simbdli-
ca. Assim, o excerto da discussdo coletiva apresentado mostra como os alunos usam esses
momentos para explicarem o significado que atribuem aos simbolos e para confrontarem
as diferentes representagoes usadas. Conjugam-se, assim, a perspetiva de construgio cole-
tiva da generalizagao (Ellis, 2011; Jurrow, 2004) com a perspetiva da construcio coletiva
da simbolizagao ao servigo da generalizacio (Kaput, Blanton & Moreno, 2008).

Consideragoes finais e conclusoes

Neste estudo, assume-se o papel central da generalizagio no desenvolvimento do racio-
cinio matemdtico dos alunos e entende-se a simbolizagio como uma forma de expressio
dessa generalizagio.

A andlise das tarefas apresentadas neste artigo permite tragar um percurso em torno
do desenvolvimento da expressio de generalizagao dos alunos desta turma. Assim, na pri-
meira tarefa analisada, verifica-se que através da utilizacio de expressdes numéricas que
atuam como quase-varidveis (Fujii, 2003) foi possivel aos alunos acederem 2 expressao
da generalizacdo em linguagem natural e a sua tradugio em linguagem matemdtica, den-
tro do contexto (familiar) das tabuadas exploradas. Nessa tarefa, os alunos, embora ain-
da no sentido restrito das tabuadas usadas, conseguiram, no coletivo, encontrar formas
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de expressio das relagoes numéricas subjacentes a estratégia de cdlculo explorada, fazen-
do emergir a generalizagio dessas relagoes matemdticas. Na segunda tarefa apresentada,
os alunos confrontam-se com uma maior exigéncia numa situacio que envolvia dois va-
lores desconhecidos numa igualdade. Apesar dessa exigéncia, os alunos expressam com
bastante facilidade a generalizacdo em linguagem natural ¢ comegam a evidenciar que
estao num processo de atribui¢io de valor e sentido a linguagem matemadtica simbélica,
enquanto expressao da generalizacio. Na tltima tarefa, ¢ notéria a forma como os alunos
ja estao envolvidos no processo de simbolizacio, apresentando diferentes propostas de
representagio e defendendo-as com argumentos matematicamente vélidos. Este percurso
de desenvolvimento da generalizacio encontra eco nas sugestoes de Britt e Irwin (2011):
primeiramente devem ser exploradas expressdes numéricas que atuem como quase-varii-
veis, em seguida deve ser impulsionada a expressio da generalizagio em linguagem natu-
ral ¢, finalmente, deve promover-se a utilizagao da linguagem simbdlica.

Atendendo a forma como foi conduzido o processo de simbolizagio nas diferentes ta-
refas, poderemos considerar que os produtos finais foram objeto de uma construgio cole-
tiva, na perspetiva identificada por Kaput, Blanton e Moreno (2008), desenvolvendo-se
por sucessivas redefini¢oes através do contributo de diferentes alunos. Nio constituin-
do o desenvolvimento precoce da linguagem simbdlica um objetivo final da experiéncia
de ensino, foi possivel a sua iniciagdo, gradual, atendendo & construcio do significado
coletivo enquadrado nos contextos especificos de cada tarefa e como forma de expressar
matematicamente a generalizagio descrita em linguagem natural. Deste modo, a simbo-
lizagao serviu consistentemente o propésito da generalizagdo e do raciocinio com genera-
lizagoes (Kaput, 2008) ¢ foi ao encontro da necessidade de uma maior clareza das ideias
dos alunos, oferecendo novas formas de percecionar as relagbes matemdticas (Russell,
Schiffer & Bastable, 2011).

O processo de ensino-aprendizagem descrito neste estudo insere-se numa perspetiva
dialdgica de construcio do conhecimento ¢ é caracterizado pelo envolvimento dos alu-
nos enquanto comunidade de investiga¢io, com um objetivo comum que ¢ partilhado
(Wells, 2000). De facto, pelos pequenos excertos apresentados pode constatar-se a forma
como os alunos integram a discussdo coletiva, assumindo um papel ativo tanto na expli-
cago das suas formas de pensamento como na compreensio das explicacoes dos colegas
(Baxter & Williams, 2010), inclusivamente reconstruindo os produtos apresentados de
modo a dar-lhes sentido individualmente e na comunidade que integram.

Atendendo a este contexto que proporcionou a emergéncia e evolugio da expressio
da generalizagao por parte dos alunos, poderd reforcar-se a importincia dos momentos
de discussao coletiva que proporcionam a partilha de ideias, seu confronto, clarificagio
e justificagdo, promovendo momentos de reflexio conjuntos que conduzem a ciclos de
interacdo onde a generalizacio inicial pode revestir-se de novas formas, até a construgio
da sua versao final (Ellis, 2011). Assim, e como refere Ellis (2011), a generalizacio surge
de uma representacio coletiva, onde o produto final nio é resultante do trabalho de um
aluno, mas da turma enquanto comunidade.

Como aspeto central do pensamento algébrico, a promogio da generalizagio deverd
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ser intencional e inserida em um processo de ensino-aprendizagem continuado e signifi-
cativo. Em todo este processo destaca-se o importante papel do professor (Jurrow, 2004).
Nas diferentes tarefas apresentadas, o professor assume-se pelo seu papel de promotor da
discussao coletiva, encorajando o questionamento e a clarificacio, pedindo justificacdes,
estimulando a andlise ¢ comparagio de ideias, promovendo a discussao de erros ¢ identi-
ficando as ideias matemadticas importantes de cada tarefa. Desta forma, ele é o promotor,
em primeira andlise, do ambiente de sala de aula que permite esta cultura dial6gica de
construcio do conhecimento (Wells, 2000) e, em segunda andlise, da orquestracio do
processo que conduz A formulagio de generalizagdes e & necessidade de emergéncia da
simboliza¢io como recurso para a expressio dessas generalizagoes.
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Resumo. Este artigo reporta-se ao desenvolvimento da generalizagio enquanto processo de racio-
cinio matemdtico, no 4mbito de uma experiéncia de ensino de promogéio do pensamento algébri-
co em alunos do 4.° ano de escolaridade. Analisa os momentos de discussdo coletiva de trés tarefas
em aula, relativas a diferentes fases da experiéncia de ensino, e procura compreender como a gene-
ralizacdo emerge e se desenvolve ao longo do tempo nas priticas sociais de sala de aula, tendo em
conta uma perspetiva dialégica de construgao do conhecimento matemdtico. As aulas que dizem
respeito a este estudo foram conduzidas pela investigadora (a primeira autora), tendo-se recorrido,
essencialmente, ao registo video das aulas para recolha dos dados. O estudo demonstra a impor-
tancia dos momentos de discussdo coletiva para a emergéncia e evolugio da generalizagio e o sur-
gimento e maturagdo da linguagem simbdélica matemdtica como recurso para a expressio da gene-
ralizacdo. Os alunos comecam a encontrar formas de expressio das relacbes numéricas subjacentes
A estratégia de cdlculo explorada na primeira tarefa, fazendo emergir a generalizagao dessas relagées
matemdtica e, posteriormente, jd conseguem expressar com bastante facilidade a generalizacio em
linguagem natural e comegam a evidenciar que estao num processo de atribuigio de valor e senti-
do i linguagem matemdtica simbdlica, enquanto expressio da generalizagdo. O processo de desen-
volvimento da expressao da generalizagio descrito neste estudo evidencia a sua construgio coleti-
va, onde o produto final é resultado do trabalho da turma enquanto comunidade de investigacéo.

Palavras-chave: pensamento algébrico, generalizagdo, simbolizacdo, discussdo coletiva, perspe-
tiva dialégica.

Abstract. This paper focuses on the development of the generalisation as a process of mathema-
tical reasoning, in a context of a teaching experiment to promote algebraic thinking in one grade
4 class. It analyses the moments of collective discussions of three mathematical tasks explored in
the classroom, in different stages of the teaching experiment, to understand how generalisation
emerges and develops over time in the context of classroom social practices, according to a dia-
logic inquiry of mathematical knowledge construction. The lessons were taught by the researcher
(the first author) and the data were collected by video recordings. This study shows the importan-
ce of the collective discussion moments to the emergence and evolution of the generalisation and
to the appearance and maturation of symbolic mathematical language as a tool to the generalisa-
tion expression. Generalisations start to emerge as students begin to find ways of expressing the
numerical relationships according to the computation strategies they explored in the first task. In
the second and third tasks discussed in the paper, they already are able to express easily the gene-
ralisation in natural language and start to give evidence of being in a process of meaning making
of symbolic mathematical language, as a form of expression of generalisation. The process of deve-
lopment of the generalisation expression described in this study reflects its collective construction,
as the final product results from the work of the class as a community of inquiry.
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Key-words: algebraic thinking, generalisation, symbolisation, collective discussion, dialogic
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