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Introdugio

Na nossa sociedade, faz parte do senso comum considerar que a Matemdtica desenvol-
ve o raciocinio. No entanto, o préprio raciocinio é necessirio para a compreensao desta
ciéncia. Para compreender um conceito em Matemdtica nio basta conhecer a sua defini-
¢lo, requer também perceber o modo como o conceito se relaciona com outros concei-
tos e como pode ser usado. A compreensao de procedimentos envolve perceber a razio
por que funcionam, como podem ser utilizados e como podem ser interpretados os seus
resultados (NCTM, 2009). Deste modo, desenvolver a capacidade de raciocinio mate-
mitico dos alunos nao se resume a memorizar conceitos e procedimentos rotineiros. Pelo
contrdrio, centrar a aprendizagem na memoriza¢do promove nos alunos uma visao da
Matemidtica como um conjunto de regras desconexas e nio como uma ciéncia légica e
coerente (ME, 2007).

A importancia do raciocinio matemdtico ¢ sublinhada por Russel (1999), que indica
o seu lugar central na aprendizagem da Matemdtica. O atual Programa de Matemdtica do
ensino bdsico (ME, 2007) também destaca o raciocinio matemdtico que apresenta como
capacidade transversal a desenvolver ao longo da escolaridade. Os objetivos de aprendiza-
gem para o 3.° ciclo incluem, nomeadamente: (i) formular, testar e demonstrar conjetu-
ras; (ii) distinguir entre uma demonstragio e um teste de uma conjetura e fazer demons-
tracoes simples; (iii) identificar e usar raciocinio indutivo e dedutivo; (iv) compreender o
papel das definicoes em Matemadtica; (v) distinguir uma argumentagio informal de uma
demonstragio; e (vi) selecionar e usar vdrios tipos de raciocinio e métodos de demonstra-
¢ao (ME, 2007).

Promover o raciocinio matemdtico dos alunos é um aspeto central do trabalho do
professor (Lannin, Ellis, & Elliot, 2011) que, no entanto, tem sido muito pouco investi-
gado. Para progredirmos na compreensio desta questdo, um passo fundamental é conhe-
cer melhor os processos de raciocinio dos alunos. Assim, o nosso objetivo ¢ analisar os
processos de raciocinio de alunos do 7.© € 9. anos na resolugio de tarefas de cunho al-
gébrico envolvendo propriedades dos conjuntos numéricos Z e R. Pela sua importincia,
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centramos a nossa atengdo na generalizagio e na justificagio enquanto processos-chave
de raciocinio matemdtico e consideramos as representacoes usadas e os processos de sig-
nificagio envolvidos, dada a sua estreita relagio com o raciocinio.

Raciocinio matematico

Generalizagao e justificagio

Raciocinar ¢ fazer inferéncias, ou seja, usar a informagio existente para chegar a novas
conclusées. Assim, Oliveira (2008) carateriza o raciocinio matemdtico como «um con-
junto de processos mentais complexos através dos quais se obtém novas proposicoes
(conhecimento novo) a partir de proposicdes conhecidas ou assumidas (conhecimento
prévio)» (p. 3). No entanto, esta caraterizagio acomoda perspetivas diversas sobre o ra-
ciocinio matemdtico. Por exemplo, Aliseda (2003) identifica este raciocinio com inferén-
cia légica, caraterizada pela existéncia de uma relagio necessdria entre premissas e con-
clusio e pela irrefutabilidade das conclusées, concebendo o raciocinio matemdtico numa
perspetiva dedutiva. Outros autores, alargam o raciocinio matemdtico ao campo indu-
tivo, em que se formula uma generalizagdo a partir da identificagio de uma certa carac-
terfstica comum a diversos casos, ¢ abdutivo, em que se formula uma generalizacao esta-
belecendo uma relagao entre diversos aspetos de certa situagio (Rivera & Becker, 2009).
Por exemplo, Russel (1999) refere que, na aprendizagem da Matemdtica, o raciocinio é
«0 que usamos para pensar sobre as propriedades de um determinado objeto matemdtico
e desenvolver generalizacbes que se apliquem a toda a classe de objetos» (p. 1). Também
Lannin, Ellis e Elliot (2011) consideram que o raciocinio matemadtico é «um processo
evolutivo de conjeturar, generalizar, investigar porqué ¢ desenvolver e avaliar argumen-
tos» (p. 10). Deste modo, raciocinar matematicamente pode dizer respeito tanto a aspe-
tos légicos como a processos intuitivos, incluindo a formulagio de novas ideias ¢ a con-
secucio e validagao de novas conclusoes.

Os processos de raciocinio incluem a formulagio de questoes, a formulagio e teste
de conjeturas e a realizagdo de justificagdes. Conjeturar consiste em raciocinar sobre as
relagbes matemdticas para desenvolver afirmacoes que tém o intuito de ser verdadeiras,
mas que nio se conhecem como tal (Lannin, Ellis, & Elliot, 2011). Ao fazé-lo, os alunos
identificam pontos comuns entre vdrios casos, desenvolvendo generalizagoes que os le-
vam a usar e clarificar o significado de conceitos, simbolos e representagdes. Muito mais
do que afirmacoes sobre objetos particulares, a Matemdtica procura fazer afirmagoes ge-
rais sobre grandes classes de objetos. Por isso, a generalizacio constitui uma modalidade
particularmente importante de formulagio de conjeturas.

Na formulagao de generalizacdes, Galbraith (1995) distingue entre os alunos que se-
guem abordagens empiricas, testando alguns casos, ¢ os que seguem uma abordagem de-
dutiva. Nos que seguem abordagens empiricas, este autor distingue ainda dois grupos:
os que fazem testes ao acaso, de modo arbitrdrio, ¢ aqueles em que a escolha dos casos a
testar ¢ guiada pela sua compreensio do dominio da conjetura que estd a ser testada. Por
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seu lado, os alunos que seguem abordagens dedutivas enfrentam trés etapas: (i) «reconhe-
cer a relevincia de um certo principio externon; (ii) «reconhecer o modo em que o prin-
cipio ¢ til»; e (iii) «aplicar o principio apropriadamente» (Galbraith, 1995, pp. 415-6),
podendo o insucesso ou o erro ocorrer em qualquer das etapas.

No final do ensino bésico, espera-se que os alunos sejam capazes de justificar afirma-
¢oes apoiando-se em procedimentos, propriedades e definicoes matemdticas (ME, 2007).
Contudo, os resultados de investigagio realizada em diversos paises indicam que «ape-
nas a um nivel avancado os alunos reconhecem a necessidade de raciocinio convincente
com base num conjunto de pressupostos explicitos» (Galbraith, 1995, p. 412). Por isso,
¢ necessdrio que os alunos sejam incentivados a apresentar justificages, ainda que sem o
rigor associado & demonstragio matemdtica formal. Como indicam Lannin, Ellis e Elliot
(2011), deve procurar-se que os alunos (i) facam justificacdes através de argumentos 16-
gicos baseados em ideias j4 compreendidas anteriormente, (i) justifiquem refutagoes
partindo do facto de uma determinada afirmagio ser falsa, (iii) avaliem a validade dos
argumentos utilizados, (iv) tenham presente que uma justificacio matemdtica nao ¢ um
argumento baseado na autoridade, percecdo, senso comum ou exemplos particulares, e
(v) procurem justificar o porqué de uma generalizacio ser verdadeira ou falsa investigan-
do quais os fatores que podem influenciar essa generalizacio. No que respeita a refutagio
de afirmagées, Galbraith (1995) indica que os alunos mostram muitas vezes dificuldade
em compreender que um contraexemplo de uma afirma¢ao matemadtica deve satisfazer as
condi¢des dadas e violar as suas conclusées e também dificuldade em aceitar que um s6
caso seja suficiente para refutar uma afirmacio. Por seu lado, Lithner (2000, 2003, 2008),
em diversas investigacdes sobre os processos de raciocinio dos alunos, indica que estes, na
resolugio de tarefas, tendem a focar-se sobretudo no que lhes é familiar e no que recor-
dam a um nivel superficial, dando pouca atengio as propriedades matemdticas dos con-
ceitos envolvidos, mesmo quando estes poderiam proporcionar fortes progressos. Refere
que, nos poucos casos em que as estratégias dos alunos se apoiam em conceitos matemd-
ticos relevantes, o raciocinio tende a ser dominado por imagens guardadas na meméria
e por rotinas familiares. Assumindo que a explicacdo e justificagio de conclusées permi-
tem aos alunos evidenciar e esclarecer o seu raciocinio (NCTM, 2007), cabe ao professor
criar situagdes em que a justificagdo tenha um papel central.

Azevedo (2009) procura compreender como se desenvolvem os processos de racio-
cinio usados por alunos do 10.° ano com diferentes niveis de desempenho escolar em
Matemitica, a partir do trabalho numa unidade de ensino sobre Fun¢oes. Os resultados
sugerem que os alunos, para além da aprendizagem com significado das func¢des, desen-
volveram diversos aspetos da sua capacidade de raciocinio: (i) a realizacio de tarefas de
exploragio e investigagio promoveu a identificacio de regularidades e a formulacio, tes-
te e justificagdo de conjeturas; (ii) a realizacdo de relatdrios escritos e apresentagdes orais
desenvolveu a capacidade de justificar processos e a compreensdo da sua necessidade; e
(iii) as discussoes e reflexdes sobre a resolugio das tarefas promoveram a clarificagao de
pensamentos intuitivos e alargamento das estratégias usadas pelos alunos. Também Hen-
riques (2011), ao analisar os processos de raciocinio de alunos do ensino superior no qua-
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Figura 1.—Quadro conceptual para o estudo do raciocinio matemdtico
(adaptado de Mata-Pereira & Ponte, 2011)

dro de uma experiéncia de ensino baseada na resolugao de problemas e na realizagio de
atividades de investigacdo, considera que as tarefas propostas aos alunos permitiram-lhes
o contacto com diversos processos matemdticos, como a formulagio de questoes e con-
jeturas, o teste ¢ a justificacdo de conjeturas e levam-nos a compreender a necessidade de
justificar as conjeturas que pensam ser verdadeiras.

Um quadro conceptual para a andlise do raciocinio que relaciona a generalizagio e
a justificagio com os raciocinios indutivo e dedutivo, bem como com a formulagio de
questoes ¢ conjeturas encontra-se na Figura 1. O raciocinio matemdtico, corresponden-
do 4 zona central da figura, apoia-se nas representagées e articula-se com os processos de
representagio e significacao (sense making). Atendendo a impossibilidade de aceder dire-
tamente ao raciocinio dos alunos, as representagdes que estes usam para comunicar esse
raciocinio sdo fundamentais. Por outro lado, os processos de significagio em articulagio
com o raciocinio matemdtico sio essenciais para uma compreensao efetiva da Matemdti-
ca (NCTM, 2009). Os raciocinios indutivo e abdutivo ocorrem sobretudo durante a for-
mulagio de conjeturas, enquanto o raciocinio dedutivo tem lugar em especial durante o
teste ¢ a justificagdo (figura 1).

Representagao e significagao

O programa de Matemdtica do ensino bésico (ME, 2007) salienta o importante papel
das representagoes matemdticas em toda a aprendizagem, sugerindo que «o trabalho com
os conceitos matemdticos mais importantes deve envolver, sempre que possivel, mais
do que uma forma de representacio» (p. 9) e destacando a necessidade dos alunos com-
preenderem e saberem usar diferentes representacoes. Ao acederem s representagbes ma-
temdticas e as ideias que estas expressam, 0s alunos adquirem um conjunto de ferramen-
tas que ampliam a sua capacidade de pensar matematicamente (NCTM, 2007). Deste
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modo, compreender os modos de interpretacio e de raciocinio dos alunos sé é possivel
a0 observar as suas representagoes (NCTM, 2007).

Tal como o raciocinio matemdtico, também a representagao ¢ um conceito complexo
que pode ser abordado de diversos modos. Por exemplo, Goldin (2008) considera que
uma representagio é uma configuragio que pode substituir, sugerir ou simbolizar um ob-
jeto que estd a ser representado. Pelo seu lado, Duval (2006) destaca que os objetos mate-
mdticos nunca devem ser confundidos com a sua representagio, sublinhando que este ¢
um dos maiores problemas na compreensio matemdtica pois nao ¢ possivel aceder a um
objeto matemdtico sem ser através das suas representagoes.

Ambos os autores distinguem representa¢ées externas e internas. Goldin (2008) sa-
lienta que as representagoes internas se relacionam com os sistemas de representagio psi-
coldgica dos individuos que nio podem ser diretamente observadas por terceiros. Este
autor indica que as representagdes internas constituem sistemas interrelacionados que
permitem ao individuo produzir um vasto leque de representagoes externas. Duval (2004,
20006) refere duas transformacées de representagoes externas distintas, os tratamentos e as
conversoes. Os tratamentos consistem em transformagoes dentro de um mesmo registo
de representagdo, como resolver uma equagio ou completar uma figura utilizando crité-
rios de simetria. As conversoes sio transformagoes entre registos de representacio, trans-
formando a representagio de um objeto, situagdo ou informagio dada num dado registo
numa representacdo num outro registo de representagio. Sao exemplo de conversoes a
passagem de uma representagio algébrica de uma fungao para a sua representagio grafica
ou a passagem de uma descri¢io ou de uma relagio em linguagem natural para notagao
algébrica. Esta mudanca de registo de representagio nem sempre é simples, mas muitas
vezes ¢ necessdria para uma compreensio adequada do objeto em questao. O desenvolvi-
mento do raciocinio passa, assim, pela distingao entre representante e representado ¢ pela
diversificagdo e coordenagio dos diferentes registos de representagao (Duval, 2004).

Os processos de significagao tém também um papel importante no desenvolvimento
do raciocinio matemdtico na medida em que, sem eles, nio é possivel estabelecer as cone-
x0es necessdrias para formular, testar e justificar conjeturas. A significagio consiste em es-
tabelecer relagdes com o conhecimento existente de modo a desenvolver a compreensio
de uma situagio, contexto ou conceito (NCTM, 2009), nio se resumindo portanto ao
estabelecimento de conexdes. Neste sentido, tanto a significagio pode ser assumida como
um aspeto do raciocinio, como o raciocinio pode ser assumido como um aspeto da sig-
nificacdo. A significagdo, como aspeto do raciocinio, contribui para identificar elementos
comuns em determinadas observacoes e perceber como tais elementos estabelecem cone-
x0es com situagoes anteriores (NCTM, 2009). O raciocinio dedutivo, enquanto aspeto
da significa¢do, ajuda a compreender o significado do que estd a ser demonstrado, a ver
o que é verdade mas também porque ¢ verdade (Hanna, 2000). Esta relacdo entre racio-
cinio e significacdo, interligando processos informais e formais, constitui uma base para
o desenvolvimento dos conhecimentos e capacidades dos alunos (NCTM, 2009). Deste
modo, relacionar o raciocinio com as representagoes ¢ a significacio ¢ essencial nio sé
para o desenvolvimento do raciocinio mas também para a compreensido da Matemdtica.
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Metodologia de investigacao

O estudo apresentado neste artigo segue uma metodologia de investigagio qualitativa e
interpretativa (Bogdan & Biklen, 1994), de observagao participante (Jorgensen, 1989)
em duas turmas, uma de 7.° ¢ outra de 9.° ano, nas quais os professores trabalham com
o atual programa de Matemdtica (ME, 2007). Ambas as turmas tém um ambiente de
trabalho produtivo embora o desempenho dos alunos seja globalmente pouco satisfaté-
rio nesta disciplina. No 7.° ano, a investigadora (primeira autora) é professora da turma.
A tarefa é desenvolvida na sala de aula durante a lecionagio do tépico nimeros inteiros
e a recolha de dados é realizada dentro e fora da sala de aula, sendo entrevistados quatro
alunos cujo desempenho se destaca claramente dos restantes, tendo em vista esclarecer
os seus processos de raciocinio. Assim, a recolha de dados tem por base entrevistas indi-
viduais (videogravadas ¢ denominadas E1-4), tendo em vista conhecer os processos de
raciocinio dos quatro alunos, e secundariamente a observagio das aulas (com registo de
notas de campo). No 9.° ano, o trabalho foi realizado em colabora¢io com o professor
de uma turma, que lecionou as respetivas aulas. A recolha de dados ¢ realizada na sala
de aula, durante a lecionagio dos tépicos niimeros reais e inequagdes, sendo a observa-
¢io (com videogravacio e denominada Al) realizada pela primeira autora que também
acompanhou os alunos na realizacao das tarefas. Em ambos os casos é também realizada
andlise documental de produgées escritas dos alunos. A mudanca na estratégia da recolha
de dados do 7.° ano para 0 9.° ano teve em vista prestar maior atengio aos processos de
raciocinio dos alunos no ambiente natural da sala de aula. Atendendo 4 dificuldade em
conseguir uma observagio aprofundada pelo préprio professor da turma, no papel de in-
vestigador, foi solicitada a colaboragio de outro professor. Os dados assim recolhidos na
sala de aula tornaram desnecessdrias as entrevistas aos alunos do 9.° ano.

A tarefa apresentada aos alunos do 7.° ano integra uma questio subdividida em seis
alineas (Figura 2) cujo principal objetivo é levar os alunos a inferir algumas propriedades
da multiplicagio de ntimeros inteiros. As questoes 4 e b pretendem que os alunos reco-
nhecam que a multiplicagio constitui uma estratégia mais eficaz que a adi¢ao sucessiva
para a resolucio de certos problemas. Em particular, a questdo & visa a generalizagio da
transformacio da adi¢do sucessiva de parcelas iguais numa multiplicaco, a partir do seu
conhecimento da propriedade andloga dos niimeros naturais, ji usada em ciclos anterio-
res. As questoes ¢, d, e ¢ fvisam a associagdo da multiplicagao de niimeros inteiros a adi-
Ao sucessiva de parcelas iguais de modo a que posteriormente os alunos identifiquem al-
gumas propriedades da multiplicagao neste conjunto numérico, nomeadamente quanto
ao sinal do produto de dois niimeros inteiros (figura 2).

No que se refere ao 9.° ano, debrucamo-nos sobre quatro questdes de uma tarefa re-
lativa ao tépico dos niimeros reais que tem como principal objetivo explorar proprieda-
des de expressoes envolvendo operagoes com ntimeros reais e a raiz quadrada (figura 3).
A resolugio da questao 2 implica uma andlise cuidada da questio 1, sendo insuficiente a
aplica¢do direta de um procedimento de cdlculo. A questio 2 e de modo mais explicito
a questdo 3 tém como objetivo a generalizagio de conclusdes passiveis de obter na ques-
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1. Dos numeros naturais aos numeros inteiros.
Observa as seguintes expressoes:
3+3+3+3+3+3+3+3+3+3 T+74+7+7+7
a. Determina o resultado das expressdes. Explica como chegaste as respostas.

b. Tenta encontrar uma regra que permita obter o resultado das mesmas
expressdes sem utilizar a adicdo.

c. Representa as expressdes seguintes utilizando a multiplicagdo:
(-3)+(=3)+(-3) D+ED+(ED+(D+ (-9

d. Determina o resultado das expressdes anteriores.

e. Determina o resultado das expressdes seguintes:
(-3)x5 5% (-2) (+4) x (+6)

f. Tenta encontrar uma regra que permita determinar a multiplicacdo de dois
numeros inteiros se forem:
i. Ambos positivos
ii. Um negativo e um positivo
iii. Ambos negativos
Todos os nimeros inteiros seguem a regra que encontraste? Investiga.

Figura 2.—Tarefa: Propriedades dos niimeros inteiros (7.° ano)

1. Determina o valor exato das seguintes expressdes:

2)/4x16 b)~/25 x 144 €36 x 2 d) fie

4

2. Observa atentamente os resultados obtidos em 1. Tenta encontrar uma regra
que permita obter mais facilmente o valor das expressdes:

a) Jax b (a e b nio negativos) b) Ja " . o
— (a ndo negativo e b positivo
,{ 5 ( eg positivo)

3. Todos os niimeros reais seguem as regras que obtiveste? Investiga.
4. Observa a igualdade /1 + /0 = +f1 + 0 . Serd que, para quaisquer valores
reais a e b, é verdade que Ja + b = fa+ b ?Justificaatua resposta.

Figura 3.—Tarefa: Propriedades dos ntimeros reais (9.° ano)

tao 1. A questdo 4 visa levar os alunos a verificar que nem todas as expressoes envolvendo
operagdes com numeros reais e raizes quadradas tém as mesmas propriedades, pretenden-
do-se que encontrem um contra exemplo para a afirmacio apresentada, verificando que,
apesar da primeira igualdade ser verdadeira, a sua generalizagio nio o é.

Neste artigo analisamos os dados relativos a quatro alunos da turma do 7. ano e trés
alunos da turma do 9.° ano que, em ambos os casos, se situam entre os de melhor de-
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b. Tenta encontrar uma regra que permita obter o Itado das expressd
sem utilizar a adi¢do. . \
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Figura 4.—Resolucio de Cdtia da questio &

sempenho nas respetivas turmas, selecionados dada a expectativa de apresentarem racio-
cinios mais elaborados e interessantes. Atendendo ao objetivo do estudo, a andlise dos
dados ¢ realizada segundo duas categorias referentes a processos de raciocinio, generaliza-
¢do e justificagdo. Sao ainda consideradas para a andlise duas dimensoes transversais, re-
presentagoes e processos de significacio. Relativamente as representagoes e processos de
significagao analisamos os tipos de transformacoes usadas, nomeadamente tratamentos
e conversoes, bem como o desenvolvimento da compreensio da situagio, contexto ou
conceito.

Generalizacao

7.2 ano

Os processos de generalizacio dos alunos do 7.° ano na resolugio da tarefa sio visiveis
essencialmente nas questdes b, ¢ e f. Na questdo & ¢é solicitada uma generalizagio da pro-
priedade que, no conjunto dos niimeros naturais, permite a transformagao de uma adi-
Ao sucessiva numa multiplicacdo. Na questdo ¢ é necessdria uma generalizacao da pro-
priedade anterior ao conjunto dos niimeros inteiros e, na questio f, uma generalizacio
de algumas propriedades da multiplicacdo de niimeros inteiros.

Ainda que a tarefa esteja construida com o intuito de promover tais generalizacoes,
alguns alunos nao as conseguem formular, como ¢é o caso de Cdtia na questao &, onde
apresenta a multiplicagdo correspondente a cada uma das expressoes, seguida de um es-
clarecimento em linguagem natural escrita (Figura 4).

Questionada no sentido de obter uma generalizacio, a aluna apenas consegue apre-
sentar a propriedade em questdo recorrendo a casos particulares:

INVESTIGADORA: E se eu quiser para um nimero qualquer, qual era a regra?

Caria: Entao, fazia-se igual s6 mudava-se os nimeros.
INVESTIGADORA: Nio, mas explica-me o que ¢ isso de fazer igual, como ¢é
que fazias?

Cér1a: Contdvamos cada niimero, como aqui, contamos cinco setes, entao
fazemos sete vezes cinco.
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b. Tenta encontrar uma regra que permita obter o resultado das mesmas expressdes

sem utilizar a adi¢3o.
il 40 x (+3)=

Conto quentos Y27 la estco e ﬁ"L‘“‘P"‘.“‘ 0 Ninyo

W Vén €S  por T8

Figura 5.—Resolucao de Tatiana da questio &

INVESTIGADORA: (...) Mas voltaste a pegar neste exemplo (...) Diz-me, se
eu tiver um ndmero qualquer repetido nao sei quantas vezes, como é que
eu fago?

Caria: Fazemos o mesmo, contamos quantas vezes é que hd o nimero e
depois fazemos ... Por exemplo, dois vezes vinte ... (E1)

Cdtia, nesta questdo, tem facilidade nos tratamentos dentro da linguagem simbdlical,
visto que realiza a transformacio da adicio sucessiva para a multiplicacio. Durante a
resolugdo inicial e o questionamento apresenta facilidade nas conversoes entre a lingua-
gem simbolica sem varidveis e a linguagem natural escrita e oral. Estabelece uma conexio
entre uma propriedade conhecida e a situagio particular presente na questao, desenvol-
vendo uma compreensio parcial da situagio referente aos casos apresentados. Por outro
lado, a aluna, como outros colegas, parece nio estar familiarizada com o conceito de re-
gra matemdtica, o que pode explicar a sua dificuldade nesta questdo. Neste sentido, a sua
compreensio da questdo é apenas parcial, visto que nio estabelece todas as conexées ne-
cessdrias para a formulacio de uma generalizacio apropriada, ainda que se trate de uma
propriedade que os alunos conhecem de anos anteriores. Quando ¢ esclarecido o que se
pretende com a questdo, apresenta dificuldades em generalizar, focando-se sempre em ca-
sos particulares e ndo apresentando uma conjetura valida para qualquer ndmero natural.
Outros alunos, para formularem as suas generalizacoes, baseiam-se em casos particulares
ja obtidos em questoes anteriores. Tatiana, por exemplo, apresenta para a questao b uma
resposta muito semelhante a de Citia, ainda que se foque apenas numa das expressoes do
enunciado (figura 5). Contudo, quando lhe é indicado o que se entende por regra, apre-
senta de imediato a generalizagio pretendida.

INVESTIGADORA: Aqui escreveste para esta expressao especifica. Uma regra,
quando se fala em regra, ¢ para o geral, para qualquer ndmero. (...) Se fos-
se agora, para tu me dizeres a regra, como é que a dizias?

Tariana: Multiplicar o niimero de vezes que o nlimero se repete por esse
ndimero. (E2)
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a. Determina o resultado das expressdes. Explica como chegaste as respostas.
3483312 rg T2 43+ 3+BIH=10XD3e
LEFAIFFE+E DSF 8%

Figura 6.—Resolugio de Bruno da questio «

b. Tenta encontrar uma regra que permita obter o resultado das mesmas expressdes
sem utilizar a adigio.
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Figura 7.—Resolugio de Bruno da questio &

Bruno, logo na questio «, indica explicitamente a transformagio da adigdo sucessiva
numa multiplicacio, apresentando-a formalmente em linguagem simbélica (Figura 6).
Na questdo seguinte, Bruno indica na sua resposta inicial uma regra que pode ser uti-
lizada para qualquer das expressoes apresentadas e para outras idénticas, identificando
ainda que a regra pedida j4 foi utilizada na resolugio da questdo anterior, ainda que nio
o tivesse evidenciado anteriormente. Apesar da primeira resolucio estar um pouco confu-

sa na linguagem natural escrita (Figura 7), oralmente o aluno consegue expressar a regra
de modo bastante melhor.

Bruno: Foi aquela que utilizamos no exercicio anterior.
INVESTIGADORA: Que é como? Explica-me essa regra.

Bruno: Contarmos o niimero de vezes que o ndmero aparece ¢ é esse nd-
mero de vezes multiplicado por o ntimero que aparece. (E3)

Na questdo e, Bruno generaliza facilmente os resultados obtidos em ¢ e 4. Ainda que a
sua justificagdo seja sucinta, é percetivel 0 modo como utiliza casos anteriores para obter
uma generalizagio:

Era ficil. Fizemos como se nio tivesse o menos ali e multiplicdimos cin-
co vezes trés que dd quinze. Como nés fizemos ali atrds, que ia dar menos,
porque niimero negativo vezes nimero positivo vai sempre dar negativo.

(Bruno) (E3)
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Tatiana e Bruno tém facilidade nos tratamentos em linguagem simbdlica sem varidveis e
nas conversoes entre linguagem simbdlica sem varidveis e linguagem natural. Na questao
b, ambos formulam a generalizagio pretendida aparentemente sem recorrer a casos par-
ticulares. Uma vez que jd anteriormente tinham utilizado a propriedade em questio para
casos particulares, a generalizacdo parece advir de um processo indutivo. Na questio e,
Bruno apresenta parcialmente a generalizagio que viria a ser solicitada na questao f, em
que, a partir de casos particulares, identifica que a multiplicagio de dois ndmeros inteiros
¢ semelhante a de dois niimeros naturais, a exce¢io do sinal. Ao formularem as generali-
zagoes, ambos alunos evidenciam, nas duas questoes, uma compreensio da situagao de-
senvolvida pelas conexdes estabelecidas. Na questao 4, as conexoes sio estabelecidas entre
as expressoes apresentadas nesta questdo e nas anteriores, o conceito de regra matemdtica
e a propriedade que permite a transformagio de uma adicio sucessiva numa multiplica-
¢i0 no conjunto dos nimeros naturais. Na questdo e, as conexoes sdo estabelecidas entre
as expressoes apresentadas nesta questdo e nas anteriores, as nogoes da multiplica¢do com
nimeros naturais e com nimeros inteiros.

Noutras situagoes os alunos utilizam propriedades matemdticas para formular genera-
lizagbes, sem recorrer visivelmente a casos particulares. Assim, na questao ¢, Pedro gene-
raliza para uma situagao com ntimeros inteiros, a propriedade que permite transformar a
adicio sucessiva numa multiplicagio:

Aqui menos trés estd a repetir-se trés vezes, ai eu multipliquei menos trés
vezes trés, que é o niimero de vezes que ele se repete. Aqui a mesma coisa,
0 menos quatro repete-se Cinco vezes, eu multipliquei 0 mMenos quatro ve-

zes cinco. (Pedro) (E4)

A generalizacdo utilizada na questéo ¢ é igualmente visivel na questao e, em que o aluno,
ao sentir dificuldades na multiplicagao de ndmeros inteiros, recorre novamente 2 adicio,
apesar de no o apresentar na sua folha de respostas. No entanto, para o caso particular
da primeira expressio, consegue concluir facilmente que o resultado da adicio sucessiva
tem alguma semelhanca com a multiplicagio de niimeros naturais, embora com um re-
sultado negativo:

Af eu tive um pouco mais de dificuldade, mas eu consegui fazer. O menos
trés estava a repetir-se cinco vezes, eu coloquei menos trés, mais menos trés
e assim sucessivamente até dar vezes cinco, que ¢ quinze. Trés vezes cinco

¢ quinze, negativo. (Pedro) (E4)

Tatiana, na questdo ¢, generaliza para os ndmeros inteiros a regra encontrada na ques-
tdo b, a partir de uma propriedade jd conhecida para o conjunto dos ndmeros naturais:

Contei o ndmero de vezes que se repete e depois multipliquei pelo niime-

ro. (Tatiana) (E2)

Na questdo f; a grande maioria dos alunos obtém as regras pretendidas, em particular no
que respeita ao sinal do resultado. Bruno, além de indicar o sinal do resultado, refere ain-
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f. Tenta encontrar uma regra que permita determinar a multiplicagio de dois
ndmeros inteiros se forem:

i Ambos positivos
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Figura 8.—Resolugio de Bruno da questio f

da a «multiplicagio de ambos os nimeros» (figura 8) que tem subjacente a nogao de valor
absoluto dos ntimeros em questao.

Pedro e Tatiana, na questao ¢, utilizam alguns tratamentos na linguagem simbdlica
durante a sua resoluco inicial e realizam com facilidade conversoes entre a linguagem
simbolica e a linguagem natural oral. J4 na sua resposta na questdo f; Bruno utiliza ape-
nas linguagem natural escrita, nio realizando transformagées entre representacoes. Nes-
tas questoes, os alunos utilizam generalizacdes baseadas essencialmente em propriedades
matemdticas conhecidas, ainda que muitas vezes ndo as explicitem. Em particular, na
questdo f; os alunos parecem recorrer a propriedades ja conhecidas para o conjunto dos
ndmeros naturais, ao conceito de valor absoluto de um ndmero, ainda que nio o eviden-
ciem, e também a regras prdticas que j4 conhecem da simplificagao de expressées numéri-
cas envolvendo adicoes e subtragdes (ao referirem, por exemplo, que «<menos com menos
vai dar mais» (Bruno) E3). Considerando as auséncias de justificagio para as generaliza-
coes obtidas, os processos de significagio parecem ser de algum modo incompletos, su-
gerindo uma compreensio reduzida das generalizagdes obtidas. Na questao ¢, os alunos
generalizam com facilidade a propriedade da multiplicagio enquanto adi¢do sucessiva
dos niimeros naturais para os nimeros inteiros, estabelecendo conexdes entre as proprie-
dades nestes dois conjuntos. Na questdo f; parecem estabelecer conexdes entre as regras
préticas j4 utilizadas e a multiplicagio de nimeros inteiros. Um dos alunos (Bruno) es-
tabelece ainda conexdes entre a multiplicagio de nimeros naturais e a multiplicagao de
numeros inteiros utilizando o valor absoluto. Todas estas conexdes parecem ser feitas de
um modo imediato e pouco consciente, o que leva os alunos a generalizagoes vilidas, mas
também a uma compreensio reduzida dessas mesmas generalizacoes.
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Determina o valor exato das seguintes expressdes:
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Figura 9.—Resolucao de Gustavo da questio 1

9.° ano

No 9.0 ano, os processos de generalizagio utilizados na resolu¢io da tarefa sobre ntimeros
reais sdo visiveis essencialmente nas questoes 2 ¢ 4. Na questdo 2 ¢ solicitada uma gene-
ralizacio de uma propriedade da multiplicagio de raizes quadradas. Na questio 4 ¢é apre-
sentada uma generalizacio que deve ser identificada pelos alunos como nao sendo vélida.

Algumas das generalizagoes dos alunos siao baseadas em casos particulares, nomeada-
mente casos jd utilizados em questdes anteriores. Na questdo 2, Iris mostra dificuldade
na compreensio do enunciado, referindo primeiramente uma resposta que salienta ape-
nas a informacéo dada de que a e b so ndo negativos, sendo conduzida pela investigado-
ra a analisar novamente o enunciado, enfatizando a utilizagio da questao anterior. Nesta
questdo, a aluna encontra um processo alternativo para encontrar o resultado:

Ir1s:Entio, a raiz quadrada de quatro ... Dois.

Iris: A raiz quadrada de dezasseis, a raiz quadrada de dezasseis, ¢ oito ...
Nao ¢ oito, também ndo ¢é oito! (...) E quatro. (...) Quatro vezes dois,
oito. (A1)

Depois de encontrar uma alternativa para resolver as alineas da questao 1 em que a apli-
cagio direta de procedimentos de célculo jé nio ¢é suficiente, Iris tem facilidade em rela-
cionar a questdo 1 com o que ¢ solicitado na questao 2, ainda que esta tltima envolva ji
a linguagem simbdlica com varidveis:

Entao, se ... Raiz quadrada de a vezes raiz quadrada de b ... E igual 4 raiz
quadrada de a vezes b. (Iris) (A1)
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Tenta encontrar uma regra que permita obter mais facilmente o valor das expressdes:
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Figura 10.—Resolucgao de Gustavo da questao 2

Observa a igualdade: S /0 = +/1+ 0. Seré que para quaisquer valores reais & e b é verdade que
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Figura 11.—Resolucao de Afonso da questio 4

Gustavo, apoés realizar a questdo 1, tem facilidade em encontrar um processo alternati-
vo para a sua resolucdo, sem interven¢io da professora nem da investigadora (figura 9).
Apesar de estar claramente a responder 4 questdo 1, utiliza j4 uma generaliza¢io em lin-
guagem natural para o processo utilizado dado que nao refere o caso particular das raizes
quadradas de quatro e de oito, indicando apenas raizes quadradas em geral. Na questao
2, o aluno tem facilidade em converter para linguagem simbdlica com varidveis a genera-
lizagdo que obteve na questao 1 (figura 10).

Na questao 4, utilizando a igualdade dada e um caso particular adicional, Afonso for-
mula uma generalizagio sobre quais as situagdes em que a expressao dada é valida (figura
11).

Na passagem da questdo 1 para a 2, os alunos mostram facilidade na conversio de
linguagem simbdlica sem varidveis para linguagem simbdlica com varidveis. Na questao
1, Gustavo realiza também com facilidade e por iniciativa prépria, a conversio entre lin-
guagem simbdlica sem varidveis e linguagem natural escrita. Deste modo, Gustavo pare-
ce estar mais & vontade nas conversoes entre diversas representagoes. Na questo 2, os alu-
nos formulam a generalizagio pretendida recorrendo aos casos particulares utilizados na
questdo anterior. Para Gustavo esta generalizacio ¢ imediata, mas Iris inicialmente tem
dificuldades, muito provavelmente por nao interpretar o significado de «regra» no con-
texto da situagdo. Na questdo 4, Afonso formula uma generalizacio que nio era pedida
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Observa a igualdade: YA J6 = ~/1+ 0. Serd que para quaisquer valores reais @ e b é verdade que
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Figura 12.—Resolugao de Iris da questio 4

na questio, mas que advém de casos particulares que utilizou para verificar a validade da
generalizagio pretendida. Os trés alunos evidenciam nestas questdes uma compreensio
da situagio através das conexoes estabelecidas. Na questao 2 estabelecem conexées entre
os casos particulares apresentados na questdo anterior e a expressao algébrica apresentada
nesta questo e o conceito de regra matemdtica. A falha nesta tltima conexao leva a uma
dificuldade inicial para Iris, posteriormente superada. Na questio 4, Afonso estabelece
conexdes entre a igualdade numérica e a expressao algébrica apresentadas no enunciado,
algumas propriedades dos niimeros reais e alguns casos particulares que constréi partin-
do da expressao algébrica dada no enunciado.

Ainda que a utilizacio de casos particulares seja o processo mais utilizado para a for-
mulagio de conjeturas, em algumas situagoes os alunos mobilizam propriedades ma-
temdticas j4 conhecidas. Por exemplo, na questdo 4, Iris responde impulsivamente ba-
seando-se na propriedade da multiplicagao de raizes quadradas que obteve na questio 2,
sendo posteriormente guiada a rever a sua resposta:

Iris: (1& o enunciado da pergunta 4) Sim! E sim.

INVESTIGADORA: (aguardando algum tempo para que aluna completasse a
sua resposta, o que nio fez) Experimenta l4.

Iris: E, porque foi o que nés fizemos aqui (referindo-se a questéo 2)
INVESTIGADORA: E a mesma coisa? Experimenta.

Ir1s: C4 para mim ¢é sé com vezes. (Escreve o exemplo que experimenta en-
quanto fala) Raiz de 16 mais raiz de quatro d4 6. Agora, vinte ... Pois, ndo
vai dar, era suposto dar raiz de 36. (apaga o exemplo). Entao, ndo porque a
regra s6 resulta com a multiplicago ¢ a divisdo (figura 12). (A1)

Nesta questao, Iris utiliza primeiramente apenas a linguagem natural oral, complemen-
tando-a posteriormente com a linguagem simbdlica sem varidveis, realizando assim con-
versdes entre estas duas representagoes. Na utilizagio conjunta destas representacoes, a
aluna realiza ainda tratamentos em cada uma das linguagens. Apesar de, numa primeira
fase, a aluna validar erradamente a generalizacdo, uiliza propriedades matemdticas co-
nhecidas da questdo 2 para o fazer. Com alguma intervencao, a aluna consegue detetar
0 seu erro, recupera a mesma propriedade e utiliza o caso particular que selecionou para
formular outra generalizacio em que inclui implicitamente propriedades das quatro ope-
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ragdes no conjunto dos niimeros reais. Nesta questdo, a aluna, ao formular uma genera-
lizagao para uma propriedade da raiz quadrada nas vérias operagées, estabelece conexoes
entre o caso particular que utiliza, as propriedades obtidas nas questoes anteriores ¢ a
subtragio enquanto caso particular da adi¢do. Deste modo, demonstra uma boa com-
preensao da situacio que deriva dos processos de significacio que utiliza.

Justificagao

7.° ano

Nas justificagdes que apresentam para as suas resolucoes, os alunos baseiam-se por vezes
na autoridade, perce¢do, senso comum ou exemplos, o que compromete a validade das
suas justificacoes. Por exemplo, na alinea f; Bruno, apesar de ter facilidade em encontrar
o sinal para o resultado da multiplicacio, utiliza conceitos para justificar a sua resposta
que nio se adequam 2 situagdo ou invoca relagdes matemdticas demasiado vagas:

Bruno: Em ambos os ndmeros negativos, multiplicamos os dois ntimeros
e vai dar positivo.

InvesTIGADORA: Ok, quando sio os dois negativos vai dar positivo, porqué?
Bruno: Porque menos com menos vai dar mais.

INVESTIGADORA: Porque é que tu achaste que podias utilizar essas regras
(referindo-se as regras de sinais utilizadas anteriormente na simetria de nd-
meros inteiros) para a multiplicagao?

Bruno: Porque a multiplicagdo é como se tivesse a somar o niimero de ve-
zes o numero. Esta aqui, cinco vezes trés, é a mesma coisa que estarmos a
somar menos trés, mais menos trés, mais menos trés...

(...)

INVESTIGADORA: Podiamos usar umas regras que nao eram daqui, também
para aqui? Achas-te natural isso funcionar para aqui também?

Bruno: Eu achei natural.
INVESTIGADORA: Porqué?

Bruno: A Matemdtica também estd toda ligada! (E3)

Na ultima pergunta colocada na questdo f; Pedro justifica que a generalizacio pode ser
validada a partir de um grande niimero de casos particulares:

Porque ¢ a regra geral. Podemos ficar a vida toda fazendo isso, qualquer nd-
mero ia dar essa regra. (Pedro) (E4)

Bruno, também nesta tltima pergunta da questio f; apresenta apenas um exemplo para
um caso particular respeitante a segunda alinea (figura 13).
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Todos os nimeros inteiros seguem a regra que encontraste? Investiga.
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Figura 13.—Resoluc¢do de Bruno da tltima pergunta da questao f

Além de limitar a sua investigagio a um caso particular, o aluno assume a generalizacio
como verdadeira sem sentir efetivamente necessidade de a justificar:

INVESTIGADORA: Entio e ali em vez de estar um trés e um cinco estivesse
outro nimero?

Bruno: Era igual.
INVESTIGADORA: Qualquer nimero? Funcionava para qualquer nimero?
Bruno: Sim.

INVESTIGADORA: Porqué?

(...)

Bruno: Oh, porque tinha que dar, é assim, se os outros dao ... estes tam-
bém tinham que dar ... (E3)

Com excecio de Bruno, que utiliza na sua resposta a tltima pergunta da questio f'um
exemplo em linguagem simbdlica, os alunos utilizam apenas a linguagem natural oral ou
escrita para as suas justificagdes. Nestas justificacoes as questoes apresentadas, os alunos
utilizam ou o senso comum ou exemplos ou simplesmente a sua perce¢io da situagio.
Estas justificacdes remetem para uma incompreensio parcial da situacio, em que os alu-
nos, apesar de terem uma ideia correta, nio estabelecem as conexdes necessdrias para a
justificar de um modo matematicamente valido.

Ideias j4 compreendidas anteriormente, quando apresentadas de forma clara, podem
também constituir justificagoes validas. Nas justificagdes para as suas respostas as primei-
ras duas alineas da questéo f, Pedro refere:

PEDRO: A primeira foi ficil, porque j4 tinhamos feito jd hd muito tempo.
Ambos positivos. Eu coloquei um exemplo, quatro vezes quatro, dezasseis.
Portanto, se multiplicarmos um positivo com um positivo ia dar positivo.

INVESTIGADORA: E um negativo com um positivo?

PeDRO: Negativo. Fiz um exemplo, mas ai eu também pensei na soma. Um
negativo com um positivo ia dar negativo, portanto, menos trés mais me-
nos trés ia dar menos seis. (E4)
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a. Determina o resultado das expressdes. Explica como chegaste s respostas.
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Figura 14.—Resolugio de Tatiana da questdo a

Na sua resolugio na folha de respostas, Pedro utiliza a linguagem natural escrita para
apresentar as suas generalizagoes e a linguagem simbdlica sem varidveis para apresentar
um exemplo em cada alinea. Assim, ao apresentar a sua justificagio para as respostas da-
das, Pedro realiza conversoes entre a linguagem simbdlica sem varidveis e a linguagem
natural oral. Nestas primeiras alineas da questdo f; Pedro utiliza para as suas justificagoes
conhecimentos anteriores, propriedades matemdticas utilizadas nas questées anteriores
e apresenta também um exemplo em cada alinea, testando assim a sua conjetura, ainda
que para um caso particular. Neste sentido, Pedro desenvolve uma compreensio clara da
situagdo em questdo ao ser capaz de articular propriedades de védrios conjuntos numéri-
cos, as generalizacoes pretendidas e os casos particulares que seleciona.

Outra situagio que pode promover o desenvolvimento de justificagoes vdlidas é a uti-
lizagao de argumentos validos, como conceitos ou propriedades conhecidas. Na questao
a, Tatiana apresenta uma estratégia em que recorre a propriedade associativa da adicio,
ainda que a represente informalmente (figura 14).

Na mesma questdo, Pedro usa uma outra estratégia e explica do seguinte modo o pro-
cesso que utilizou:

Eu usei a multiplicagéo, como repetiu-se muitas vezes, eu fiz a maneira
mais rdpida. Aqui, o trés repetiu-se dez vezes, fiz trés vezes dez, deu trinta.
O sete repetiu-se cinco vezes, € trinta e cinco. (Pedro) (E4)

Nas questoes ¢, 4 e ¢, todos os alunos comegam por recorrer 2 adigdo sucessiva para en-
contrarem o resultado das expressoes (Figuras 15 e 16).

c. Representa as expressdes seguintes utilizando a multiplicacdo:

3X (53) A (BD+HEDHED s f (DD D+ D+ (D= 5 X (‘4)
=9 34 =YV P-F-gy. &
= -9 = w0

Figura 15.—Resolugio de Tatiana das questoes ¢ e o
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d. Determina o resultado das expressdes anteriores.
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e. Determina o resultado das expressdes seguintes:
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Figura 16.—Resolugio de Pedro das questoes 4 e ¢

Nestas questoes, os alunos justificam as suas resolugdes explicitando a estratégia utiliza-
da. Por exemplo, Pedro refere a ter adicionado as parcelas duas a duas e Bruno, apensar
de utilizar também a adicdo sucessiva, usa ainda exemplos concretos para os ndmeros
negativos:

Aqui, como era a primeira conta de multiplicacio negativa que eu tinha
feito, eu usei a soma e eu fiz dois a dois e aqui no final eu j4 coloquei logo

o resultado. (Pedro) (E4)

Estdvamos no piso menos quatro e tinhamos que descer mais oito vezes,
nio, dezasseis vezes. (Bruno) (E3)

Na dltima alinea da questio f; Pedro utiliza uma justificagdo apropriada para a sua res-
posta, baseando-se em propriedades conhecidas, ainda que ao expressar-se o faga de um
modo algebricamente pouco formal:

INVESTIGADORA: E se fossem os dois negativos?

PepRrO: Eu pensei na soma também, como sio os dois negativos, o quatro
vai repetir-se seis vezes, como é menos seis, seria o simétrico de seis, ai eu
somei. Com o simétrico de menos quatro é quatro, eu somei quatro mais
quatro mais quatro...que deu vinte e quatro.

InvesTIGADORA: Ok. Como é que lembraste do simétrico?

PebprO: Como ¢ menos seis ¢ 0 menos ¢ o simbolo da simetria, eu pensei
mais foi nisso. (E4)

O aluno revela nesta questao um processo de raciocinio que se pode traduzir nos seguin-

tes passos (figura 17).
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(—4) x(-6) = (-9 x [-(+6)]
=—(—4)x6

(- + D+ (-9 + (-9 + (-9 + (-]

-(-24)

=24

Figura 17.—Processo utilizado por Pedro na tltima alinea da questdo f°

Nas suas resolucoes das questoes 4, b, ¢, d ¢ e os alunos utilizam tratamentos na represen-
tagao em linguagem simbdlica. Na questao f; Pedro utiliza a linguagem natural escrita
para representar a generalizacio pretendida e a linguagem simbdlica sem varidveis para
representar o seu exemplo. Quando lhes é pedido para justificarem as suas respostas, os
alunos fazem-no utilizando a linguagem natural oral, mostrando facilidade nas conver-
soes entre a linguagem utilizada nas resolugdes e a linguagem natural oral. Os alunos
apresentam nas primeiras questdes justificagdes apropriadas e completas, aplicando pro-
cedimentos de cdlculo simples e utilizando tendencialmente a linguagem simbélica para
justificar as suas respostas durante a resolu¢ao da tarefa. Para estas justificacdes os alunos
utilizam propriedades conhecidas, como a propriedade associativa da adigao ou a pro-
priedade da multiplicagio como uma adigo sucessiva e utilizam também factos conhe-
cidos, como resultados da multiplicagio. Ainda que os processos de significacio nestas
questdes representem maioritariamente conexées entre os conjuntos dos nimeros natu-
rais ¢ dos niimeros inteiros, os alunos desenvolvem esses processos proficuamente. Na
tltima justificagdo de Pedro, o aluno recorre a propriedades e conceitos que jéd conhecia
sobre o simétrico de um ndmero inteiro, o que é de sublinhar visto tratar-se de um alu-
no no inicio do 3.° ciclo. Considerando que o aluno nao conhece a linguagem simbdlica
com varidveis, o facto de utilizar apenas um exemplo para a sua justificagao é aqui pouco
relevante, salientando-se as relagdes que o aluno estabelece com os conceitos jd conheci-
dos e uma situagio nova para a qual no existia a priori nenhum caso particular a partir
do qual o aluno pudesse induzir a sua generalizagio.

9.2 ano

No 9.° ano, parte das justificagoes apresentadas pelos alunos so vélidas por se basearem
em ideias j4 compreendidas anteriormente. Na questdo 3, Iris e Afonso, justificam a sua
resposta de acordo com os resultados obtidos para a questao 2, dado que nesta questéo ji
haviam justificado as afirmagoes referentes as propriedades de « e de 4. Afonso responde
de imediato que com os niimeros negativos a regra nio ¢ vilida (figura 18).
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5 Todos os niimeros reais seguem as regras que obtiveste? Investiga.
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Figura 18.—Resolucio de Afonso da questio 3

Todos os ndmeros reais seguem as regras que obtiveste? Investiga.

V5 X Vi =5 x10=50
\iZ| x \g =1l x N2 =MV2

Figura 19.—Resolu¢io do Gustavo da questio 3

Iris, apesar de numa primeira fase responder impulsivamente & pergunta, justifica a sua
resposta com o conceito utilizado na questdo anterior:

Iris: (1¢ o enunciado da pergunta 3) Sim.
InvESTIGADORA: Porque ...
Irts: Nio, porque os reais podem ser negativos. Entdo é nio, nem ¢é sim.

INVESTIGADORA: Entio e se os nimeros reais forem negativos, porque ¢
que a regra nio funciona?

Iris: Porque nao existe a raiz quadrada de ndmeros negativos. (A1)

Nesta questdo, os alunos utilizam para a sua resposta apenas a linguagem natural (escrita
ou oral). Nao sentem necessidade de alargar a sua justificacio visto j4 terem utilizado a
mesma ideia numa questdo anterior, desenvolvendo assim uma justificagao vélida e sufi-
ciente. Nesta justificagdo, ao estabelecerem a relagdo entre a questdo 3 e a questdo ante-
rior, os alunos criam um contexto de complexidade reduzida, promovendo uma rdpida
compreensao da situagio.

A justificacdo, quando se refere a uma generaliza¢io nao vélida como a proposta na
questdo 3, pode também basear-se num contraexemplo. Contudo, encontrar esse con-
traexemplo pode passar pelo teste de vdrios casos particulares com caracteristicas distin-
tas. Gustavo, considerando que nio lhe foi pedido anteriormente para justificar as afir-
magoes referentes as propriedades de « e de & na questio 2 e que nao sentiu necessidade
de considerar tais afirmagoes na resolugio da questdo, utiliza alguns casos particulares
para a questdo 3 (figura 19).
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A selecio destes casos ndo ¢é aleatdria, o que revela uma tentativa por parte do aluno
de incluir uma variedade de casos que permita a validagio da generalizacio sugerida:

Esse fiz um quadrado de quadrados perfeitos, 100, 25, cinco vezes cinco,
dez vezes dez, e fiz um com um quadrado perfeito ¢ um sem ser (Gusta-

vo) (A1)

Contudo, dado que o aluno considera estes casos suficientes, é-lhe sugerido que inclua
nimeros negativos na sua sele¢ao. Gustavo tem dificuldade em utilizar o conceito de raiz
quadrada de um niimero negativo no conjunto dos niimeros reais:

Gustavo: Com um negativo acho que ia acontecer o mesmo. (experimen-
ta na calculadora raiz de —25)

INVESTIGADORA: Existe raiz quadrada de um nimero negativo?

Gustavo: Pois ... Nao.

INVEsTIGADORA: Entao isto ¢ valido para todos os reais? Esta regra?

Gustavo: Nio, é s6 para os reais positivos. (A1)

Na questio 3, para os alunos que exploraram as propriedades de # e de & na questao an-
terior, como Iris ¢ Afonso, a resolu¢io foi imediata e foi suficiente a utilizagao da lingua-
gem natural. Gustavo, visto que nio explorou as propriedades de « e de & na questao an-
terior, utiliza casos particulares expressos em linguagem simbdélica sem varidveis, ainda
que ndo apresente todos os tratamentos que seriam necessarios para testar a regra para es-
ses casos. E interessante verificar que Gustavo nio seleciona aleatoriamente os casos que
integra na sua solucio, mostrando uma preocupagio em abranger diversas propriedades
dos niimeros em questio. Contudo, nesta selecio, necessita de alguma interven¢ao para
abranger mais alguns casos particulares que seriam essenciais para a validagio ou nio va-
lidacdo da generalizagio em questdo. Assim, a justificacdo inicial de Gustavo ¢ incom-
pleta e nao vilida por se basear apenas em casos particulares, mas destaca-se a inclusdo
de vérios fatores na sua tentativa de justificagdo. A sua justificagio final ¢ jd basecada num
contracxemplo. Nesta questdo, Gustavo estabelece conexdes entre propriedades dos na-
meros reais ¢ a influéncia que tais propriedades podem ter na resolugio de operacoes com
raizes, contudo nio articula estes conceitos com o enunciado da questio e com todas as
caracteristicas que deveriam ser salientadas, o que o leva a obter uma justificagio inicial
bastante incompleta. Em situagdes semelhantes a anterior, os alunos, mesmo conseguin-
do encontrar um contraexemplo que valida a justificagao, tém dificuldade em considerar
esse contraexemplo.

Na questao 4, Gustavo, ainda que numa primeira fase nio consiga resolver a questao
por nio considerar o que era solicitado, utiliza um caso particular para verificar a gene-
ralizacio pretendida, concluindo a partir deste caso que a generalizagio nio ¢é verdadeira.
Contudo, tem dificuldade em apresentar uma justificacio para a sua conjetura, nao assu-
mindo o contracxemplo obtido como suficiente:
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Figura 20.—Resolugio de Gustavo da questio 4

Gusrtavo: E agora explicar porqué ...

INVESTIGADORA: Entdo, como é que tu sabes que nio é verdade? Conven-
ce-me l4 que nido ¢é verdade.

Gustavo: (rindo) A calculadora convence-a.

INVESTIGADORA: Nio experimentaste? Aquilo que tu tens chama-se con-
tracxemplo, ou seja, tens um exemplo onde ela nao ¢ verdade, se nio é ver-
dade para este exemplo em particular, aqui pergunta para qualquer valor
real, entdo também nio ¢ verdade para qualquer valor real, pode ser para
alguns, como ¢ o caso do zero e do um onde por acaso é verdade, mas nio é
para qualquer. Portanto, eu nao posso escolher dois valores reais quaisquer
e dizer que esta regra é verdadeira, porque nao ¢ verdade.

Gustavo: E sé isso?

INVESTIGADORA: E 56 isso, ¢ s6 explicares isso. (A1)

Apés esta intervengio da investigadora, Gustavo justifica com o contraexemplo dado a
sua resposta (Figura 20).

Iris, nesta questdo e também numa segunda fase da sua resolucio, utiliza um caso par-
ticular para verificar a generalizagio pretendida. Contudo, considerando que o caso par-
ticular que experimenta poderia ser utilizado como contraexemplo para justificar a sua
resposta final, a aluna nio o utiliza (figura 21).

Observa a igualdade: \/I <+ JG = m Serd que para quaisquer valores reais a e b é verdade que
J; + Jg = \[m? Justifica a tua resposta.
\NGD | gore a NjAd SO A Ha o o vawlhplicagdd Qo
A :,'_‘)

Figura 21.—Resolucao de Iris da questao 4
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(Escrevendo o exemplo que experimenta enquanto fala) Raiz de 16 mais
raiz de quatro dd 6. Agora, vinte ... Pois, ndo vai dar, era suposto dar raiz
de 36. (Apaga o exemplo). Entéo, nio porque a regra s6 resulta com a mul-
tiplicagio e a divisao. (Iris) (A1)

Afonso, tal como os colegas, nio assume a necessidade de utilizar o contraexemplo para
justificar a sua resposta, ainda que, ao contrdrio de Gustavo, consiga identificar um caso
particular como suficiente para refutar uma afirmagio na discussao com uma colega:

INVESTIGADORA: Entéo, essa regra é verdade?
Aronso E DfBora: Nio.

DEBORA: Aqui é (referindo-se 4 igualdade do enunciado), mas aqui nio
(referindo-se ao segundo caso particular que Afonso utilizou).

Aronso: Nio, aqui é um exemplo. (Al)

No que respeita as representacoes utilizadas, os alunos utilizam maioritariamente a lin-
guagem simbdlica sem varidveis para testar a regra apresentada, ainda que utilizem a lin-
guagem natural escrita para expressarem as suas respostas finais. Gustavo mostra algumas
dificuldades na conversio da linguagem simbdlica com varidveis para a linguagem sim-
bélica sem varidveis na primeira fase da sua resolugio, ainda que em questoes anteriores
tenha mostrado facilidade na conversio inversa. Nesta questio os alunos encontram com
alguma facilidade um contraexemplo para a generalizagio pedida. Contudo, apesar de
desenvolverem alguma compreensio da situagio, os alunos nunca utilizam por iniciativa
prépria o contraexemplo como justifica¢io das suas conjeturas, ou por nio o assumirem
como justificagdo suficiente ou por o considerarem desnecessério a justificagio. A valida-
de das justificacbes pode ainda ser baseada em argumentos validos resultantes da utiliza-
¢ao de conceitos ou propriedades conhecidas.

Na questao 2, apds a resposta dada pelos alunos, € solicitado a Iris e a Afonso que jus-
tifiquem o porqué da afirmagio « e 4 nao negativos», que os alunos nao sentem 2 par-
tida necessidade de justificar. Iris tem inicialmente alguma dificuldade em articular esta
justificagio, aparentemente nio por desconhecimento dos conceitos necessarios, mas por
formular uma primeira justificagio que se resume matematicamente a uma redundancia.

Iris: Ah, pois, também temos de explicar isso!

(...)

Iris: E eu tinha explicado aqui ... Nao podem ser negativos porque sio
positivos.

INVESTIGADORA: Mas a minha pergunta é, porque é que tém de ser nao
negativos?

Iris: Porque podem ser zero.

INVESTIGADORA: Também podem ser zero ... E se eles fossem negativos o
que ¢ que ia acontecer?
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(Iris experimenta V—16 na calculadora)
INVESTIGADORA: H4 raizes de ndimeros negativos?
Ir1s: Nao ... Entdo estd-nos a enganar!

INVESTIGADORA: Nio vos estou a enganar, s6 quero é perceber porque é
que nio podem ser negativos.

Irts: Nio podem ser negativos porque tém a raiz quadrada! Espere af ...
(escreve) «nao existe a raiz quadrada de ndmeros negativos» (Al)

Iris mostra igualmente alguma inconsisténcia no conceito de raiz quadrada no conjunto
dos ntimeros reais, nio tendo presente que nao poderd concretizar a raiz quadrada de um
nimero negativo. Também Afonso parece ter uma dificuldade semelhante, sendo uma
colega que a salientar que néo ¢ possivel, no conjunto dos niimeros reais, obter a raiz de
um nimero negativo:

INVESTIGADORA: E agora explica-me s6 porque é que eles salientam que o
a ¢ 0 b sio ndo negativos.

Aronso: Porque também pode ser o zero.

INVESTIGADORA: Também pode ser o zero, e podem ser os negativos?
Aronso: Nao.

INVESTIGADORA: Porque ¢ que ndo podem ser os negativos?

Aronso: Porque é a raiz quadrada.

INvEsTIGADORA: E ...

(Afonso mantém-se em siléncio)

INVESTIGADORA: Quanto ¢ que ¢ a raiz quadrada de um ndmero negativo?
Aronso: Raiz quadrada de um ndmero negativo ...

DEBora: Entdo, nao d4 para fazer! (A1)

Contudo, quando ¢ solicitado a Iris ¢ a Afonso que justifiquem o porqué de o & nio po-
der ser zero, os alunos mobilizam conhecimentos anteriores com facilidade e articul4-los
com a situagao:

Iris: Porque o @ pode ser zero e 0 & nio pode ser zero.

INnvEsTIGADORA: Porque é que o b nio pode ser zero?

Iris: Porque ¢ positivo. E positivo porque nio é zero, porque esté aqui em
baixo.

INVEsTIGADORA: E agora diz-me l4 porque é que o @ é ndo negativo e 0 &
¢ positivo.

AroNso: Porque nio se pode dividir um niimero por zero. (Al)
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Figura 22.—Resolugio de Iris da questio 2

Salienta-se nestas justificagoes a articulacio de Iris entre a linguagem oral e a linguagem
escrita (figura 22). Na linguagem oral a aluna refere «estd aqui em baixo» e na linguagem
escrita refere «é o denominador.

Para as justificagdes que sao solicitadas a Iris e Afonso, os alunos utilizam apenas a
linguagem natural para as exprimirem. Em particular, salienta-se que Iris, na segunda
justificagio, mostra uma maior formalidade na linguagem natural escrita que na lingua-
gem natural oral, ao referir oralmente «porque estd aqui em baixo» e escrever «porque
¢ 0 denominador». Nas primeiras justificacdes, as dificuldades em estabelecer conexées
entre as propriedades dos nimeros dados e a raiz quadrada de um nimero, leva os alu-
nos a ndo conseguir justificar a afirmagao. Contudo, quando ¢ esclarecida tal conexio, os
alunos utilizam esse argumento para validar a sua justificagao. Nas segundas justificacoes,
os alunos nio encontram dificuldades em estabelecer conexées entre as propriedades dos
niumeros e dos denominadores, utilizando assim argumentos validos para a justificagao
da afirmacio.

Conclusao

As tarefas apresentadas aos alunos, tendo por objetivo a exploragio de propriedades dos
numeros inteiros ¢ dos nimeros reais, permitem aos alunos do 7.° ano investigar dife-
rencas e semelhancas entre propriedades da multiplicagio de niimeros naturais e inteiros
e no 9.° ano, diferencas entre as propriedades de vérias expressoes envolvendo as quatro
operagdes e a raiz quadrada no conjunto dos nimeros reais.

Na formula¢ao de generalizacoes sobre estas propriedades, tanto no 7.° como no 9.°
ano, grande parte dos alunos segue uma abordagem indutiva, generalizando as relacoes
observadas em casos particulares para uma classe de objetos mais ampla. Contudo, no
7.2 ano, os processos de significagio envolvidos nas generalizacoes realizadas pelos alunos
indiciam também conexdes com propriedades e/ou conceitos conhecidos, nao podendo
ser resumidas a uma relagio direta entre os casos particulares e um caso geral e sugerin-
do, portanto o uso de raciocinio abdutivo. Apenas uma aluna evidencia uma grande di-
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ficuldade em articular em linguagem verbal uma generalizagio que mostra compreender
usando casos particulares.

J4 nos alunos do 9.° ano a utilizacao da Algebra, através da linguagem simbdlica com
varidveis, torna as conexoes com propriedades e conceitos menos visiveis, sendo a genera-
lizagao mais imediata que no 7.° ano. Além das situacdes em que os alunos utilizam uma
abordagem empirica para a formulagio de generalizagtes, surgem também, ainda que
com menor frequéncia, generalizacoes de cunho mais dedutivo, baseadas em proprieda-
des matemdticas suas conhecidas. Tais generalizagoes, ao basearem-se mais em proprieda-
des do que em casos particulares, revelam uma maior capacidade de raciocinio dos alunos
visto que estabelecem conexdes de maior complexidade.

Contudo, os alunos nio justificam a utilizagao dessas propriedades na maioria das si-
tuagdes, o que sugere existirem ainda lacunas na sua compreensio. Deste modo, tanto
nos alunos do 7.2 como do 9.° ano, ¢ possivel distinguir entre situagoes em que a gene-
ralizagio ¢ formulada com base em casos particulares e com base em propriedades co-
nhecidas, & semelhanga da distingao apresentada por Galbraith (1995) entre abordagens
empiricas e dedutivas.

Tal como sugerem Lannin, Ellis e Elliot (2011), as tarefas apresentadas, sendo de
cunho exploratério, revelam potencialidades para que os alunos justifiquem as suas con-
jeturas, nomeadamente as suas generalizagoes. Contudo, os alunos nem sempre sentem
necessidade de justificar as suas respostas ainda que, nalguns casos, quando lhes ¢ solicita-
do, consigam identificar as propriedades e conceitos necessdrios para a justificagio. Deste
modo, as justificacdes que apresentam decorrem maioritariamente do questionamento
da professora ou da investigadora, nio surgindo espontaneamente durante a realizacio
das tarefas, tal como se tem verificado em numerosos trabalhos anteriores (Ponte, 2007).
No 7.0 ano, alguns alunos parecem nio dar relevincia s caracteristicas necessdrias a uma
justificagdo para que esta seja vdlida, apresentando justificagoes que se baseiam em ca-
sos particulares ou na sua percecio da situagio. Alguns alunos apresentam justificacoes
vélidas para as questoes apresentadas, ou por se basearem em conceitos ou propriedades
compreendidos anteriormente ou por utilizarem argumentos vélidos para a situagio em
questdo, destacando-se a justificacdo de Pedro para a questdo f, em que mobiliza conhe-
cimentos anteriores ¢ justifica a sua resposta com base em propriedades e conceitos ma-
temdticos vélidos na situacdo. Verifica-se portanto que, mesmo no inicio do 3.° ciclo, é
possivel aos alunos elaborar eficazmente justificagdes com algum grau de complexidade.

No 9.° ano, os alunos parecem ter alguns cuidados na justificacio das suas respostas,
nomeadamente quanto a sele¢io nao aleatdria de casos a testar para obter generalizacoes
e quanto a nio utilizacio isolada de casos particulares ou percegoes da situagio. Tal como
os alunos de 7.° ano, também os do 9.° apresentam justificagdes baseadas em conheci-
mentos anteriores ¢ baseadas em argumentos vélidos. As justificagdes que se destacam no
9.2 ano dizem respeito a utilizacdo de contraexemplos para refutar uma afirmagio. Nes-
tas situagdes, os alunos conseguem com alguma facilidade obter os contraexemplos ne-
cessdrios, mas nem sempre os consideram necessirios ou suficientes para a comprovar a
refutacdo de uma conjetura. Contudo, ao contrério da dificuldade dos alunos identifica-
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da por Galbraith (1995), os contracxemplos utilizados pelos alunos nesta tarefa satisfa-
zem as condi¢oes dadas e violam as conclusoes pretendidas. De acordo com os resultados
apresentados, é possivel distinguir entre situagées em que os alunos nio apresentam jus-
tificagoes validas por se basearem na autoridade, em percegdes ou em casos particulares e
situacdes em que as justificagoes apresentadas sao vélidas por utilizarem (i) conhecimen-
tos anteriores, (ii) propriedades ou conceitos matemadticos, ou (iii) contraecxemplos que
refutem a afirmacio.

Nestas tarefas, os alunos nao apresentam dificuldades significativas nas transforma-
¢Oes entre representagoes, sejam tratamentos ou conversoes. Assim, a utilizagao de dife-
rentes representagdes nao parece limitar o desenvolvimento do raciocinio matemdtico
dos alunos. J4 os processos de significacio surgem intrinsecamente ligados as generaliza-
¢oes ou justificagdes apresentadas na medida em que, quando hd dificuldades na genera-
lizagao ou justificagdo, parece igualmente existir uma dificuldade nas conexoes entre os
conceitos e propriedades necessdrios & consecugio da tarefa.

O presente artigo apresenta um quadro original para o estudo do raciocinio matemd-
tico dos alunos, destacando a importincia da generalizagao e da justificagao nos racioci-
nios indutivo, abdutivo ¢ dedutivo e mostra a sua utilidade no estudo dos processos de
raciocinio. Com base neste quadro mostra como alguns alunos sdo capazes de realizar
certas generalizacoes ¢ justificacoes. Em particular, mostra a capacidade de por vezes usa-
rem contraexemplos de modo mais sofisticado que o apontado pela literatura. Além disso,
resultados deste estudo sugerem que os objetivos de aprendizagem relativos ao raciocinio
matemdtico enunciados no programa (ME, 2007) sdo pertinentes pois as tarefas apresen-
tadas promoveram situagdes que contribuiram para que os alunos atinjam os objetivos
curriculares propostos. Contudo, para promover o desenvolvimento do raciocinio mate-
mitico dos alunos, o professor tem de selecionar criteriosamente as tarefas a apresentar
na sala de aula tendo em conta os processos de raciocinio que podem estar envolvidos.
Além disso, para desenvolver um questionamento eficaz ¢ necessdrio que tenha presente
nao s6 a importincia de generalizar e justificar, mas também o que tipo de justificagio se
deve esperar que os alunos apresentem em cada tarefa de acordo com o respetivo nivel de
ensino. Concretizar estas sugestdes em propostas de tarefas e investigar modos de explo-
ragdo na sala de aula constitui um importante desafio para a educagio matemdtica.

Nota

1 Considerando que os alunos nio trabalharam com varidveis algébricas anteriormente a resolugio da
tarefa, a referéncia a linguagem simbdlica no 7.° ano refere-se a linguagem simbélica sem varidveis.
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Resumo. Neste artigo analisamos os processos de raciocinio de alunos do 3.° ciclo na resolugao de
tarefas de cunho algébrico envolvendo propriedades dos conjuntos numéricos Z e IR. O quadro
conceptual destaca como processos-chave do raciocinio matemdtico a generalizagio e a justifica-
a0, dando também atengio as representagées e a significagio. A metodologia ¢ qualitativa, sendo
estudados quatro alunos do 7.0 e trés do 9.° ano com dados recolhidos por entrevistas e observa-
¢io na sala de aula (ambas com videogravagao) e andlise documental. Na formulagio de generali-
zagoes, grande parte dos alunos segue uma abordagem indutiva, generalizando para uma classe de
objetos mais ampla as relagoes observadas em casos particulares. Verificam-se também situacoes
de raciocinios abdutivos. A generalizagio é mais imediata nos alunos do 9.° ano, que evidenciam
por vezes generalizagées de cunho dedutivo. A atividade de justificar nao é espontinea nos alunos,
mas decorrente do questionamento, os alunos mostram ser capazes de fazer justificagdes baseada
em conhecimentos anteriores, em propriedades ou conceitos matemdticos e contraexemplos que
refutem uma afirmacio.

Palavras-chave: Raciocinio matemdtico, Algebra, Ntumeros inteiros, Nimeros reais

Abstract. This article aims to analyse grade 7 and grade 9 students’ mathematical reasoning while
working on tasks involving properties of number sets Z and IR. The conceptual framework em-
phasises generalization and justification as key aspects of mathematical reasoning, and also con-
siders representations and sense making. The methodology is qualitative and data collection in-
cludes interviews and observation of classes (both video-recorded) and analysis of written tasks of
four grade 7 students and three grade 9 students. Making generalization, most students follow an
inductive approach, generalizing the relations observed in particular cases to a larger class of objec-
ts. There are also instances of abductive reasoning. Grade 9 students generalize in a more effective
way and sometimes these generalizations have a deductive nature. Justifying is not done sponta-
neously, but, in response to teacher’s questioning, students show to be able to make justifications
based on previous knowledge of properties or mathematical concepts and based on counterexam-
ples that refute a statement.

Keywords: Mathematical reasoning, Algebra, Integers, Real numbers.
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