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Introdugao

As atuais orientagoes curriculares para o ensino da Matemdtica propéem que os alunos
aprendam os conceitos matemdticos a0 mesmo tempo que desenvolvem capacidades ma-
temdticas fundamentais, nomeadamente de resolugio de problemas, de raciocinio mate-
mitico e de comunicacio matemdtica (Abrantes, Serrazina, & Oliveira, 1999; ME/DEB,
2001; ME, 2007; NCTM, 1991, 1994, 2007). Propéem, também, que estas capacida-
des transversais sejam alvo de atencio desde o inicio da escolaridade dos alunos, deven-
do comegar a ser desenvolvidas desde o ensino pré-escolar (Cai, 2010; NCTM, 2007).

Estas indicagoes contrariam a ideia geral preconcebida de que a Matemadtica dos alu-
nos dos primeiros anos se reduz ao contar e calcular, a qual implicitamente pressupoe
que as criangas nao tém capacidade de produzir raciocinios matemdticos nao elementares
ou de resolver problemas nao triviais. Sublinha-se que esta ideia prevaleceu em Portugal
durante muitas décadas, associada a existéncia de expectativas reduzidas acerca do que
os alunos do 1.° ciclo sdo capazes de fazer em Matemdtica (Serrazina, Canavarro, Rocha,
Guerreiro, & Portela, 2011). A investigagio em educagio matemdtica tem, no entanto,
vindo a proporcionar evidéncias de que os alunos mais jovens, mesmo os do ensino pré-
-escolar, sdo capazes de explorar problemas e de criar estratégias adequadas para os resol-
ver (Cai, 2010).

No atual contexto curricular, parece-nos de especial relevincia aprofundar esta te-
midtica. Os alunos de seis anos s3o ou nio capazes de produzir raciocinios matemdticos?
Como lidam com situagoes que os desafiam? Que ferramentas mobilizam para resolver
problemas? Que raciocinios revelam e como os apresentam? E nossa convicgio que a
procura de respostas a estas questdes proporciona uma compreensao e um conhecimento
relevante que pode apoiar o professor a pdr em pritica um ensino em que os alunos te-
nham oportunidades de desenvolver, de forma integrada e sustentada, as capacidades de
resolu¢ao de problemas, de raciocinio ¢ de comunicagio matemdtica, a0 mesmo tempo
que aprendem conceitos matemdticos fundamentais.
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Referimo-nos ao conjunto destas trés capacidades matemdticas transversais pois, ape-
sar de cada uma ter caracteristicas especificas, de uma certa forma elas sio indissocidveis
quando se adota uma concegio global de raciocinio matemdtico (Boavida, 2008; Yackel
& Hanna, 2003). Recordamos que o conceito de raciocinio tem sido amplamente usa-
do tendo subjacente a hipStese implicita de que existe um acordo universal sobre o seu
significado. Yackel e Hanna (2003) referem mesmo que a maior parte dos matemdticos
e educadores matemdticos usam o termo sem o clarificarem.

Na procura de uma clarificagao sobre o que significa raciocinar em matemadtica, as
mesmas autoras, focando-se no contexto escolar, consideram que raciocinar é uma ativi-
dade que o aluno exerce quando resolve problemas matemdticos e é chamado a explicar e
a justificar a sua resolucgio (Yakel & Hanna, 2003). Como afirmam Whitenack e Yackel
(2008), «explicar e justificar sdo aspetos importantes do raciocinio sobre ideias matem4-
ticas» (p. 85). A diferenca entre explicar e justificar pode ser subtil mas existe e reside nas
razdes que motivam estas atividades. A explicagio é motivada pela necessidade de o aluno
clarificar melhor o seu raciocinio, nem que seja para si mesmo. A justificagao ¢ motivada
pela necessidade de o aluno validar as suas ideias e raciocinios nio apenas para si préprio
mas também para os outros (Whitenack & Yackel, 2008).

Boavida e Menezes (2012) também sublinham a importincia da explicagio e da jus-
tificacdo ao caracterizarem raciocinio:

(...) raciocinar remete para calcular, mas também para usar a razio ao jul-
gar, compreender, examinar, avaliar, justificar e concluir. Assim, em Ma-
temdtica, ndo raciocinamos apenas quando provamos algo. Também ra-
ciocinamos ao apresentar razdes que justificam ideias ou posicionamentos,
a0 argumentarmos para nNos CONvencermos, ou para convencer outros, da
plausibilidade de conjeturas que enunciamos e da razoabilidade de afirma-
¢oes que fazemos ou ao procurarmos explicar a coeréncia entre o que se
aceita como vélido e as suas consequéncias (p. 289)

Esta conce¢do é aqui especialmente adequada em virtude do estudo a que nos reporta-
mos ter como protagonistas alunos muito jovens, com seis anos de idade, a iniciar a esco-
laridade bdsica. Assim, neste artigo assumimos como raciocinio matemdtico a atividade
intelectual que o aluno desenvolve quando se envolve com tarefas de natureza proble-
mdtica com o intuito de as resolver e, para tal, procura dar sentido 2 situa¢do em causa,
relaciona matematicamente os elementos relevantes e produz, em consequéncia, uma
resposta, a qual consegue explicar e/ou justificar de forma coerente por meios préprios.

Para que esta atividade aconteca, o aluno pode recorrer a conhecimentos ou estraté-
gias anteriormente aprendidos e/ou a processos criativos que ele préprio invente, mas ne-
cessita sempre de usar representagoes que apoiem o processo e concretizem o produto do
seu pensar. Sio elas que permitem, também, que o aluno externalize o seu raciocinio e
o revele aos outros, independentemente do tipo de representacoes usadas (apoiadas nas
agoes, imagens ou simbolos) ou do seu grau de formalismo (Boavida, Paiva, Cebola, Vale,
& Pimentel, 2008; Goldin, 2002; Goldin & Shteingold, 2001).
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O estudo realizado por Elisa Pinto (2009) ilustra que os alunos do 1.° ano de escola-
ridade, quando confrontados com a necessidade de resolver problemas matemdticos, ten-
dem a preferir representagées icénicas, assentes na imagem, por si criadas, as representa-
¢oes simbdlicas formais, embora utilizem ambas e com fungées distintas. Destaca ainda o
papel das representagoes em diagrama como ferramenta fundamental ao apoio do racio-
cinio dos alunos. Este artigo sustenta-se neste estudo, sendo seu propésito analisar duas
questoes concretas:

*  Como se caracterizam as representagoes, em especial os diagramas, que os alunos
criam?

*  Que funcdes tém estas representagdes para os alunos, em especial os diagramas?

Enquadramento teérico

Representagdes e suas fungoes

Todos nds usamos representacdes constantemente ¢ nos multiplos contextos com que li-
damos no nosso dia a dia, sendo através delas que conseguimos tanto raciocinar sobre
ideias, como dar visibilidade ao que pensamos. Em sentido amplo, uma representagio ¢
uma configurac¢io que pode representar uma outra coisa de alguma forma. Dito de outro
modo, é uma configuragio que poderd, por exemplo, agir em lugar de, ser interpretada
como, conetar-se, corresponder a, denotar, retratar, encarnar, codificar, evocar, rotular,
ligar, significar, produzir, referir-se, assemelhar, servir como uma metafora para, substi-
tuir, sugerir, ou simbolizar o elemento representado (Goldin, 2002). Se analisarmos es-
tes diferentes significados para o conceito de representagio, podemos aperceber-nos de
duas caracteristicas importantes das representagées: por um lado, tanto se referem a um
processo como a um produto, pois reportam-se tanto ao ato de pensar sobre um concei-
to, ideia ou relagao, como a sua forma propriamente dita (Boavida et al, 2008; NCTM,
2007); por outro lado, as representagdes nao sio produtos estiticos, podendo assumir di-
ferentes formas consoante a relagio do sujeito que representa com aquilo que representa
(Woleck, 2001).

Num sentido mais restrito, e no dominio da Matematica, as representagoes tém o po-
der de reportar-se a entidades muito distintas como conceitos, relagdes, procedimentos,
ideias, muitos deles de natureza abstrata e dificilmente acedivel sem recurso a uma repre-
sentagio externa (Goldin & Shteingold, 2001; Wong, 2004). Por exemplo, o numeral 7
poderd referir-se aos sete anées da histéria da Branca de Neve ou representar algo mais
abstrato como o cardinal de um determinado conjunto que contém sete elementos. Um
gréfico cartesiano poderd, por exemplo, retratar uma relagio entre duas varidveis, ou re-
presentar uma fun¢do ou o conjunto solugio de uma equacio algébrica. Aquilo que ¢ re-
presentado pode variar de acordo com o contexto ou com o préprio uso da representagio.
Além disso, as representagoes nio podem ser entendidas de modo isolado. Os sistemas
externos de representagio encontram-se estruturados pelas convengoes que lhes servem
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de base e que sdo definidas socialmente ou por uma comunidade. Um nimero em par-
ticular ou um determinado grafico nio tém significado fora do sistema a que pertencem
(Goldin & Shteingold, 2001).

Nas tltimas décadas, verificou-se uma progressiva valorizagio das representagdes
no ensino e aprendizagem da Matemadtica ao nivel das orientagées curriculares, emana-
das tanto por organismos internacionais (NCTM, 1991, 1994, 2007), como nacionais
(APM, 1988; ME/DEB, 2001, 2004; ME/DGEBS, 1990; ME, 2007).

Esta valoriza¢io das representacoes surge desde os primeiros anos de escolaridade,
considerados essenciais na iniciagio e desenvolvimento de processos matemdticos fun-
damentais, entre os quais se incluem, ainda, raciocinar, resolver problemas, comunicar e
estabelecer conexées matemdticas (NCTM, 2007). Na realidade, a capacidade de realizar
representa¢ées matemdticas surge associada nao s6 ao compreender e lidar com conceitos
matemdticos, mas especialmente ao desenvolvimento das capacidades transversais de re-
solver problemas e de raciocinar. Como referem Boavida et al. (2008), as representagoes
constituem-se como «ferramentas fundamentais para pensar matematicamente» (p.71).
O NCTM destaca a importincia das representagoes para promover o desenvolvimento
do raciocinio dos alunos, em particular no inicio escolaridade, sublinhando que os alu-
nos do pré-escolar a0 2.° ano representam os seus pensamentos e os seus conhecimentos
sobre as ideias matemdticas «através da linguagem verbal oral e escrita, através de gestos,
desenhos e de simbolos inventados e convencionais (Edwards, Gandini e Forman, 1993).
Estas representagoes constituem métodos de comunicagio, assim como poderosas ferra-
mentas de raciocinio» (NCTM, 2007, p.160).

As representagdes iniciais da crianca sio geralmente «representagées idiossincrdticas,
espontineas ¢ imediatas, mais ou menos diferenciadas social e culturalmente, que tém
mais a ver com o conhecimento do quotidiano do que com o conhecimento cientifico»
(Santos, 1991, p. 21). E usando estas representacoes que as criangas iniciam a aprendi-
zagem formal e, portanto, deverdo ser encorajadas a representar as suas ideias sob for-
mas que para si tenham sentido — e essas formas nao sero necessariamente nem prova-
velmente as convencionais proprias da matemdtica (NCTM, 2007). As representagdes
idiossincraticas construidas pelos alunos no contexto de tarefas problemdticas podem
ajudd-los tanto na compreensio como na prdpria resolucio, constituindo, também, uma
forma de registo do método de resolugio que pode ainda possibilitar um meio de o des-
crever a outras pessoas. Como refere 0 NCTM, os alunos devem «criar e usar representa-
¢Oes para organizar, registar e comunicar ideias matemdticas» (2007, p. 160).

A forma como um aluno representa as ideias matemdticas estd intimamente ligada
com a forma como compreende e utiliza os seus conhecimentos matemdticos (Ponte &
Serrazina, 2000). Através das representacoes criadas pelo aluno, o professor pode ter aces-
so a forma como ele interpreta uma dada tarefa: «Os professores poderao aperceber-se do
raciocinio dos alunos e da sua apreensao dos conceitos matemdticos ao analisar, questio-
nar e interpretar as suas representagoes» (NCTM, 2007, p.160). Isto é particularmente
relevante nas situagdes problemdticas, em que o aluno revela através das representagoes a
forma como raciocina durante a sua resolucao (Valério, 2005; Pinto, 2009).
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E importante que o professor analise as representacoes dos seus alunos ¢ oica as suas
discussoes de modo a aperceber-se do desenvolvimento do seu raciocinio matemdtico e
a conseguir ajudd-los a associar as suas representagoes as representagoes convencionais da

matemidtica (NCTM, 2007).

Representagdes e sua tipologia

Jerome Bruner, investigador cldssico neste dominio, distingue trés tipos de representa-
¢Oes: i) representagdes ativas, relativas ao conjunto de acoes adequadas para referir ou al-
cancar certo resultado; ii) representagées icénicas, relativas ao conjunto de imagens ou
gréficos que sucintamente se referem a uma certa ideia ou processo; iii) representacoes
simbdlicas, relativas ao conjunto de proposicoes simbélicas ou légicas extraidas de um
sistema simbdlico regido por regras ou leis para a formacio e transformacio de proposi-
¢oes (Bruner, 1999). Estes trés sistemas de representa¢do operam durante o desenvolvi-
mento da inteligéncia humana e a interagdo entre os diferentes sistemas ¢ crucial para o
desenvolvimento de cada pessoa. O desenvolvimento nio implica uma sequéncia de eta-
pas, mas sim um dominio progressivo destas trés formas de representacio.

Como consequéncia, uma representagio matemdtica nio pode ser totalmente com-
preendida ou interpretada isoladamente. Esta apenas faz sentido quando parte integrante
de um sistema mais abrangente, estruturado, no qual diferentes representacoes estdo re-
lacionadas (Goldin & Shteingold, 2001). Para Wong (2004), o estabelecimento de cone-
xbes entre os diferentes modos de representagio das ideias matemadticas ajuda os alunos
a desenvolver um maior leque de estratégias de aprendizagem ¢ uma compreensio mais
profunda da matemadtica.

Tendo em conta o foco deste artigo, debrugamo-nos de seguida sobre as representa-
¢oes iconicas e sobre as simbdlicas, pois as representagoes ativas nio estio presentes na
andlise de dados.

Representagdes iconicas

Pela importincia de que se revestem no 1.° ciclo, abordamos trés tipos de representagao
icdnica: o desenho, os simbolos nao convencionais e o diagrama. Este tltimo merece-nos
mais atengdo devido ao importante papel que tem neste estudo.

2.2.1.1. Desenhos

As criangas, desde pequenas, expressam-se naturalmente através do desenho, sendo esta
a sua primeira linguagem escrita que se vai enriquecendo com a capacidade de definir
melhor as figuras e de incluir pormenores. No desenho, a crianca encontra um valioso
recurso para comunicar e expressar os seus sentimentos, vontades e ideias, que muitas ve-
zes serve de alternativa A linguagem oral. Segundo Candido (2001), «Para criancas que
ainda nao escrevem, que tém dificuldade em expressar-se oralmente, ou que j escrevem,
mas ainda nio dominam a linguagem matemdtica, o desenho pode ser uma alternativa
para que elas comuniquem o que pensam» (p. 19).
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No contexto das representagoes matemdticas, para Smole e Diniz (2001) o desenho
serve como recurso de interpretagio do problema e também como registo da solugio.
Cavalcanti (2001) salienta a ideia de que o desenho pode ser usado de trés formas dife-
rentes na resolu¢do de problemas. Uma delas diz respeito a sua utiliza¢io para represen-
tar alguns elementos ou a totalidade da situacio apresentada no enunciado, sem expres-
sar relagoes que identifiquem as transformagées numéricas. E o que acontece na figura 1,
em que o aluno recorre ao desenho para representar as bruxas e as vassouras do problema

em questdo mas nio progride para encontrar a solugio.
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O VOO DAS BRUXAS

20 bruxas tém de viajar em 8 vassouras para
um encontro em Lisboa. Porém, nenhu-

ma vassoura pode levar mais do que 4 bru-
xas nem menos do que 2. Como voario as
bruxas?

Figura 1.—Desenho representa a situagdo na resolugio do problema do voo das bruxas'

Uma outra forma de os alunos usarem os desenhos consiste em representar a situacio
correspondente a solugdo do problema utilizando apenas o desenho, como estd ilustra-
do na figura 2. Note-se que nesta representacio ¢ o retrato da solu¢io do problema que
estd representada (representagao como produto), sem se conhecer de que modo o aluno
terd concluido que cabiam trés rebugados a cada amiga (representa¢iao como processo).

Os REBUGADOS ad

A Rita tem 9 rebucados que quer distribuir
pelas suas trés amigas, de modo a que cada
amiga receba o mesmo ntimero de rebica-
dos. Quantos rebucados recebe cada amiga?

(Adaptado de Ferreira, 2003)

Figura 2.—Desenho que representa a solugdo na resolugio do problema dos rebugados
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Por dltimo, os alunos podem, também, usar os desenhos como ilustragao de elementos
da situagio do problema, mas sem que o desenho interfira na resolu¢io do problema,
como se pode observar relativamente ao desenho do elefante no problema «A higiene do
elefante», que tem uma fun¢io meramente ilustrativa (figura 3).

A HIGIENE DO ELEFANTE Ltat a;\—a 1949

Um elefante gasta dois sabonetes por dia na =10

sua higiene. Quantos sabonetes gastard em

cinco dias? é
5 O

36
°®

Q0w

(Adaptado de Smole & Diniz, 2001)

Figura 3.—Desenho ilustra elemento do contexto do problema «A higiene do elefante»

Note-se que a representa¢io através de desenho nem sempre reverte a favor do raciocinio
matemdtico dos alunos, como se pode observar nos casos aqui retratados nos desenhos da
figura 1 e da figura 3. No entanto, Woleck (2001) afirma que o recurso ao desenho pelas
criangas pode constituir um precursor da utiliza¢io de simbolos matemadticos.

Simbolos néio convencionais

Os simbolos nao convencionais correspondem a representagdes idiossincrdticas (Santos,
1991) que sio criadas e utilizados pelas criangas para representar determinados elementos
do real, surgindo, por exemplo, sob a forma de tragos verticais, tragos horizontais, circu-
los, setas, etc... Enquanto que no desenho o aluno apresenta pormenores e detalhes tal
como os vé na realidade, no simbolo nio convencional representa sinteticamente alguém
ou alguma coisa, usando o simbolo para assinalar a existéncia desse alguém ou coisa mas
sem o tentar descrever. Um caso tipico consiste na representacio de uma pessoa — quan-
do a crianca a desenha, geralmente dota-a de tronco, cabeca e membros, cabelo e olhos e
boca, e frequentemente roupa; quando a crianca a representa por simbolos nao conven-
cionais, pode apenas usar uma bola com dois tragos, por exemplo.

Uma ilustragao deste tipo de representagio pode observar-se na figura 4, na qual o
aluno utiliza diversos simbolos idiossincrdticos: traos verticais para representar as rodas
relativas a quatro bicicletas (linha de cima) e a trés triciclos (linha de baixo). E através da
contagem destes tragos que o aluno obtém os ndmeros de rodas total de cada tipo de vei-
culo, embora nio tenha apresentado a solugio do problema propriamente dito.
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O NUMERO DE RODAS @
Quantas rodas existem em quatro bicicletas e trés @ @ @ 8
triciclos?

(NCTM, 2007, p. 163) @ @ @ 9

Figura 4.—Representagio com simbolos ndo convencionais do problema «O nimero de rodas»

(NCTM, 2007, p.163)

A crianga muitas vezes utiliza estes simbolos que ela prépria cria para complementar as
ideias que coloca no papel através de desenhos. Por exemplo, pode incluir uma seta com
a intencdo de indicar movimento de um ser desenhado, ou um circulo para evidenciar
uma disposi¢do circular dos objetos desenhados. Desta forma, estes simbolos estdo im-
pregnados de significado e a sua consideragdo ¢ importante para se compreender de for-
ma mais completa o raciocinio dos alunos.

Diagrama

Um outro tipo de representacio icénica é o diagrama, por vezes também designado por
esquema. Um diagrama ¢ uma representacio visual que apresenta os dados e as suas rela-
¢6es num formato espacial (Diezmann & English, 2001). Trata-se de uma representagao
estrutural em que os detalhes descritivos nio sdo importantes. A sua elaboragao constitui
uma heuristica importante para a resolu¢io de problemas (Wong, 2004). Os diagramas
podem ser encarados como representagoes da estrutura dos problemas e podem transfor-
mar-se em verdadeiras ferramentas de apoio ao raciocinio matemdtico por permitirem
desocultar as relagoes matemdticas em presenca, como ¢ muito visivel no pensamento al-
gébrico (Canavarro, 2009). Além disso, facilitam o desenvolvimento de inferéncias cor-
retas sobre a situagdo representada, tornando-se, assim, uma ferramenta poderosa para
raciocinar e obter solugdes de problemas mais complexos.

Diezmann e English (2001) reportam-se a estudos publicados em 1999 por Novick,
Hurley e Francis para identificar quatro tipos de diagramas que representam relagées es-
pecificas entre os dados de um problema: i) diagramas em rede (networks); ii) matrizes
(matrices); iii) diagramas de hierarquias (hierarchies); iv) diagramas parte-todo (part-
-whole diagrams).

Os diagramas em rede so diagramas que consistem em conjuntos de elementos in-
terligados por uma ou mais ligacoes, em geral representadas por linhas. Este tipo de dia-
grama, quando formado por poucos elementos e poucas ligacoes entre os mesmos, ¢, por
vezes, nomeado por diagrama de linhas (line diagram).
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PROBLEMA DA RA

Uma ra tentava saltar para fora de um pogo. Cada
vez que a ra saltava, subia quatro filas de tijolos, mas
como estes estavam escorregadios, descia uma fila.

Quantos saltos tem a ra de dar se o pogo tiver 12
filas de altura?

Figura 5.—Diagrama em rede elaborado por aluno na resolu¢ao do problema da ra (Diezmann
& English, 2001, p. 78)

A figura 5 ilustra um diagrama em rede construido por uma aluna de dez anos. A aluna re-
presentou as filas de tijolos do pogo por uma coluna vertical de ndmeros e indicou os movi-
mentos ascendentes e descendentes da ra através de linhas orientadas (ou setas). A disposicao
espacial das setas permitiu-lhe facilmente coordenar e localizar os movimentos da ra duran-
te um certo nimero de dias. O diagrama construido representou com clareza a estrutura do
problema e forneceu as bases para determinar a solugio correta (Diezmann & English, 2001).
As matrizes referem-se a diagramas que utilizam duas dimensées para representar as
relagdes que existem entre dois conjuntos de informagio, ou seja, organizam os dados em
tabelas de dupla entrada. Sao particularmente vantajosos em problemas que requerem ra-
ciocinio combinatério. Também siao muito Gteis nos problemas que envolvem deducio
porque ajudam o aluno a eliminar ou a localizar a informagio conhecida e possibilitam

que a informacio implicita se torne mais explicita. Este tipo de diagrama em matriz en-
contra-se ilustrado na figura 6.

PROBLEMA DOS DESPORTOS

SIS S

tos. Um gosta de ténis (tennis), outro de na- w |1
tagdo (swimming), outro de correr (running) X%

e outro gosta de gindstica (gym). Cada pessoa % | X
gosta de apenas um desporto. Utiliza as pistas
para saber de que desporto gosta cada amigo:

A
1. A Sally e o Rick encontraram-se quan- / \J

do um deles ganhou uma corrida de
natagao.

XA =

Quatro amigos gostam de diferentes despor- / iy | R
S.
J
=
.11

S X[ B

3

2. A'Tara e o Greg encontraram-se quando um deles exercitava no gindsio.

3. A Sally nao é nem nadadora nem corredora.

4. O Greg ¢ amigo do irmao do(a) ginasta.

Figura 6.—Diagrama em matriz elaborado por aluno na resolucio do problema dos desportos
(Diezmann & English, 2001, p. 80)
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Na matriz desenhada por este aluno (figura 6), os quatro amigos sio representados na
entrada horizontal e os quatro desportos na entrada vertical. O aluno utilizou a primeira
e a terceira pista para deduzir corretamente que Rick era o nadador. Esta dedugao foi re-
presentada através de um visto na célula correspondente da matriz. Além disso, foi usan-
do cruzes para eliminar os casos impossiveis, 2 medida que os identificava, e indicou com
vistos os casos solugio.

Os diagramas de hierarquias sao aqueles que relacionam a informacao relativa ao pro-
blema através de caminhos, em geral convergentes, que permitem chegar a solu¢ao. Os
diagramas em drvore sdo um exemplo deste tipo de diagrama. O diagrama ilustrado na
figura 7 ¢ um exemplo de um diagrama de hierarquia.

PROBLEMA DE VOLEIBOL

Quatro equipas disputam uma final de voleibol. A equipa A
vence a equipa B e a equipa C perde para a equipa D.

Quem foi o vencedor sabendo que a equipa D perdeu o jogo
final?

Figura 7.—Diagrama de hierarquia elaborado por aluno para a resolugao do problema de
voleibol (Diezmann & English, 2001, p. 81)

O diagrama de hierarquia da figura 7 representa claramente a estrutura do problema.
Na primeira linha do diagrama o aluno representou as quatro equipas; na segunda linha
apenas apresenta as equipas vencedoras da primeira volta; na dltima linha, surge apenas
a equipa vencedora da competi¢ao de voleibol (Diezmann & English, 2001).

Por fim, os diagramas parte-todo representam a relacdo que existe entre a parte ¢ o
todo que constitui a solu¢do do problema. Ao contrdrio dos dois tipos anteriores de dia-
grama referidos, os diagramas parte-todo nio tém uma forma externa particular que os
identifique. O diagrama ilustrado na figura 8 representa um diagrama parte-todo, em
que a parte corresponde ao nimero de pernas do par pessoa-cio (6 pontinhos) e o todo
¢ o ntumero total de pernas (48 pontinhos) (Diezmann & English, 2001).

PROBLEMA DO PARQUE

A Jane viu algumas pessoas a passear os seus caes R
ho parque. Ela contou as pernas e descobriu queao  “~ T
todo eram 48 pernas. Quantas pessoas e quantos o _
caes estavam no parque? Existem outras solugoes? BE ZL RS s s
(Diezmann & English, 2001, p. 81)

Figura 8.—Diagrama parte-todo elaborado por aluno para a resolugio do problema do parque
(Diezmann & English, 2001, p. 81)
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Como se pode observar nos exemplos acima apresentados, é o facto de existir uma or-
ganizacio espacial correspondente a estrutura matemdtica do problema que faz de uma
representagio um diagrama. Na sua constitui¢do, o diagrama pode ser composto apenas
por simbolos ndo convencionais (figura 8 e figura 4), pela combinacio de simbolos nio
convencionais e convencionais (figura 5 e figura 7) ou, ainda, pela combinagio de dese-
nhos e simbolos nio convencionais (e eventualmente convencionais também).

E importante que os alunos tenham a possibilidade de desenvolver a sua capacidade
de produzir e utilizar bons diagramas. Diezmann e English (2001) adotam o conceito de
literacia do diagrama para referir a vantagem de os alunos conhecerem a razio por que
um diagrama pode ajudar a resolver um problema, qual o diagrama mais apropriado para
dado problema ou situacio e como o utilizar para, efetivamente, obter uma solu¢do. Para
que esta literacia do diagrama possa ser desenvolvida, os alunos precisam de oportunida-
des nio s6 para elaborarem diagramas, mas também para explicarem as suas ideias acerca
dos diagramas e para discutirem e esclarecerem as suas davidas.

Com o objetivo de ajudar os alunos a compreender as relagoes existentes entre o pro-
blema e a sua representagio, o professor deverd: (i) explicar a ligacdo que existe entre a
estrutura de um problema e a sua representagio através do diagrama; (ii) modelar a cria-
¢ao de um diagrama e explicar como os diversos componentes do problema sio repre-
sentados; (iii) encorajar os alunos a discutir entre si os seus diagramas bem como as se-
melhancas e diferencas em vdrios diagramas que podem representar o mesmo problema;
(iv) conduzir os alunos para o estudo dos diferentes tipos de diagrama e apresentar-lhes
problemas que podem ser representados por cada um deles e (v) proporcionar oportu-
nidades aos alunos de identificar qual dos diagramas é mais apropriado para representar
um determinado problema (Diezmann & English, 2001).

Segundo Diezmann e English (2001), os professores poderao desenvolver o racioci-
nio dos alunos a partir dos diagramas de duas formas: (i) realcando a importincia da pre-
cisdo na localizagio e no movimento dos elementos num diagrama e (ii) encorajando os
alunos a utilizarem estratégias de orientagio quando constroem o diagrama para que o
mesmo nio fique demasiado confuso. Para além disso, é importante que os alunos veri-
fiquem a corregao dos diagramas e o raciocinio que fizeram sobre eles.

Representagdes simbdlicas convencionais

Aprofundamos, de seguida, algumas ideias essenciais sobre este tipo de representagao, re-
portando-nos, essencialmente, a linguagem simbélica utilizada por via escrita por ser esta
que tem mais pertinéncia atendendo ao foco do artigo.

A escrita constitui um importante recurso de representagio das ideias dos alunos nas
aulas de Matemdtica e, segundo Céndido (2001), possui duas caracteristicas muito pré-
prias: (i) auxilia a recuperagio da meméria, uma vez que muitas discussdes orais pode-
riam ficar perdidas sem o registo escrito e (i) possibilita a comunicagao a distAncia no
espaco e no tempo, bem como a troca de informagdes com outras pessoas que, desta for-
ma, tém acesso a0 que foi pensado e vivido. Ao trabalhar estas fun¢des da escrita na sala
de aula, o professor proporciona ao aluno a possibilidade de «descobrir a importancia da
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lingua escrita e de seus multiplos usos, a0 mesmo tempo que as ideias matemdticas sio
aprendidas» (Candido, 2001, p. 23).

Ao referirmo-nos a representagdes simbdlicas convencionais, referimo-nos ao conjun-
to de simbolos especificos da Matemadtica cujo significado ¢ partilhado, simbolos esses
que representam nogoes abstratas ¢ relagoes. Entre estes encontram-se, por exemplo, os
algarismos e demais numerais, simbolos aritméticos como os sinais de operagoes, simbo-
los algébricos como as varidveis, ou ainda tabelas de dupla entrada, graficos cartesianos,
diagramas de pontos.

Para Cavalcanti (2001), os alunos deverao ter acesso a linguagem matemdtica de for-
ma equilibrada e gradual, a ser desenvolvida por «aproximagées sucessivas», em situagoes
em que haja lugar para o seu uso. A medida que os alunos tém oportunidade de utilizar
as representacdes que consideram vélidas e de as confrontar com representagoes simbé-
licas convencionais, tém, também, a possibilidade de descobrir as fun¢oes e as potencia-
lidades deste tipo de linguagem. Ao compararem a linguagem matemdtica convencional
com as suas representacoes proprias idiossincréticas, podem reconhecer que a simbologia
matemdtica permite uma maior economia de esfor¢o e tempo na representacio das ideias
e, até, na obtencio da solu¢io de um problema.

O uso dos simbolos, em especial das letras, vem simplificar a referéncia aos elemen-
tos presentes na situacido em estudo e agilizar a expressiao das generalizacdes em causa,
funcionando como uma poderosa ferramenta linguistica (Smith, 2003). A introdugio
das letras viu nas recomendagées do NCTM (2000) antecipada a sua abordagem para
os alunos do 3.° ao 5.° ano, sugerindo-se a representa¢io da nocio de varidvel, enquan-
to quantidade desconhecida, através de uma letra ou simbolo, ou a expressao de relagoes
matemadticas através de equagdes. Na realidade, a investigacio tem vindo a evidenciar a
possibilidade de alunos do 1.° ciclo utilizarem com vantagem as letras, introduzidas com
naturalidade e no contexto de problemas como abreviaturas dos elementos em jogo ou
para representar quantidades indefinidas (Carraher, Schliemann, & Schwartz, 2008).

Tal como as representacoes idiossincrdticas dos alunos sao importantes, «¢ igualmen-
te importante que os alunos aprendam formas de representagio convencionais, de modo
a facilitar quer a sua aprendizagem da Matemdtica, quer a comunicagio com terceiros
das suas ideias matemdticas» (NCTM, 2007, p. 75). E, ainda, importante que os alunos
reconhecam que, pelo seu cardter partilhado, a linguagem simbdlica tem a vantagem de
poder ser lida e compreendida da mesma forma por todas as pessoas que a conhecem,
conseguindo-se assim chegar a uma populagio mais alargada.

No que diz respeito  sua iniciagao por parte dos alunos, a utilizagao de simbolos ma-
temdticos deverd ser posterior a outras formas de comunicagio de ideias matemdticas. As-
sim, ser-lhes-4 mais fAcil relacionar, de forma significativa, a sua linguagem quotidiana e
as formas pessoais de representagio de tipo icénico que usam de forma espontinea com
a linguagem e simbolos matemdticos que vao aprendendo (NCTM, 2007).
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Metodologia

Opgoes fundamentais

Este artigo reporta-se a uma investigagio mais ampla (Pinto, 2009) desenvolvida com
o propésito de compreender o papel que as representacoes elaboradas por alunos do 1.°
ano de escolaridade desempenham na resolugio de problemas matemadticos diversos. No
presente artigo fazemos uma reandlise de alguns dados entao recolhidos com o intuito de
caracterizar as representagoes usadas pelos alunos, dando especial énfase ao diagrama, e
de analisar com detalhe as fun¢ées que estas representagoes desempenham como contri-
bui¢des para o raciocinio dos alunos no contexto da resolugio de problemas. Assim, op-
tdmos por escolher trés dos casos elaborados por Pinto (2009), correspondentes a alunos
com forte tendéncia para produzir diagramas, os quais designamos pelos nomes ficticios
de Ema, André e José.

Note-se que estes alunos, & data da recolha de dados, eram alunos de 1.© ano da tur-
ma da segunda autora deste artigo, professora numa escola EBI de uma cidade do Alto
Alentejo. A recolha dos dados aqui analisados concretizou-se em sala de aula regular, nos
2.2 e 3.0 periodos do ano letivo de 2007/08. Antes disso, no primeiro periodo, enquan-
to decorria a adaptagio da professora e dos alunos 4 nova realidade escolar prépria do 1.°
ano, os alunos foram tendo contacto com problemas diversificados, que foram resolven-
do por meios préprios e discutindo na turma. Esta fase foi importante para que os alunos
se familiarizassem com tarefas de natureza problemdtica e comegassem a mostrar alguma
desenvoltura em as resolver, reconhecendo-se a importincia da continuidade do desen-
volvimento deste tipo de trabalho, numa cultura de aula que valorize as suas contribui-
¢oes e que promova a comunicagio e discussio (NCTM, 2007).

A opgio por tarefas de natureza problemdtica adveio do interesse que estas tém no
presente estudo em que se pretende analisar o contributo das representagées para o racio-
cinio dos alunos. Boavida et al. (2008) reconhecem um papel fundamental a resolugao
de problemas e consideram que esta tem multiplas potencialidades, nomeadamente asso-
ciadas a outros aspetos das capacidades transversais: «[a resolu¢io de problemas] propor-
ciona o recurso a diferentes representagdes e incentiva a comunicagio; fomenta o racio-
cinio e a justificagao; (...)» (p. 14).

Durante os 2.° e 3°. periodos, com um intervalo de pouco mais de uma semana, os
alunos resolveram dez problemas de processo (Vale & Pimentel, 2004) que foram esco-
lhidos por poderem ser resolvidos por uma ou mais estratégias e por suscitarem o recurso
a diferentes tipos de representagoes. Além disso, os problemas evocavam raciocinios ma-
temdticos de natureza diversa (por exemplo, estabelecer relacoes 16gicas, fazer combina-
¢Oes, raciocinar proporcionalmente, ...).

Para cada problema, foi entregue a cada aluno uma folha de registo, contendo o
enunciado e um espaco préprio destinado a resolugio escrita do mesmo, no qual era soli-
citado «Explica como pensaste. Podes utilizar desenhos, palavras, esquemas ou ntimeros».
Os alunos tinham, também, 2 disposi¢do na sala materiais manipuldveis (como cubos,
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tampas, palhinhas, etc.) aos quais podiam recorrer se desejassem — tal como aconteceu
no primeiro periodo letivo.

Como j4 foi dito, a recolha de dados realizou-se em contexto de aula normal, decor-
rendo, em geral, o trabalho dos alunos no primeiro periodo da manha. Por se tratar de
uma turma do 1.° ano, cada problema foi lido pela professora aos alunos que acompa-
nharam esta leitura através do enunciado da folha de registo previamente distribuida.
Apés a leitura, o problema foi interpretado oralmente, ouvindo-se as contribui¢oes dos
alunos até a professora se certificar de que, pelo menos a maioria, tinha apreendido cor-
retamente o seu objetivo. A medida que as competéncias dos alunos na leitura foram me-
lhorando, era-lhes, também, solicitado que lessem, silenciosamente, o enunciado do pro-
blema, embora o mesmo continuasse posteriormente a ser lido para toda a turma. Apds
o esclarecimento das dividas existentes, os alunos dispunham do tempo que desejassem
para resolverem os problemas propostos, apds o que entregavam as folhas com a respeti-
va resoluc¢io (ou em branco, caso nio conseguissem resolver).

Apés a resolugao de alguns dos problemas, existiu um espago de partilha na turma.
Numa primeira fase, a apresentagio das resolugdes era voluntdria. Os alunos que mostra-
vam interesse em falar, explicavam, apoiados na respetiva folha de registo, a forma como
tinham determinado a solu¢do. Numa segunda fase, quando os alunos jd sentiam uma
maior seguranga e confianca, quer no seu trabalho, quer perante a turma, as resolugoes a
apresentar passaram a ser majoritariamente selecionadas pela professora de modo a pode-
rem ser partilhadas e discutidas as mais relevantes do ponto de vista das potencialidades
das representacoes usadas.

Atendendo ao propésito deste artigo e as limitagoes da sua dimensao, referimo-nos
apenas a dois dos problemas:

ProBLEMA DOSs PERIQUITOS (Adaptado de Gave, 2001)

O Pedro tem dez periquitos. Todos os dias o Pedro d4, a cada dois periquitos, trés folhas
de alface. Quantas folhas de alface tem o Pedro de dar, por dia, aos seus dez periquitos?

PROBLEMA DOS APERTOS DE MAO (Adaptado de Stancanelli, 2001)

A Rita, o Nuno, o Paulo e a Lili sio amigos. Quando chegaram a escola cumprimenta-
ram-se ¢ cada um deu um aperto de mao aos outros. Quantos apertos de mio deram ao
todo?

Seleciondmos estes problemas pelo seu cardter ilustrativo da tipologia das representacoes
usadas pelos alunos, em especial os diagramas, e também por revelarem diferentes fun-
¢oes destas representagdes para o raciocinio dos alunos.

Recolha e andlise de dados

Os dados referidos neste artigo sio provenientes de duas fontes distintas. Uma delas é a
andlise documental das folhas de registo, referidas na sec¢ao anterior, nas quais os alunos
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responderam por escrito aos problemas. Esta andlise foi fundamental para a identificagao
e caracterizagio das representacoes usadas em cada um dos problemas.

A segunda fonte de dados foram os registos video das entrevistas a que Ema, André
e José responderam, tendo presente o registo escrito das resolugdes que fizeram. As gra-
vagoes video foram sempre realizadas pela professora a seguir a resolugao ou no préprio
dia, também em contexto de sala de aula, enquanto a restante turma desenvolvia outro
trabalho. A andlise destas explicacbes permitiu complementar, para cada aluno, a com-
preensao dos raciocinios evidenciados nas resolu¢des escritas, com a explicitacio oral das
relagoes que estabeleceram e por que ordem, do modo como chegaram 2 solu¢do de cada
problema e dos significados que atribuiram as representagdes que criaram.

A anilise de dados consistiu num processo essencialmente interpretativo, orientado
pelas questdes da investigacdo e inspirado na revisao de literatura realizada. Com base no
referencial teérico, foram definidas a priori algumas categorias de andlise principais. Ten-
do em conta o foco deste artigo, importa aqui considerar as categorias relativas aos tipos
de representagio utilizados e as suas fungdes no contexto da resolucio dos problemas.

No que diz respeito aos tipos de representagio, e tomando por base diversos autores,
e em especial Bruner (1999), consideram-se trés categorias principais: i) Representagoes
ativas (dramatizagdes pelos alunos, manipulagio de materiais); ii) Representagdes icni-
cas (desenhos, diagramas, simbolos nio convencionais); iii) Representacoes simbdlicas
(algarismos, sinais de operagdes ou igual, expressdes matemadticas, letras ou palavra escri-
ta). No entanto, tendo em conta que neste artigo nio se analisam problemas resolvidos
com recurso a representagoes ativas, sé sio utilizadas as duas dltimas categorias relativas
a representagoes icdnicas e representagdes simbdlicas.

No que diz respeito as funcoes das representagoes, ¢ tendo por referéncia diversas pu-
blicagoes, em especial o NCTM (2007), definiram-se quatro categorias principais: i) Com-
preender; ii) Organizar; iii) Registar; iv) Comunicar. No entanto, com o decorrer da anj-
lise, as categorias relativas as fungoes das representagoes foram por nés ajustadas. A fungao
de registar deixou de ser pertinente uma vez que s6 analisdvamos resolugdes escritas e, por-
tanto, obrigatoriamente alvo de registo. No lugar da fungio de compreender adotdmos a
funcio de interpretar, pois a representagio revela realmente como a crianca interpreta o
problema (independentemente de a ter ou niao compreendido corretamente). No lugar da
funcao de organizar optdémos por considerar as fungées de estabelecer relagbes matemdticas,
desocultar a estrutura matemdtica do problema e obter a solugio do problema, pois estas
trés funcoes resultam todas de acdes de organizagio dos dados e suas relacdes; acrescentd-
mos a fun¢do de rever o processo de resolugio que ainda nio estava considerado. J4 no lu-
gar da funcio de comunicar, optdmos por a concretizar em explicar/justificar o processo de
resolugio, pois exprimem de forma mais direta as inten¢des ou agdes da crianca. Pensamos
que este ajustamento acolhe melhor a diversidade de funcdes encontradas nas representa-
¢oes que os alunos criaram ao resolver os problemas. Assim, para analisar as fun¢oes das re-
presentagoes acabdmos por estabilizar seis categorias: i) interpretar a situacdo; ii) estabelecer
relacoes matemdticas; iii) desocultar a estrutura matemdtica; iv) obter a solucio; v) rever o
processo de resolucao; vi) explicar e/ou justificar o processo de resolucio
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Os alunos e as suas representacdoes matematicas

Ema

Ema resolve o problema dos periquitos na sua folha de registo apresentando a resolugio

da figura 9.
£ 331200

Figura 9.—Resolug¢io do problema dos periquitos realizada por Ema

Ao explicar oralmente como tinha feito, olhou para a sua resolucio e, apesar de nao ter
desenhado nem periquitos nem folhas, falou como se tais elementos estivessem realmen-
te representados na folha de papel. Conta que comegou por escrever o niimero 10 repre-
sentativo do total de periquitos e explica o raciocinio que seguiu: «Comecei a dar, a cada
dois periquitos, trés folhas e a seguir contei quantas folhas eram.» Quando questionada
acerca de como sabia que devia parar ao fim de cinco grupos de folhas, Ema voltou a
explicar que as primeiras trés folhas eram para dois periquitos, as outras trés para outros
dois periquitos e por af fora, até ter dado folhas a todos os periquitos — justificando com
isto porque é que as folhas eram 15. Assim, parece que a aluna contou mentalmente de
dois em dois, até perfazer os dez periquitos, provavelmente recorrendo ao processo fre-
quentemente trabalhado nas aulas de fazer contagens de dois em dois.

A representagio adotada por Ema ¢ essencialmente composta por tracinhos horizon-
tais que escolheu para representar as folhas de alface que dava a cada dois periquitos. Ao
utilizar estes simbolos idiossincrdticos representativos do real, Ema vé-os impregnados de
significado e ndo necessita de recorrer a representagdes menos formais ¢ mais concretas

— como seria o desenho dos periquitos, mais moroso € nao mais eficaz. Note-se que es-
tes tracinhos nao estao dispostos aleatoriamente, antes pelo contrdrio. A organizagio em
grupos de trés permitiu-lhe nio s6 representar o que cada par de periquitos come, como
também o que comem todos os dez periquitos. Esta representagio constitui claramente
um diagrama, que pode ser classificado como diagrama parte-todo uma vez que repre-
senta a relagio que existe entre a parte (trés folhas para dois periquitos) e o todo (quinze
folhas para dez periquitos).

Ao elaborar este diagrama, Ema conseguiu nao sé representar a situacio e dar-lhe
significado, como evidenciar a estrutura matemdtica presente e raciocinar sobre ela de
modo a encontrar corretamente a solu¢do do problema: 15, valor provavelmente tam-
bém calculado mentalmente como adicdo sucessiva de cinco parcelas 3 mas plenamente
justificado. Este valor ¢ apresentado através dos algarismos inscritos num circulo, o que
lhe d4 um estatuto diferente de solugao. Assim, Ema usa representagoes simbdlicas quer
para indicar os dados iniciais do problema (10 periquitos), como para exibir a solu¢do
que encontrou (15 alfaces).
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Relativamente ao problema dos apertos de mao, Ema apresenta a resolugio represen-
tada na figura 10.

Figura 10.—Resolu¢do do problema dos apertos de mio realizada por Ema

Ema desenhou o corpo completo das criangas, com bastantes pormenores, e escreveu os
respetivos nomes. Ligou as criancas através de linhas as quais representam os apertos de
mio que deram entre si. De cada crianca desenhada sai uma linha em cujo extremo estd
um circulo com o algarismo 3. Quando inquirida sobre o significado desse 3, Ema apon-
tou para as diferentes criancas desenhadas e explicou: «Esta [Rita] dava [um aperto de
mio] a este [Nuno] e também dava a este [Paulo] e a esta [Lili] (...)». A explicacdo con-
tinuou do mesmo modo, com a aluna a percorrer os quatro intervenientes até considerar
que todos se tinham cumprimentado uns aos outros.

Para elaborar esta resolugao, Ema conciliou a utilizagiao do desenho e da palavra es-
crita para representar as criangas, com linhas que representam os cumprimentos entre os
amigos. Foi esta forma, muito pessoal, que a aluna encontrou para evidenciar as relagoes
existentes e para concluir que cada amigo cumprimentava os outros trés. Daqui chega &
solucdo, provavelmente obtida pela adigdo sucessiva de quatro parcelas de 3, que perfaz
um total de doze apertos de mao, nimero que a aluna registou com algarismo em desta-
que antecedido do sinal de igual. Assim, Ema construiu assim um diagrama parte-todo,
em que cada amigo representa um parte do problema.

Ao elaborar este diagrama, Ema conseguiu representar a situagio e dar-lhe signifi-
cado, e também desocultar a estrutura matemdtica do problema, embora de forma nao
completamente conseguida. O que faltou a Ema foi reconhecer a reciprocidade de cada
cumprimento entre cada par de alunos e por isso nao conseguiu obter a solu¢io corre-
ta do problema. O seu diagrama permite-nos identificar precisamente esta falha e com-
preender a razdo de a aluna responder 12 (o dobro do niimero efetivo de apertos de mao
dados).

A andlise conjunta dos diagramas elaborados por Ema revela que a aluna usa simbolos
nio convencionais ou desenhos para interpretar e dar sentido as situagoes problemdticas,
os quais dispoe de forma a estabelecer relagdes e evidenciar a estrutura matemdtica e, dai,
obtém a solucio. Assim, os diagramas funcionam como ferramenta para o seu raciocinio.
Salienta-se que no problema dos periquitos o diagrama revela inclusive aspetos implici-
tos do raciocinio da aluna que ela nao consegue explicitar oralmente mas que se tornam
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evidentes. Também evidente se torna qual a interpretagio feita pela aluna no problema
dos apertos de mio e que a levou a apresentar uma solugio errada para o problema. Os
diagramas serviram, ainda, de recurso para a aluna comunicar o processo de resolucio
dos problemas, pois baseou-se neles para explicar como pensou e obteve as solugdes.

André

André resolve o problema dos periquitos conforme se pode ver na figura 11.

O‘% OQ?&
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Figura 11.—Resolugido do problema dos periquitos realizada por André

Quando explica oralmente como pensou, André apoia-se na representagio criada e
afirma:

ANDRE: Os dois periquitos comeram trés [folhas] [aponta com o seu dedo
para o primeiro grupo de dois circulos, ligado ao algarismo trés]; depois
aumentaram mais trés [aponta com o seu dedo para o algarismo seis] e fo-
ram sempre aumentando mais trés [aponta com o seu dedo para o grupo
do algarismo nove], nove, doze até quinze.

André consegue assim justificar como obteve a solugio, evidenciando a correta interpre-
tagdo que fez da situacio e a forma como usou a representacio para ir construindo pro-
gressivamente a resposta ao problema. O aluno representou os dez periquitos por circu-
los que agrupou dois a dois por intermédio de um segmento, o que lhe permitiu formar
cinco pares de periquitos. De cada um destes cinco pares fez sair um segundo segmento
em cujo extremo escreve o resultado da contagem de trés em trés: trés, seis, nove, doze e
quinze, correspondente ao nimero de folhas de alface que ia sendo comido pelos peri-
quitos de cada vez que juntava mais um par de periquitos.

A forma como o aluno desenhou os pares de periquitos nio é, do nosso ponto de vis-
ta, espacialmente arrumada, mas mesmo assim ajudou-o a controlar as quantidades de
elementos presentes na situagdo. Além disso, permitiu-lhe ancorar a contagem que iden-
tificou como uma regularidade para determinar o niimero de folhas de alface comidas:
«foram sempre aumentando mais trés». Assim, esta representagio constitui um diagrama
em rede que possibilita ao aluno nao sé gerir os dados da situacio, como estabelecer re-
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lagoes entre eles e concluir sobre a solugio de uma forma bastante eficaz — arriscamos
conjeturar que se o problema fosse estendido a um maior niimero de periquitos, o aluno
teria facilidade em adotar a contagem de trés em trés como modelo para encontrar novos
nimeros de folhas de alface comidas.

Para resolver o problema dos apertos de mao, André apresentou a resolugo da figura 12.

Figura 12.—Resolugido do problema dos apertos de mio realizada por André

O aluno representou cada um dos quatro amigos por circulos que identificou escrevendo
os respetivos nomes. Todos os circulos estao ligados entre si (com excecdo de dois deles)
por duas linhas que estabelecem as relagées entre os intervenientes e que representam, se-
gundo o aluno, os apertos de mao entre os amigos. Questionado sobre a razao da existén-
cia de duas linhas entre os circulos, André explicou que correspondiam ao cumprimento
que um amigo d4 ao outro e vice-versa, tendo contabilizado essa dupla linha como um
Unico aperto de mio.
Apoiando-se no registo escrito, André explicou o raciocinio seguido:

ANDRE: Fiz quatro bolinhas que eram eles [os quatro amigos] e depois fui
fazendo risquinhos que eram os cumprimentos.

Proressora: Entdo explica 14 os cumprimentos que eles deram.

ANDRE: [apontando para a palavra Lili] A Lili deu a0 Nuno [um aperto de
mio], a Lili também deu 2 Rita [simultaneamente segue com o dedo as li-
nhas que ligam estes amigos], [pequena pausa, observando o diagrama fei-
to] ... esqueci-me do Paulo!

A forma como André organizou os elementos que escolheu para representar os elemen-
tos presentes na situagao e as relagbes matemdticas entre eles, permitem-lhe evidenciar a
estrutura do problema e obter a sua solucio. Trata-se de um diagrama em rede, uma vez
que o aluno conseguiu representar as relagoes existentes entre os diferentes elementos e
associd-los para produzir uma visio global da situacio.

André exibe a sua resposta ao problema usando a notagio convencional, que usa para
registar com destaque o 5 relativo ao total de apertos de mio que contou. Embora esta
nio seja a solugao do problema, todo o raciocinio seguido por André estd correto. Alids,
o préprio aluno identifica a sua falha ao rever o diagrama, como se pode constatar no
didlogo acima transcrito. E a falta de estabelecer uma ligagio entre o Paulo e a Lili que
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ocasiona que a sua solugio seja inferior em uma unidade 2 solugio real do problema, o
que é bem percetivel no diagrama. Assim, neste caso, o diagrama serviu nao sé para que
André desse significado 2 situagdo, desocultasse a sua estrutura matemdtica e produzisse
uma solugio, como para que revisse o seu raciocinio ¢ o pudesse corrigir. Além disso, An-
dré consegue justificar o porqué de a solugio correta ser 6.

Ao analisar os dois diagramas apresentados por André, observamos que comecou por
usar simbolos ndo convencionais por ele criados para interpretar e dar sentido as situa-
¢oes, associou-os de modo a estabelecer relacoes matemdticas entre eles e, assim, desco-
briu a estrutura matemadtica geral presente nos problemas. No problema em que existiam
pessoas, escreveu, também, os seus nomes para as identificar. Usou os simbolos conven-
cionais matemdticos para registar os valores associados a resolucio do problema ou & sua
solugio, no caso em que nio recorreu a cdlculo mas apenas a contagem. Em ambos os
problemas, o aluno construiu diagramas em rede bastante eficazes, nos quais se apoiou
para raciocinar e obter solu¢oes, mas também para explicar e justificar como pensou, ex-
plicitando com clareza os processos de resolucio. Acrescentamos, ainda, o papel que o
diagrama teve para que o aluno identificasse ele mesmo um erro (esquecimento) cometi-
do ao resolver o problema dos apertos de mao.

José

José resolveu o problema dos periquitos apresentando a resolugio representada na figu-
ra 13.

7

3+ 3+3+3v3=0%7 YV

Figura 13.—Resolucio do problema dos apertos de mao realizada por José

A resolu¢io do aluno mostra dez periquitos desenhados, rodeados dois a dois por uma
linha circular fechada. No interior de cada uma, encontram-se, também, trés desenhos
ou manchas verdes, as alfaces. Cada conjunto representa a relagio que existe entre cada
par de periquitos e o niimero de folhas consumido por ele, como explica o préprio aluno:
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JosE: Se o Pedro em cada dia dava trés folhas a dois periquitos eu fiz dois
periquitos e trés alfaces, trés folhas, e depois fiz uma bola a volta. Fiz pri-
meiro os dez periquitos e depois fiz as folhas e depois fiz um grupinho com
os dois [periquitos e folhas de alface]. E depois pus aqui [aponta para a ex-
pressdo matemadtica] trés mais trés mais trés mais trés mais trés que eram
todas as trés folhas [aponta para as folhas de cada conjunto do diagrama] e
depois fiz a conta e vi que eram quinze.

Assim, percebe-se que o aluno usou o desenho dos periquitos para organizar a informa-
¢io e o desenho das alfaces para estabelecer a relagdo entre os periquitos e as alfaces con-
sumidas, dando origem a um diagrama parte-todo em que cada conjunto pdssaros-alface
representa uma parte da situaco.

Na explicagio oral, José refere-se, ainda, & forma como concluiu sobre a solugio do
problema e justifica-a, recorrendo a uma outra representagio totalmente simbdlica onde
exprime formalmente o raciocinio realizado correspondente 4 adi¢ao sucessiva de cinco
parcelas 3, que tem como resultado 15.

O diagrama de José é elaborado tomando como elementos base os seus desenhos dos
periquitos, alguns dos quais sio bastante perfeitos ¢ completos mas outros surgem mais
simplificados, acusando provavelmente algum cansago do aluno em desenhar tantos pe-
riquitos. O mesmo fendmeno se observa relativamente as folhas de alface, pois algumas
estdo bastante bem definidas mas outras aparentam ter sido feitas com menos paciéncia
ou mais apressadamente.

Além disso, José regista de forma perfeita a expressio matemdtica correspondente a
estrutura matemdtica da situagio e que permite obter a solucdo do problema, revelando
um bom dominio da linguagem simbélica que jd conhece aos seus seis anos de idade (al-
garismos, sinal de operacio, sinal de igual).

Para resolver o problema dos apertos de mao, José apresenta a resolucdo da figura 14.

e -

Figura 14.—Resolugao do problema dos periquitos realizada por José
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O aluno apresenta o desenho dos quatro amigos, com alguns detalhes mas sem pormeno-
res, distinguindo-se as raparigas apenas pelo cabelo mais longo e de forma muito ténue
(primeira e terceira pessoas desenhadas). Os quatro amigos estdo ligados através de arcos
que tocam as suas cabegas, correspondendo, cada arco, a um aperto de mio, como José

explicou. Junto a trés deles, estdo escritos os algarismos 3, 1 e 2 respetivamente junto do
primeiro, do terceiro e do quarto amigo (a contar da esquerda para a direita), que conta-
bilizam o niimero de apertos de mao dado por iniciativa prépria a cada um dos amigos.

A explicacio de José revela, com muita clareza, como pensou e desvenda qual a justificacdo:

Josk: Este [aponta para o primeiro amigo do lado esquerdo] dava a este
[aponta para o segundo amigo], jd era um [aperto de mao]; mas nao podia
ser s6 com este também tinha de ser com este [terceiro amigo] e com este
[quarto amigo], por isso pus uns riscos assim [aponta para os trés arcos].
Este aqui [quarto amigo] como j4 tinha dado um aperto de mio a este [pri-
meiro amigo]... por isso s6 dava mais [apertos de mio] com este [terceiro
amigo] e com este [segundo amigo]. E depois este aqui [aponta o terceiro
amigo] como j4 tinha dado a todos menos a este [segundo amigo] dd um
[aperto de mio] a este.

Desta forma, José construiu um diagrama em rede que lhe permitiu representar os ele-
mentos do problema e as suas diversas relagoes, ilustrando de forma completa a situagio.
A estrutura matemdtica do problema revela-se através dos arcos em que associa todos os
amigos, permitindo a sua identificacdo e contagem parcial para chegar a solugao do pro-
blema. Assim, o diagrama foi essencial para dar significado ao problema e para apoiar o
raciocinio matemdtico realizado e explicitado.

José apresentou, também, uma outra representagio totalmente simbdlica onde for-
malizou o processo de obtengao da solugio através de uma expressio com simbolos ma-
temdticos formais onde adiciona os nimeros de apertos de méo para obter a solugao 10.
De registar que, nesta expressao, o aluno escreve as parcelas relativas ao nimero de aper-
tos de mio dados pelos amigos, ndo pela ordem em que surgiram no diagrama mas se-
guindo antes a ordenacdo numérica crescente. Este facto poderd dever-se a variadas ra-
zdes mas uma conjetura que temos ¢ que, de algum modo, o aluno podera ter intuido
alguma regularidade nos nimeros envolvidos. Talvez o diagrama usado por José lhe te-
nha indiciado que ao acrescentar mais um amigo e portanto ao ficar com cinco, teria de
aumentar quatro arcos... Ou, simplesmente, José gosta de ver os nimeros ordenados ...

Assim, ao analisarmos em conjunto os diagramas apresentados por José, observamos
que este aluno compoée os seus diagramas com desenhos, que representam os elementos
envolvidos na situa¢io problemdtica. A esses desenhos acrescenta simbolos nao conven-
cionais simples que lhe permitem estabelecer relagoes matemdticas e desocultar a estru-
tura matemadtica dos problemas. Usa, também, simbolos matemadticos jd com um a-von-
tade suficiente para indicar de modo correto a forma como obtém a solugio de cada
problema, com expressées matemdticas rigorosas relativas as operagdes matemdticas que
conduzem a essa solucio. No problema dos apertos de mio, a forma como escreve a ex-
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pressdo poderd indiciar um eventual reconhecimento, por parte do aluno, de uma possi-

vel regularidade — que seria muito til no caso de uma eventual extensio ou generaliza-

¢io do problema. Para além de apoio ao raciocinio, os diagramas foram, também, usados

pelo aluno como recurso efetivo para a explicagio e justificagdo de como pensou em cada
situagio e de como obteve a solucio.

5. Conclusoes

Tendo presente a evidéncia analisada neste artigo, apresentamos, de seguida, uma tabela

que sintetiza as principais caracteristicas e fungoes das representagoes usadas pelos alunos
na resolu¢do dos dois problemas apresentados (quadro 1).

Quadro 1.—Sintese das caracteristicas e fungoes das representagoes usadas pelos alunos

Tipo de representagio

Fungées da representagio para o aluno

Ema

Problema dos

Diagrama parte-todo com:
¢ Simbolos nio convencionais
(tracinhos)

Interpretar e estabelecer relagoes
Desocultar a estrutura matemdtica (contagem im-

amigos
Algarismo para a solucao

periquitos plicita de 2 em 2 até ao dez e adicionar cinco par-
* Algarismos para dados celas de 3)
Algarismos para a solugao Obter a solugio 15=3+3+3+3+3 (certa)
Explicar e justificar o processo de resolugio/solugao
Ema Diagrama parte-todo com: Interpretar e estabelecer relagoes
Tl ema dho * Desenhos com nomes para Desocultar a estrutura matemdtica (explicitagao de
apertos de amigos quatro amigos, 3 apertos de méo cada)
6 e Simbolos nao convencionais | Obter implicitamente a solugao 12 = 3+3+3+3
(linhas) (errada)
* Algarismos para relacoes Explicar o processo de resolugao/solugao
Algarismos para a solucao
ANDRE Diagrama em rede com: Interpretar e estabelecer relagées
Problema dos * Simbolos nao convencionais | Desocultar a estrutura matemdtica (explicitagao de
periquitos (circulos e linhas) regularidade de contar de 3 em 3 — generalizacao?)
* Algarismos para relagoes (e Obter a solugao: 3, 6,9, 12, 15
solucao implicita) Explicar e justificar o processo de resolugio/solugao
ANDRE Diagrama em rede com: Interpretar e estabelecer relagoes
Tl dhe * Simbolos nao convencionais | Desocultar a estrutura matemdtica (explicitacao de
apertos de (bolinhas e risquinhos) a cada par de amigos, um aperto de mao)
T * Nomes para indicar os Obter a solugio: 5 (por contagem) (errada)

Explicar e justificar o processo de resolucao/solugao
Identificar “esquecimento” que leva a solugio errada
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Quadro 1.—Sintese das caracteristicas e fun¢oes das representagdes usadas pelos alunos

(continuagao)
Tipo de representagio Funcoes da representacao para o aluno
Jost Diagrama parte-todo com: Interpretar e estabelecer relagoes
Problema dos * Desenhos (periquitos e Desocultar a estrutura matemdtica (explicitagio de
periquitos alfaces) cada dois periquitos, trés folhas de alface)
* Simbolos ndo convencionais | Obter explicitamente a solugao: 3+3+3+3+3+3=15
(circulos) (certo)
Simbolos matemdticos para Explicar e justificar o processo de resolugio/solugao
expressao da adi¢ao (e solugao)
Josg Diagrama em rede com: Interpretar e estabelecer relagées
Bl dhie * Desenhos (amigos e amigas) | Desocultar a estrutura matemdtica (explicitacio
apertos de * Simbolos ndo convencionais | de um nimero diferente de apertos de mao da
D (arcos) iniciativa de cada amigo — generalizacao da
* Algarismos para relagoes solugao como a soma 1+2+3+...2)
Simbolos matemdticos para ex- | Obter explicitamente a solugdo: 1+2+3=6 (certa)
pressao da adicao (e solugio) Explicar e justificar o processo de resolugio/solugao

Caracterizagao das representagées criadas pelos alunos

Os alunos recorreram em todos os casos a representagoes icénicas para resolver os pro-
blemas apresentados, destacando-se os diagramas que criaram.? Estes diagramas sdo dia-
gramas parte-todo ou diagramas em rede (Diezmann & English, 2001), dependendo a
tipologia do diagrama da op¢do dos alunos ¢ nio das caracteristicas matemdticas dos pro-
blemas. Na realidade, os diagramas parecem estar bastante marcados pela pessoalidade
dos alunos seus autores, como discutimos mais a frente.

Para construir os diagramas, os alunos escolheram fazer desenhos mais ou menos por-
menorizados (Ema e José) ou simbolos nio convencionais por eles criados (André) para
identificar os elementos do contexto do problema, que dispuseram no papel com uma
distribuicao espacial bastante organizada na maioria dos casos. Note-se que no caso em
que os elementos foram pessoas (problema dos amigos), dois alunos (Ema e André) sen-
tiram necessidade de os identificar com os nomes, independentemente de terem sido de-
senhados ou representados por simbolo idiossincrético.

Foi sempre com simbolos nio convencionais simples por eles criados (linhas, tragos,
circulos, setas) que os alunos relacionaram os diferentes elementos do problema. Em al-
guns casos, os diagramas incluem algarismos junto a esses simbolos nio convencionais,
adotados para evidenciar elementos numéricos que os alunos detetaram e que sdo impor-
tantes na definicdo da estrutura matemdtica dos problemas. Isto acontece quer nos dia-
gramas parte-todo, nomeadamente para indicar as partes, quer nos diagramas em rede,
nomeadamente para indicar as sequéncias de valores numéricos associados  estrutura
matemdtica dos problemas.

Destacamos, ainda, que as resolucoes apresentadas pelos alunos também incluem
simbolos matemadticos para além dos algarismos incluidos nos diagramas. Os algarismos
sdo ainda usados em alguns casos para indicar explicitamente a solugio obtida a partir
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do diagrama (Ema e André). As expressdes matemdticas mais completas, que revelam a
expressdo da operagio realizada para a obtengio da solugio, sio também usadas por um
aluno (José). Notamos que este tipo de representagao simbdlica convencional nunca foi
usada em exclusivo em nenhum problema e que a sua utilizagdo pelos alunos decorreu
sempre do uso ¢ andlise prévia dos diagramas respetivos, sendo o seu registo escrito sido
sempre o ultimo a ser feito (e também a ser referido oralmente).

As fungoes das representagdes para os alunos

Os alunos usaram as representagoes que criaram com uma multiplicidade de fungoes,
como se pode observar no quadro 1. Pela importincia que tém neste estudo, sistemati-
zamos de seguida as funcoes que deram aos diagramas. A primeira ¢ a de interpretar a si-
tuagdo, que permite aos alunos darem sentido ao problema, identificarem os elementos
presentes na situagio a que o problema se reporta e os dados que sao relevantes. A segun-
da funcio é a de estabelecer relagbes matemdticas, indicadas de forma mais ou menos ex-
plicita com simbolos idiossincrdticos sobre as representagdes dos elementos relativos aos
problemas. Uma outra importante funcio ¢ a de desocultar a estrutura matemdtica do
problema a partir das relagées matemdticas identificadas, de uma forma parcial (nos dia-
gramas parte-todo) ou global (nos diagrama em rede). Em alguns casos (André ¢ José), os
diagramas parecem mesmo poder servir como pontes para que os alunos consigam iden-
tificar regularidades que se aplicam a generalizagoes ou extensdes dos problemas. Uma
quarta fungio ¢ a de obter a solugio do problema a partir da identificagio da estrutura
do problema, a qual ¢ registada de forma explicita ou de forma implicita, surgindo, por
exemplo, em sequéncias numéricas associadas ao diagrama. Uma quinta funcio ¢ a de
rever o processo de resolucdo e de eventual identificar de erros pelo préprio aluno e sua
autocorre¢io (André), o que constitui uma oportunidade acrescida & importante tare-
fa, recomendada por Polya (2003), de verificagao da solu¢do dos problemas. Estas cinco
fungées que atrds sistematizamos ilustram as potencialidades dos diagramas no apoio ao
raciocinio dos alunos no contexto da resolucio de problemas.

Uma outra funcio dos diagramas ¢é a de apoio 4 explicagdo e/ou justificagio dos alu-
nos. Todos se apoiaram nos diagramas que criaram ao explicar a professora como tinham
pensado para obter a solugio dos diferentes problemas resolvidos, apontando diretamen-
te para o diagrama para revelar as suas ideias, por vezes com evidente representagio es-
crita mesmo quando nio acompanhada de correspondente explicacio oral (Ema). Esta
Ultima fun¢io que assinalamos ilustra o poder dos diagramas enquanto instrumento de
comunica¢do matemdtica dos alunos no contexto da resolucio de problemas.

Consideragées finais

Concluimos este artigo com duas ideias que, de algum modo, podem ser interpretadas
como recomendagoes que o estudo realizado nos suscita.

Uma primeira ideia tem a ver com a importancia do professor explorar as represen-
tagoes iconicas dos alunos, com os alunos. Estas representacoes desempenham um papel
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crucial na correta interpretagio e resolugio dos problemas pelos alunos, sejam desenhos
ou representagdes simbdlicas nao convencionais, a que eles atribuem significado, em es-
pecial, diagramas que funcionam como preciosas ferramentas para o raciocinio mate-
mitico. E importante que o professor aproveite estas representagoes para nelas ancorar a
apresentacio dos simbolos matemdticos convencionais e da escrita de expressoes mate-
maticas, relacionando-as com representagoes iconicas convenientes. Interessa, também,
que o aluno entenda a simbologia matemdtica como uma forma econémica e poderosa
de representagio de ideias a que possa dar valor, o que dificilmente acontecerd se o pro-
fessor apressar ou adotar em exclusivo o uso de simbolos matemdticos formais no inicio
da escolaridade. As representagtes iconicas e as simbdlicas tém toda a vantagem em coe-
xistir ¢ o estabelecimento de conexdes entre elas permite que o aluno tenha maiores opor-
tunidades de construir as ideias matemdticas de forma mais completa, com uma com-
preensdo mais profunda da matemdtica (Cavalcanti, 2001; Goldin & Shteingold, 2001;
Wong, 2004).

Uma segunda ideia prende-se com a importincia de contribuir para que os alunos
evoluam na sua capacidade de representar, em particular, de construir diagramas. E fun-
damental que o professor deixe espago aos alunos para que, numa primeira fase, repre-
sentem livremente os seus raciocinios mas ¢ igualmente importante que estes aprendam a
tornar-se mais eficazes quando se trata de representar ideias matemdticas, nomeadamente
na resolu¢io de problemas. Fazer desenhos poderd ser relevante para que o aluno tenha
uma relagio mais significativa com as situacoes a que dizem respeito os problemas, mas
gradualmente deverd reconhecer que pode, com economia de esforco e de tempo, substi-
tuir um desenho cheio de pormenores por um simbolo simples com o mesmo significado

— como José parece hesitar fazer, substituir uma alface recortada por um risco verde. De
igual modo, ¢ importante que ao construir um diagrama se habitue a usar os simbolos
idiossincréticos de forma organizada de modo a mais facilmente se evidenciar a estrutura
matemdtica. E ¢ importante que conhecam diferentes tipos de diagramas que os ajudem
perante diferentes tipos de problemas, ndo com o sentido de dotar os alunos de procedi-
mentos a aplicar, mas sim do os dotar de ferramentas a usar (Diezman & English, 2001).

Notas

1 Asilustragoes seguintes s3o, na sua maioria, da autoria de alunos de uma turma de 1.° ano da inves-
tigadora. Quando a fonte for outra, serd devidamente indicada.

2 Neste artigo apresentamos os casos de trés alunos na resolugio de dois problemas, mas como jd refe-
rimos, baseia-se num estudo mais alargado que envolveu quatro alunos e dez problemas. Importa aqui
dizer que neste estudo, as representacdes icénicas foram as preferencialmente usadas por todos os alu-
nos, sendo o diagrama a representagio adotada pelos alunos nao s6 em mais problemas como também
por mais alunos — foi usada pelo total dos quatro alunos em cinco dos dez problemas e pelo menos por
trés alunos em sete dos dez problemas.
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Resumo. Este artigo foca-se no uso de representagdes matemdticas por parte de alunos do 1.° ano
do 1.° ciclo e analisa o seu contributo para o raciocinio matemdtico desses alunos. O propdsito
principal do artigo é caracterizar as representacoes, em especial os diagramas, que os alunos criam
para resolver problemas que lhes sio propostos, bem como analisar as fun¢oes com que as usam.
Apresentamos os casos de trés alunos, analisando as resolu¢oes que produziram relativamente a
dois problemas. Os alunos recorreram tanto a representagées ic6nicas idiossincrdticas como a re-
presentacoes simbdlicas convencionais, mas com fungoes muito distintas. Entre as representacoes
icdnicas criadas pelos alunos destaca-se o diagrama, que serviu de ferramenta fundamental ao ra-
ciocinio e comunica¢do matemdtica. Mais concretamente, o diagrama foi usado pelos alunos para
interpretar a situagio problemdtica, relacionar os seus elementos, desocultar a estrutura matemd-
tica presente, obter a solugdo, rever o processo de resolucio adotado e apoiar a explicagao e/ou
justificagdo do respetivo raciocinio para resolver os problemas. As representagdes simbélicas con-
vencionais decorreram das icdnicas e serviram essencialmente para apresentar as solugoes dos pro-
blemas ou as expressoes aritméticas relativas  sua determinacio.

Palavras-chave: raciocinio matematico; representagoes matemadticas; diagramas.
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Abstract. This article focuses on the use of representations by 6 year students and analyses their
contribute for the mathematical reasoning of the students. The main purpose of the article is to
characterise the representations, specially the diagrams, that students create to solve the problems,
and to analyse the functions of that representations. We analyse the mathematical productions of
three students created to solve two different problems. The students created idiosyncratic iconic
representations and also used conventional symbolic representations, but with very different func-
tions. Diagrams were used by the students to interpret the problematic situation, to relate their
elements, to unpack the mathematical structure, to obtain the solution, to review the problem
solving process and to support the explanation and/or justification of the reasoning. Conventio-
nal symbolic representations were based on the iconic ones, and they were used by the students
to display the solutions of the problems or the arithmetic expressions associated to the solution.

Keywords: Mathematical reasoning, mathematical representations, diagrams.
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