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Introdugao

Apesar da reconhecida importincia do tema Algebra na formagio matemdtica dos alunos
do ensino bdsico, muitas vezes existe um sentimento de insatisfagao pela forma como al-
guns alunos reagem ao tema, pelo seu fraco desempenho e dificuldades que vio revelando
(Oliveira, 2009). Destaca-se “a reconhecida dificuldade que a utilizagao do simbolismo
algébrico representa para os alunos” (Oliveira, 2009, p. 84). O desinteresse ¢ a desmoti-
vagio dos alunos para a Matemdtica poderio ter a ver, em numerosos casos, com dificul-
dades de compreensio da sua linguagem. Verifica-se geralmente a dificuldade dos alunos
na transi¢do da Aritmética para a Algebra, com o surgimento de expressoes algébricas no
seu percurso escolar, o aproveitamento tem tendéncia a regredir.

A abordagem da Algebra que tem sido feita na sala de aula nao tem ultrapassado a
fronteira da manipulagio simbdlica, a aplicagio de propriedades no cédlculo algébrico e
sobretudo a memorizagio de regras e procedimentos, a qual ¢ insuficiente para o desen-
volvimento da compreensido da Matemdtica ¢ do pensamento algébrico (Kaput, 1999;
Ponte, Branco & Matos, 2009a). Atualmente comega a ser evidente e consensual que nio
é possivel dissociar o ensino/aprendizagem da Algebra em contexto, com compreensio
e significado.

Assim sendo, é conveniente usar expressoes algébricas para representar problemas,
usando letras para designar incégnitas ou varidveis, e introduzir expressdes com vari-
dveis ligadas a um contexto. O conceito de varidvel, pela sua complexidade, justifica
que os alunos explorem situacoes variadas em que surjam letras (nomeadamente, ex-
pressoes algébricas e equacdes) e discutam os seus significados (Ministério da Educacao
[ME], 2007).

Também nos Principios e Normas para a Matemdtica Escolar (National Council of
Teachers of Mathematics [NCTM], 2007) se defende a mesma perspetiva, afirmando-
se que os “alunos deverdo comecar a compreender os diferentes significados e utilizacoes
das varidveis, por meio da representagio de quantidades numa diversidade de problemas
e contextos” (p. 263).
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Por outro lado, parece tornar-se cada vez mais evidente a importancia do contributo
dos padroes, na medida em que podem contribuir para uma maior motivagio dos alu-
nos e para aumentar a sua compreensio matemdtica (Vale & Pimentel, 2005). Segundo
Ponte et al. (2009a) “a aprendizagem do trabalho com expressoes algébricas faz-se em si-
multdneo com a aprendizagem das sequéncias, das fungdes e das equagoes, procurando-
se assim que estas facam sentido para os alunos” (p. 77).

O programa de Matemdtica (ME, 2007) prevé o tratamento da temdtica dos padroes
de forma explicita ao longo de todo o ensino bdsico. Dando suporte a esta presenca cons-
tante dos padrdes, hd autores (e.g., NCTM, 2007; Vale & Pimentel, 2005) que defen-
dem a ideia de que o trabalho com padrées contribui para melhorar significativamente
a compreensio da Algebra. A exploragio matemdtica na procura de padrées é um meio
através do qual emergem conceitos matemdticos com significado e compreensio (Vale &
Pimentel, 2009). Assim, as tarefas com padrées sio manifestamente Uteis na introdu¢io
a dlgebra (Vale & Pimentel, 2005).

O trabalho com padrées é um excelente veiculo para promover o pensamento sobre
varidveis e fun¢des. Permite aos alunos desenvolver a capacidade de estabelecer generali-
zages, um aspeto fundamental do raciocinio matemdtico. Além disso, promove o desen-
volvimento da capacidade de fazer representacoes, quer através de diagramas e esquemas,
quer usando a linguagem algébrica (Ponte, Matos & Branco, 2009b).

A aprendizagem da Algebra envolve saber trabalhar com simbolos de forma significa-
tiva, mas trata-se de um processo que nao ¢ ficil nem linear. Muitos alunos sentem nor-
malmente dificuldades quando tentam dar sentido a uma expressio algébrica, ou a uma
letra nessa expressao, ou quando atribuem significados concretos as letras na transicio da
linguagem natural para a algébrica, ou quando tentam escrever simbolicamente uma ge-
neralizagio. Além disso, um aluno ensinado, por exemplo, para responder apenas a ques-
toes que evoquem a aplicacio de um algoritmo, terd sérias dificuldades quando confron-
tado com questées que impliquem a compreensio e explora¢io de um conceito (Pereira
& Saraiva, 2010).

Este artigo enquadra-se no 4mbito de um estudo mais amplo, de implementacio de
uma intervengio de ensino no 7.° ano de escolaridade na lecionagao do tépico Sequén-
cias e Regularidades. Apresentam-se os principais resultados do estudo de Pereira (2011),
tendo como principal objetivo investigar as estratégias usadas pelos alunos em tarefas
que envolvem a exploracio de padroes, assim como as implicagdes de tais exploragdes
para a aprendizagem da Algebra ao nivel da generalizago. Para aprofundar e contextua-
lizar o problema, definiram-se algumas questdes orientadoras da investigacio das quais,
se abordam neste artigo, apenas as duas seguintes: 1. Que estratégias utilizam os alunos
do 7.2 ano de escolaridade em tarefas que envolvem a exploragao de padroes?; e 2. Em
que medida a exploragio de padrées contribui para a aprendizagem da Algebra ao nivel
da generalizacio?
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Dificuldades na generalizagao de padroes

Os alunos tém dificuldades no seu trabalho inicial com padrées e regularidades e numa
primeira fase ndo hd alternativa ao uso da linguagem natural, seguindo-se, a pouco a pou-
co, a introdugio de elementos simbdlicos para desenvolver nos alunos o dominio da lin-
guagem algébrica (Ponte, 2009). A maioria dos alunos perante atividades que envolvem
a generalizacio de padrées figurativos utilizam uma abordagem numérica, e dessa forma
podem manifestar insuficiéncias de resolugio, obtendo generalizagdes incompletas ou
uma lei de formagio errada. Segundo Vale e Pimentel (2005), geralmente, os alunos que
tém mais sucesso na generalizacio s3o os que utilizam uma abordagem exclusivamente
figurativa ou mista (numérica e figurativa). Também Lannin (2005) refere que nas situ-
agbes que permitem representagoes figurativas, ligando o problema com uma represen-
tagdo visual, aumenta a probabilidade de sucesso dos alunos. Portanto, inicialmente, os
alunos devem realizar tarefas com uma conexao figurativa pois eles tém uma compreen-
sdo superficial das operagoes aritméticas que inibe o desenvolvimento de generalizagoes
algébricas (Lannin, 2005).

Além disso, devem ser utilizadas tarefas de estrutura semelhante (por exemplo, va-
riando a taxa de mudanga ou o niimero inicial, o 1.° termo) para incentivar os alunos a
refletirem sobre o poder matemdtico das estratégias de generalizacdo, as vdrias justifica-
¢oes que apresentam ¢ o tipo de justificacdes que sao matematicamente aceitdveis (Lan-
nin, 2005).

Descobrir e descrever generalizagdes estd no cerne da atividade matemdtica (Kaput,
1999). “A generalizacdo ¢ a percecio de que determinada propriedade de determinado
objeto nio se apresenta como vélida apenas para si, mas para uma cole¢iao maior de ob-
jetos e entes matemdticos” (Silva & Domingos, 2010, p. 643). Para estes autores, a ge-
neralizagao nasce da identificacio de caracteristicas particulares dos objetos que passam
a estar relacionados através de pontos comuns. Segundo Lins e Gimenez (1997), a ge-
neralizagao emerge quando os alunos passam a falar do que é comum a um conjunto de
casos particulares. Rodrigues (2010) considera que a particularizagio e generalizacio fa-
zem parte integrante do processo de pensar matematicamente, mas ¢ a generalizaciao que
constitui a esséncia do que é a Matemdtica. Resultados especificos podem ser tteis por si
préprios, mas s6 o resultado geral ¢ que ¢ caracteristicamente matemdtico. Se o desenvol-
vimento do pensamento matemdtico visa a generalizagdo, esta baseia-se na particulariza-
¢do ¢, assim, a particularizacio e generalizacio sio processos insepardveis, desenvolven-
do-se esta com a continua interagio entre ambas.

Para Alonso ez al. (1993) o processo de generalizacio requer trés fases bem diferencia-
das: a observagdo para a descoberta de regularidades; a descrigdo da regularidade percebi-
da ¢ a escrita da regularidade em linguagem natural ou simbdlica, combinando palavras
e simbolos com desenhos e tabelas. Esta tltima fase traz grandes obstdculos aos alunos
na medida em que os alunos tém dificuldades em expressar as suas ideias, agravadas pela
precisio dos termos utilizados na construgio frdsica e pela expressiao simbdlica. Obter
uma generaliza¢io de uma sequéncia figurativa por um raciocinio meramente numérico,
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descorando as propriedades das figuras, adquire uma maior dificuldade se ¢ necessdrio
um manejo dos ndmeros e suas relagdes, que nem todos os alunos que aprendem Algebra
tém adquirido. A riqueza na experiéncia dos alunos com atividades de generalizacao pode
permitir uma abordagem mais natural ao conceito de varidvel e, portanto, uma aproxi-
magio a uma Algebra mais significativa.

Um dos aspetos da generalizacio envolve o exame de diferentes quantidades e descrever
as relagdes entre os casos (as quantidades) para uma situacdo particular. Desenvolver uma
compreensdo das condi¢des da variante (termos, varidvel dependente) e invariante (or-
dem do termo, varidvel independente) pode proporcionar significado de simbolos algé-

bricos (Kaput, 1999).

Estratégias de generalizagao de padrées

Abordagens a generalizagdo de padrées

H4 aspetos matemdticos importantes a ter em conta no trabalho com sequéncias, como
o facto da generalizacio de uma sequéncia poder ser representada usando palavras ou ex-
pressoes algébricas e que para se chegar a uma generalizacio é, por vezes, muito util re-
correr a tabelas e figuras.

As estratégias usadas na resolugio de questoes envolvendo sequéncias podem ser /o-
cais, indicando como passar de um termo para o termo seguinte com base num pro-
cesso recursivo; ou globais, estabelecendo-se uma relagao de natureza geral que descre-
ve toda a regularidade, a qual pode ser representada por palavras ou por uma expressio
algébrica designada termo geral (Ponte et al., 2009b). Stacey (1989) usa os termos ge-
neralizagdo proxima e generalizacio distante, referindo-se ao tipo de abordagem adotado
na resolugio.

Neste contexto, a generalizacdo préxima é utilizada para designar uma
questdo que pode ser resolvida passo-a-passo com um desenho ou através
de contagem e a generalizagdo distante designa uma questao que vai além de
limites razodveis da prdtica de abordagem passo-a-passo. (p. 150)

Outra ideia a ter em aten¢do é que nas sequéncias numéricas cujo termo geral (de or-
dem 7) ¢ do tipo an+b, com a=0, a diferenca entre termos consecutivos é constante.
Além disso, duas expressoes algébricas resultantes da generalizacdo da mesma sequéncia
podem ser equivalentes e, muitas vezes, hd possibilidade de simplificar uma expressio al-
gébrica, contribuindo assim para a compreensao da linguagem algébrica.

No caso das tarefas propostas aos alunos, elas podem envolver sequéncias de diver-
sos tipos: algumas podem ter uma lei de formacio explicita no enunciado; noutras situ-
agoes a lei de formagio estd implicita, sendo inequivoca pelas condicoes dadas e hd si-
tuagdes em que sdo dados alguns termos, podendo existir uma grande variedade de leis
de formaciao.
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Os alunos normalmente usam uma variedade de estratégias para a constru¢io da re-
lacdo funcional em que assenta o padrao. Rivera e Becker (2008) estabeleceram trés tipos
de estratégias empregues pelos alunos: (1) numérica, que utiliza apenas estimulos esta-
belecidos a partir do padrio listando uma sequéncia de nimeros ou usando uma tabela
para derivar a regra a partir dai, procurando relacoes aritméticas entre os valores das va-
ridveis; (2) figurativa, que se aplica apenas quando se descreve a generalizagao do padrio
utilizando diagramas, sendo a regra totalmente obtida a partir de indicios visuais estabe-
lecidas diretamente a partir da estrutura dos dados, podendo-se recorrer a decomposicao
das figuras — termos; e (3) uma combinagio de ambas as abordagens anteriores (numérica
¢ figurativa).

De entre as estratégias numéricas, Bezuszka e Kenney (2008) identificaram trés estra-
tégias, que envolvem a recursao: (1) comparagio, quando os termos de uma sequéncia de
ndmeros dados sio comparados com os termos correspondentes da uma outra sequén-
cia cujo regra jé é conhecida; (2) @ substituicio repetida, onde cada um dos termos sub-
sequentes de uma sequéncia numérica se exprime por indica¢io do termo imediato ao
precedente (substituido por este); e (3) 0 método das diferengas, também conhecido como
das diferencas finitas em Matemdtica (diferenca entre termos), que ¢ um algoritmo para
encontrar férmulas explicitas (que sao expressoes polinomiais).

De entre as estratégias figurativas, surge por um lado, a generalizagio construtiva e
desconstrutiva. Uma generalizagio construtiva implica ver os termos de uma expressio
algébrica, representando as partes da figura que nio se sobrepéem num padrio figurativo
(neste caso as férmulas surgem com “adigoes”). A generalizacio desconstrutiva consiste
em ver os termos de uma expressao algébrica que se referem as partes sobrepostas da figu-
ra num padrao figurativo (neste caso as férmulas surgem com “subtragoes” para excluir os
objetos sobrepostos) (Becker & Rivera, 2006; Rivera & Becker, 2008; Rivera, 2010). A
generalizacio desconstrutiva ¢ a mais dificil de alcangar e por isso a construtiva é a mais
utilizada pelos alunos (Rivera & Becker, 2008).

Por outro lado, Chua e Hoyles (2011), além destes dois tipos de estratégia figurativa,
apresentam duas outras estratégias. Uma delas ocorre quando um ou mais componentes
do diagrama original sio reorganizados em algo mais familiar. Esta figura recém-recon-
figurada, em seguida, apresenta uma estrutura do padrao que facilita a construgio da re-
gra funcional. A outra acontece quando o diagrama original é visto como parte de uma
grande figura composta, a partir da qual a regra funcional é gerada subtraindo subcom-
ponentes dessa figura composta.

Estratégias de generalizagio utilizadas em alguns estudos

Stacey (1989), num estudo sobre generalizagio utilizando padroes lineares da forma
fn)=an+b com b=0, em contexto figurativo e em contexto estritamente numérico,
analisa e relata as respostas dos alunos com idades entre 9 ¢ 13 a questoes de generaliza-
¢do, documentando os modelos matemdticos que escolheram, as estratégias utilizadas na
sua execugdo e as explicagoes que deram. Por exemplo, um dos problemas do estudo era
a sequéncia numérica: 4, 10, 16, 22, , , , sendo pedido aos alunos para
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completarem os trés espagos em branco; depois o centésimo termo e, finalmente, o ené-
simo termo, S(7).

Neste estudo, observou-se uma substancial inconsisténcia na escolha do modelo
adequado ¢ os alunos que iniciaram corretamente a resposta adotaram frequentemen-
te um modelo simples, mas incorreto, sobretudo nas questdes envolvendo a generali-
zagdo distante. J4 os alunos que tinham realizado um curso de resolugao de problemas,
usando implicitamente um modelo linear, deram respostas consistentes com mais fre-
quéncia e explicagbes mais frequentemente relacionadas com os padrées. Estes alunos
pareciam entender de forma mais completa a relacio entre os dados e a regra resultante
da generalizagio.

Ao analisar as estratégias usadas pelos alunos, Stacey (1989) organizou-as em quatro
categorias: Contagem — contagem a partir de um desenho para descobrirem o termo da
sequéncia; Diferenca — utilizagao de multiplos da diferenca entre termos consecutivos,
multiplicando o nimero da diferenga comum. z entre os termos e assumindo que ¢ a adi-
¢ao repetida desse niimero @, o que conduz & expressdo algébrica da generalizagio. ax #;
Objeto Inteiro (Whole-Object no original em inglés) — tomar um termo ou um multiplo
de um termo para unidade e usar maltiplos dessa unidade, ou seja, S(72x 7) = m x S(n), as-
sumindo implicitamente a existéncia de uma relagio de proporcionalidade direta; Linear
— usando um padrio em que estdo envolvidas tanto a multiplicagio como a adigio e em
que os alunos reconhecem a ordem dessas operagées, ou seja, implicitamente, usando um
modelo linear S(7) = an+ b para o termo de ordem 7.

O estudo de Lannin (2005) consistiu numa experiéncia de ensino com 25 alunos do
6.2 ano (alunos de 11-12 anos) ao longo de 10 dias. Dos resultados do estudo salienta-se
que, nas discussoes com toda a turma, os alunos foram, em geral, capazes de apresentar
generalizacoes adequadas e justificar o uso de exemplos genéricos. Os alunos que usaram
esquemas geométricos (figurativos) foram mais sucedidos em fornecer argumentos gerais
e justificagdes vélidas; no entanto, durante as discussdes em pequenos grupos, os alunos
raramente justificaram as suas generalizagoes, recorrendo alguns deles a valores particula-
res com maior incidéncia do que a relacdes gerais. Os alunos tenderam a usar dois tipos
de justificagdo: a justificagao empirica e exemplos genéricos. Os quatro alunos-alvo do
estudo geralmente utilizaram a justificagio empirica para testar as suas regras, e continu-
aram a fazé-lo, apesar deste tipo de justificacio ter ser sido considerada insuficiente du-
rante a discussdo com toda a turma. Nestes casos, a justificacdo empirica era geralmente
devida a uma falta de conexio a um esquema geométrico (figurativo) que estabelecesse
uma relagio com o contexto.

Neste estudo, Lannin ao analisar as estratégias de generalizacio usadas pelos alunos
organizou-as em duas categorias principais: explicitas e ndo-explicitas. As estratégias ex-
plicitas sdo as que permitem o cdlculo direto de um determinado valor da varidvel depen-
dente conhecido o valor da varidvel independente, enquanto as estratégias nao-explicitas
nao permitem esse cdlculo. Na categoria das estratégias explicitas, o autor incluiu ainda
as trés subcategorias de estratégias: Objeto Inteiro, Tentativa-e-Erro e Contextual; e na ca-
tegoria das estratégias nao-explicitas o autor inclui duas subcategorias de estratégias: Con-
tagem e Recursiva.
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A estratégia do Objeto Inteiro, ji referida por Stacey (1989), consiste em usar uma
unidade como parte, para construir uma unidade maior, utilizando a multiplicagdio num
raciocinio de proporcionalidade direta (por exemplo: 3 macés custam 8 délares, 9 ma-
¢as custam 24 délares). Neste caso, posteriormente & multiplicacio, pode ou nao haver
necessidade de um ajustamento do resultado, para mais ou para menos (para , caso nio
se trate de uma situagio de proporcionalidade direta), tendo em vista adequd-lo a situ-
agio. A estratégia Tentativa-e-Erro consiste em adivinhar uma regra, sem ter em conta
por que essa regra pode funcionar. Normalmente, isso envolve experiéncias com viérias
operagdes e nimeros fornecidos na sequéncia. A estratégia Contextual consiste na cons-
trucdo de uma regra relativa a técnicas de contagem baseada em informagdes figurativas
ou numéricas fornecidas na sequéncia. A estratégia Contagem, também jd referida por
Stacey (1989), consiste em desenhar uma imagem ou construir um modelo para repre-
sentar a situacio e contar o atributo desejado. A estratégia Recursiva acontece quando o
aluno descreve uma relacio entre termos consecutivos da sequéncia para determinar os
termos subsequentes.

Num estudo posterior, Lannin, Barker ¢ Townsend (2006) relatam as estratégias de
generalizagdo algébrica utilizadas por oito alunos do 5.° ano (10-11 anos de idade) ¢ os
fatores que parecem influenciar essas estratégias. Neste estudo, com base nas respostas
dos alunos, foram identificadas quatro categorias de estratégias: Explicita, Objeto Inteiro,
Partigio (Chunking) ¢ Recursiva. A estratégia Explicita consiste na descoberta de uma re-
gra que permita efetuar o cdlculo imediato de qualquer valor da varidvel dependente (ter-
mo), dado o valor da varidvel independente (ordem). A estratégia Particdo consiste num
raciocinio recursivo com “saltos” (por segmentos), ou seja, em vez de usar um raciocinio
termo a termo, o aluno desenvolve um padrio recursivo através da construgio de uma
unidade para os valores conhecidos do atributo desejado, sendo o recurso a um racioci-
nio recursivo a forma mais expedita de encontrar o termo pretendido. A estratégia Recur-
siva ocorre quando o aluno descreve uma relagio entre valores consecutivos da varidvel
dependente (termos).

Na estratégia do Objeto Inteiro os alunos devem aprofundar a compreensio do racio-
cinio proporcional e reconhecer que este método, muitas vezes, nao conduz ao resultado
desejado (devendo ser efetuado o devido acerto do resultado para nio levar a conclusoes
erradas). Além disso, as estratégias usadas anteriormente noutros problemas e/ou limita-
¢oes na percecio da situagio-problema podem levar os alunos a continuar a usar estraté-
gias ineficientes ou erradas (Lannin ez 2/., 2000).

No estudo de Alvarenga (2006), com alunos do 5.° ano (10-11 anos), nas estratégias
de generalizagao, os alunos trabalharam em conjunto informagées geométricas (figura-
tivas) e numéricas. Nas diferentes resolugoes, os alunos nunca recorreram a abordagens
exclusivamente numéricas, separando-se das caracteristicas especificas das tarefas (as pro-
priedades figurativas) e evitando transformar os problemas em meras sequéncias numé-
ricas, tendo sido mais utilizado o método das diferencas finitas (designado Diferenca por
outros autores) para descrever o padrio. Esta estratégia revelou-se eficaz na maioria das
respostas por nio exigirem o cdlculo de termos muito distantes. Os alunos também usa-
ram os métodos de contagem, de proporcionalidade direta e linear, e utilizaram essen-
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cialmente o método de contagem no célculo dos termos mais préximos porque a maioria
dos padroes das tarefas eram figurativos.

No estudo de Matos (2007), agora com alunos do 8.° ano de escolaridade (13—14
anos), verificou-se que a exploragio de padroes constituiu uma tarefa nova para os alunos
e, talvez por isso, as estratégias utilizadas inicialmente foram a Contagem e a Covariagio
(andlise do modo como a variagao dos valores de uma varidvel produz a variagao nos valo-
res da outra). Apds algumas experiéncias, os alunos alargaram o leque das suas estratégias,
adotando estratégias aritméticas (designadas por Rivera e Becker (2008) por estratégias
numéricas) e também estratégias figurativas, baseando-se numa relagao de correspondén-
cia entre as varidveis (termos ¢ ordens), o que lhes permitiu generalizar o padrio (estraté-
gia Explicita). Inicialmente exprimiam-se em linguagem natural, mas depois do contacto
com a Algebra formal revelaram 3-vontade no uso da simbologia.

Também no estudo realizado por Branco (2008), com alunos do 7.° ano (12-13
anos), os resultados obtidos indicam que nos padroes repetitivos os alunos utilizaram
a estratégia Contagem e também a estratégia Explicita. Nas exploragées iniciais verifi-
cou-se que a estratégia seguida pela maioria dos alunos foi a Contagem e poucos alu-
nos revelaram a capacidade de expressar as regularidades que encontraram utilizando a
estratégia Explicita.

Nos padrdes lineares (em que o termo de ordem 7 pode ser expresso na forma an+ b,
com 2=0) os alunos utilizaram a estratégia Aditiva, processo recursivo pouco prdtico na
descoberta de termos de ordem elevada quando apenas se conhecem os primeiros termos
da sequéncia. Apés as experiéncias iniciais, apesar das dificuldades, os alunos usaram a
estratégia Explicita com base na andlise das propriedades das figuras (termos), indicando
a relagdo entre a ordem da figura e o seu nimero de elementos em linguagem natural e
alguns comecam a utilizar a linguagem algébrica para traduzir a generalizacdo expressa
em linguagem natural. Porém, outros utilizaram a estratégia Objeto Inteiro, que nio con-
duziu a uma generaliza¢do correta. De entre as vdrias estratégias usadas pelos alunos, a
Aditiva e a Explicita foram as que mais se verificaram neste tipo de padrao.

No estudo de Santos e Oliveira (2008), com alunos do 5.° ano (10—11 anos), nas es-
tratégias de generalizagio, os alunos inicialmente utilizavam as estratégias Contagem, Re-
cursiva e até de Objeto Inteiro, mas no final da experiéncia pedagdgica os alunos adota-
ram, tanto nas generaliza¢es proximas como distantes, estratégias Explicitas na medida
em que procuravam estabelecer uma relacio direta entre a varidvel dependente (termo) e
independente (ordem). Para além de se assistir a um desenvolvimento na escolha das es-
tratégias de generalizacio, surgiram estratégias proprias que se foram tornando intencio-
nais, direcionadas e formais.

Os alunos conseguiram generalizar padrées lineares, descrevendo em termos gerais as
propriedades das figuras, estabelecendo relagoes matemdticas e representando-as através
de expressoes algébricas com significado, e expressaram as varidveis através de abreviatu-
ras ou simbolos. Foram adquirindo uma maior flexibilidade ao nivel do pensamento al-
gébrico, uma vez que algumas das relacoes estabelecidas eram abandonadas em favoreci-
mento de outras que levavam a uma generalizagao. Esta flexibilidade foi importante na
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identificagdo de relagdes funcionais e na compreensio dos alunos acerca do modo como
poderiam efetuar raciocinios e operagdes reversiveis (determinar um valor de entrada (or-
dem) relativo a um valor de saida (termo)).

No estudo de Barbosa (2009), com base nas respostas de alunos do 6.° ano (11-12
anos), a autora identificou cinco categorias de estratégias: Contagem, Termo Unidade (de-
signada Objeto Inteiro por outros autores), Diferenca, Explicita ¢ Tentativa-e-Erro. Estas
categorias de estratégias ja foram referidas em diversos estudos anteriores (e.g., Stacey,
1989; Lannin, 2005; Lannin ez al., 2006). A estratégia Termo Unidade (Objeto Inteiro)
foi subcategorizada em sem ajuste e com ajuste numérico ou contextual. A estratégia Zer-
mo Unidade sem ajuste consiste em considerar um termo da sequéncia como unidade e
usar multiplos dessa unidade e a estratégia Termo Unidade com ajuste numérico consiste
em considerar um termo da sequéncia como unidade e usar multiplos dessa unidade, fa-
zendo-se seguidamente um ajuste do resultado com base em propriedades numéricas. Na
estratégia Termo Unidade com ajuste contextual o ajustamento do resultado efetua-se com
base no contexto do problema. A estratégia Diferenca foi subcategorizada em recursiva
e multiplo da diferenca sem ajuste ou com ajuste. A estratégia miiltiplo da Diferenca sem
ajuste consiste em usar a diferenca entre termos consecutivos como fator multiplicativo,
sem ser ajustado o resultado & sequéncia; enquanto na estratégia multiplo da Diferenca
com ajuste se efetua o ajustamento do resultado a sequéncia.

Dos resultados obtidos, Barbosa (2009) concluiu que as estratégias mais aplica-
das pelos alunos foram a Contagem e a Explicita, sobretudo nas questdes de generaliza-
¢io distante. Nao se verificou a predominincia da estratégia Diferenga, de forma pou-
co frequente foi usada a estratégia Tentativa-e-Erro e raramente foi utilizada a estratégia
Objeto Inteiro.

No estudo de Rivera (2010) verificou-se que, em relagdo a atividade com padrées li-
neares figurativos, os alunos do 9.° ano, com idade média de 14 anos, revelaram uma
disposi¢ao para a utilizacido de uma combinagio de estratégias figurativas (visuais) e nu-
méricas. Neste estudo, o autor usa os termos: aditiva construtiva standard para o tipo de
generalizagio algébrica que se aplica ao caso de todos os padroes lineares do tipo y=x+ 6,
em que o termo de ordem x ¢é y e se adiciona a constante & de figura para figura; aditiva
construtiva ndo-standard, que é a versio expandida da expressao da generalizagio na sua
forma nio simplificada, incluindo apenas adi¢oes de componentes das figuras; multipli-
cativa construtiva standard, em que a expressio da generalizacio estd na sua forma irre-
dutivel, y=ax+ b, para um termo y de ordem x; multiplicativa construtiva nio-standard,
que ¢ a versdo expandida da expressio da generalizacio na sua forma nio simplificada,
incluindo multiplicacoes e adicoes de componentes das figuras; e desconstrutiva, em que a
expressao da generalizagio pode estar na sua forma irredutivel ou nio e inclui subtracoes
para excluir os objetos sobrepostos.

Finalmente, Radford (2010) argumenta que as generalizacdes algébricas de padroes
nao sio caracterizadas pelo uso de notagdes simbdlicas, mas sim pela maneira geral como
¢ tratada a generalizagdo, que se desenvolve em trés niveis: (i) factual, onde o foco con-
tinua a ser a generalizagdo a nivel do material, no plano concreto, ¢ é o gesto ¢ o ritmo
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conduzido para mostrar a generalizagdo; (ii) contextual, onde o foco da generalizacio ¢
descritivo e mais abstrato (em rela¢ao ao anterior), sendo utilizada uma linguagem orien-
tada para explicar a generalizagio com referéncias ao contexto; e (iii) simbdlica, onde a
notacio algébrica é usada para descrever a generalizagao.

Metodologia

O objetivo principal do estudo consistiu em descrever e compreender as estratégias de ge-
neralizagio usadas por alunos do 7.° ano de escolaridade na exploragio de padrées, e em
que medida os padroes contribuem para a aprendizagem e compreensio da linguagem
algébrica, ao nivel da generalizagdo, tendo em conta que os alunos nao tinham qualquer
experiéncia anterior com padrées.

Os alunos encontravam-se na fase de transi¢ao da Aritmética para a Algebra, inician-
do a aprendizagem de diversos conceitos em simultineo, nomeadamente o de varidvel e o
de relagio funcional (relagio implicita entre o termo e a respetiva ordem). Assim, procu-
rou-se também identificar e caracterizar as dificuldades e erros dos alunos na exploracio
de padroes.

No estudo foi usada uma metodologia de investigagao qualitativa, seguindo-se o pa-
radigma descritivo e interpretativo de um estudo de caso (Yin, 2009), especificamente
uma turma do 7.° ano de escolaridade (12-13 anos de idade), para estudar um fenéme-
no em toda a sua complexidade, no seu contexto natural e com a inten¢do de analisar e
descrever particularidades, como € o caso das estratégias de generalizacio de padrées usa-
das pelos alunos. Estas estratégias de generalizagio foram estudadas numa intervengio de
ensino, que teve por principal objetivo proporcionar aos alunos experiéncias de aprendi-
zagem significativa sobre diferentes aspetos da Algebra, designadamente: desenvolver nos
alunos a capacidade de analisar padrées e regularidades; descrever relagdes e representd-
las simbolicamente e promover a compreensio do significado dos simbolos através do es-
tudo de padroes.

Participantes

Nas aulas intervieram os 21 alunos da turma, designados por A7, com 1<7<21, e a sua
professora de Matemdtica. Além destes, o investigador desempenhou o papel de observa-
dor participante, dialogando ocasionalmente com os alunos, pedindo-lhes alguns escla-
recimentos acerca do que faziam, interagindo no sentido de aprofundar o seu conheci-
mento através de questoes e incentivando-os no desenvolvimento do seu trabalho, o que
possibilitou o aprofundamento das perspetivas dos participantes.

Na intervencao de ensino, que se prolongou por 11 aulas do ano de 2010, de 90 mi-
nutos cada, em que foram exploradas um total de 11 tarefas de padroes, os alunos tra-
balharam em sete grupos de trés elementos e foram acompanhados mais de perto dois
desses grupos, designados por grupos-alvo, com o propésito de aprofundar o estudo. Na
generalidade dos grupos, teve-se em conta que fossem constituidos por elementos com
aproveitamento heterogéneo e que fossem mistos (rapazes e raparigas).
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Para selecionar os alunos dos dois grupos-alvo, para além da predisposicao para par-
ticipar, seguiram-se alguns critérios, designadamente a razodvel capacidade de comunica-
¢lo oral e escrita e a elevada assiduidade.

As aulas compreenderam dois momentos distintos: num primeiro momento, o traba-
lho auténomo dos grupos na resolucio das tarefas; e num segundo momento, a apresen-
tagdo e discussdo na turma dos resultados obtidos nos grupos.

Método de recolba de dados

Os dados recolhidos resultaram da observacgao realizada na sala de aula e das resolugoes
e relatérios escritos produzidos pelos alunos na realizagio das tarefas. Nos relatérios, os
alunos descreveram a atividade desenvolvida na realizacio das tarefas, descrevendo as di-
ficuldades sentidas e a forma como as superaram, as ideias e os processos de raciocinio
que conduziram 2 generalizagdo ¢ as formas de representagio.

No estudo efetuaram-se gravagoes de todas as aulas em que decorreu a intervencgio de
ensino, dudio-gravando o trabalho dos dois grupos-alvo durante o trabalho auténomo ¢
o video-gravando o grupo-turma quando toda a turma se envolvia na apresentagio, dis-
cussdo e sintese da exploracio realizada nos grupos.

Tratamento e andlise de dados

Os dados relativos as estratégias usadas pelos alunos na exploracio dos padrdes foram
organizados por tarefa, conjugando a informacao das resolucées escritas, o relatério e as
notas do investigador. Essa conjugacdo, em algumas ocasioes, revelou-se fundamental
para o esclarecimento do pensamento e da estratégia envolvida na resolu¢io do grupo.
Seguidamente, na classificacdo das estratégias de generalizagio recorreu-se as categorias
usadas no estudo de Barbosa (2009): Contagem, Diferenca, Objeto Inteiro, Tentativa-e-
Erro e Explicita. Por sua vez, a estratégia Diferen¢a foi dividida em trés subcategorias: re-
cursiva, miltiplo da Diferenca sem ajuste e miiltiplo da Diferenga com ajuste; e a estratégia
Objeto Inteiro foi dividida em trés subcategorias: sem ajuste, com ajuste numérico e com
ajuste contextual.

Além da classificagdo das estratégias de generalizagao utilizadas pelos grupos na ob-
tenc¢do das suas respostas, foi verificada a natureza da generalizacio algébrica — catego-
rizando-a em construtiva ou desconstrutiva (Rivera & Becker, 2008; Rivera, 2010), apu-
rou-se o nivel da generalizagio — situando-a na instancia¢io aritmética ou algébrica,
e esta Ultima subdividida em trés subcategorias — factual, contextual e simbdlica (Ra-
dford, 2010).

Incluiram-se na categoria Outra as respostas erradas em que nio se compreendia a ori-
gem dos erros e que nao envolviam as estratégias referidas.

Apresentagio de resultados

Em termos da apresentagio dos resultados, recorreu-se a estatistica descritiva, nomeada-
mente a tabelas de frequéncias, e também se apresentam, a titulo de exemplificagio, pe-
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quenos excertos das palavras, simbolos ou figuras usadas pelos alunos, de modo a tornar
a descri¢ao mais viva e permitir ao leitor julgar a adequagido das inferéncias efetuadas.

Estratégias de generalizagdo usadas pelos alunos

Em termos de resultados obtidos no estudo, apresenta-se o trabalho dos alunos em trés
tarefas de padroes (tarefas 6, 7 e 10), que foram realizadas em diferentes momentos da
intervencio de ensino, e a sintese das estratégias de generalizacio usadas pelos alunos em
todas as 11 tarefas exploradas.

Tarefa 6 — O Pomar

Um agricultor planta macieiras num padrao quadrangular. A fim de proteger as drvores
do vento, planta coniferas a volta do pomar. Esta situagio estd ilustrada no diagrama
abaixo representado, no qual se pode observar a disposi¢ao das macieiras e das conife-
ras para as primeiras quatro plantacoes.

X = conifera XXXXXXXXX

® = macieira X o J J e X

XXXXXXX X X

X e e X X e . . e X

XX XXX X X X X

X e e X X e . e X X e . . e X

XXX X X X X X X

X o X X e e X X e ° e X X o ° ° e X

XXX XXXXX XXXXXXX XXXXXXXXX
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

a) Completa a tabela seguinte:

Nuamero da figura ~ Namero de macieiras  Numero de coniferas
1 8
4

1
2
3
4

n

b) Existe alguma plantacdo com 256 macieiras? Em caso afirmativo, indica o nd-

mero da figura que lhe corresponde.
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c) Existe alguma plantagio com 800 coniferas? Em caso afirmativo, indica o ntime-
ro da figura que lhe corresponde.

d) Existe um valor de 7 para o qual o niimero de macieiras ¢ igual a0 nimero de
coniferas. Descobre esse valor e explica como pensaste para o encontrar.

e) Para a tltima plantagio o agricultor dispée de 440 macieiras. Se mantiver o pa-
drao quadrangular, qual é o niimero méximo de macieiras, por fila, que pode
plantar nesse terreno? E quantas macieiras sobram? Explica o teu raciocinio.

Tarefa adaptada de Ramalho, G. (2002).

Na tarefa 6, realizada na aula 6 da intervengio de ensino, apresenta-se um padrio figura-
tivo de crescimento, com questdes de generalizagio préxima e distante. Pretendia-se que
os grupos procurassem e identificassem regularidades e as generalizassem, culminando na
descricio da regra ou lei de formagio da sequéncia em linguagem algébrica.

Na Tabela 1 apresentam-se as frequéncias absolutas das estratégias de generaliza-
¢ao usadas pelos grupos e referem-se os tipos de generalizagio envolvidos nas diferentes
questoes.

Tabela 1 — Estratégias usadas pelos alunos na resolucio da tarefa 6

p Tipo de Estratégias
Questdes Generalizagio D TE E 0
Sequéncia Préxima 3 — 4 _
| das macieiras  Distante _ _ 7 -
a
Sequéncia Préxima 7 _ _ .
das coniferas Distante _ _ 7 -
b) . — 6 1 _
Distante
Q) — 5 2 _
d) Préxima — 5 1 1
e) Distante — 7 — _
Total 10 23 22 1

Estratégias: D — Diferenca; TE — Tentativa e Erro; E — Explicita; O — Outra.

Pela Tabela 1 verifica-se que nas generalizagoes distantes da questdo a) todos os grupos
utilizaram a estratégia Explicita. A partir da questdo b) inclusive, registou-se uma prefe-
réncia acentuada pela estratégia Tentativa-e-erro, tendo sido a estratégia mais usada, se-
guida da estratégia Explicita. Na questdo a), nas perguntas de generalizacio préxima da
sequéncia das macieiras, em todas as respostas dadas pela estratégia Diferenga foi seguida
a subcategoria Recursiva; enquanto nas perguntas de generalizagio préxima da sequén-
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cia das coniferas, em todas as respostas foi utilizada a subcategoria muiltiplo da Diferenca
sem ajuste.

A questdo a) inclui vdrias perguntas, umas envolvendo uma generaliza¢io préxima e
outras envolvendo uma generalizagao distante. Ambos os grupos-alvo nas perguntas de
generalizagdo préxima na sequéncia das macieiras utilizaram a estratégia (Diferenca) Re-
cursiva ao continuarem a sequéncia com base na diferenca entre termos consecutivos. O
didlogo seguinte, do grupo-alvo G5, exemplifica isso mesmo.

AI9: Da figura 1 para a 2 aumentou 3; éde 3 em 3 (...)
P: Sera?

A12:Nao é nada! Da primeira figura para a segunda aumentou 3, mas a seguir ji nio
¢ 3 0 aumento.

A1I5: Pois nao (...)

Al12: Até & figura 4 contamos: sdo 9 na figura 3 e na figura 4 dezasseis macieiras.
AI9: Aumentou 5 da figura 2 para a figura 3; a seguir aumentou 7.

AI2: Nafigura 5 ¢ 16+9 e na figura 6 é 25+11. (Aula 6, 17/11/2010)

Nas perguntas de generalizacio préxima da sequéncia das coniferas ambos os grupos-alvo
utilizaram a estratégia (Diferenga) mitltiplo da Diferenca sem ajuste, determinando a dife-
renca entre termos consecutivos como fator multiplicativo, sem ajustar o resultado.

Brd-9
Uk 2=16
gx =AY
Bx4 7 DA
35+ YO
Bx6= 4Y

Figura 1 — Resposta do grupo-alvo G5 a questéo a) nas perguntas
de generalizagio préxima da sequéncia das coniferas

Ainda nesta questdo, ambos os grupos-alvo nas perguntas de generalizacio distante
em ambas as sequéncias das macieiras ¢ das coniferas utilizaram a estratégia Explicita.
O grupo-alvo G5 na pergunta de generalizagio distante da sequéncia das macieiras che-
gou a 7x 7, que é uma generalizagio algébrica, e na pergunta de generalizagao distan-
te da sequéncia das coniferas chegou também a generalizagio algébrica através de um
raciocinio indutivo.

x4 - DA
925+ 4O
B46= 48
Bion

Figura 2 — Resposta do grupo-alvo G5 4 questdo a) na pergunta
de generalizagio distante da sequéncia das coniferas
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Na questao b), envolvendo uma generalizagao distante, ambos os grupos-alvo recorreram
A estratégia Tentativa-e-erro, experimentando sucessivos valores até que sejam verificadas

as condigoes pretendidas.
Lo | 0N o NBamingas A6,
@Cx%ﬁr@%@@

|
et Vi L
oo

16 xA6 = 96

& e
sl A Bl
Figura 3 — Resposta do grupo-alvo G2 4 questio b)

Na generalizacio distante da questdo c) ambos os grupos-alvo recorreram a estratégia

Tentativa-e-erro.

\ _ %y L ) ~ & AWy
US| o oo Mlamoeod AQQ.
AQO = ZQ0 3 4 \0=10
A OTR
xD0= 40
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i

Figura 4 — Resposta do grupo-alvo G2 a questdo c)

Na questio d), de generalizacio préxima, ambos os grupos-alvo recorreram 2 estratégia

Tentativa-e-erro.

) JI=H
:‘bm,,”t \—‘ Bih GYy Mrurreine — BT =56
UEBLLA 0T =¥ d).ok“ A %1336‘1
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Figura 5 — Resposta do grupo-alvo G5 4 questio d)

Na generalizac¢io distante da questdo e) ambos os grupos-alvo recorreram a estratégia

Ientativa-e-erro.

Yox V6= 626
94 » 84 =916

21 x 91 = 44}

90x 0 =400

S ond omcademd %0 N o s kgosm
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Figura 6 — Resposta do grupo-alvo G2 a questio ¢)

Durante a fase de trabalho auténomo, que se prolongou por cerca de 35 minutos, nio
surgiram dividas nem perguntas e nio foi necessdrio dar explicacoes adicionais.
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No periodo de discussido no grupo-turma, que durou cerca de 40 minutos, os gru-
pos apresentaram as respostas dadas as questoes, permitindo conhecer os resultados a que
chegaram e as justificagdes que deram nas suas resolucoes.

Verificou-se que os grupos, durante o trabalho auténomo, nao recorreram 2 estratégia
(Objeto Inteiro) Sem ajuste, que consiste em considerar um termo da sequéncia como uni-
dade e usar multiplos dessa unidade. Na questdo a), na sequéncia das coniferas, o ques-
tionamento da professora levou a que um aluno adotasse essa estratégia.

P: Serd que na sequéncia das coniferas podemos usar outra estratégia para completar a
tabela, por exemplo, no caso da figura 6, com base em termos ji encontrados?

Al: Na figura 3 hd 24 coniferas, na figura 6 hd 2 x 24, que d4 48 coniferas. (Aula 6,
17/11/2010)

Na questdo b) verificou-se que o grupo G7 utilizou a estratégia Explicita ao descobrir
uma regra, com base no contexto do problema, que permite o cdlculo imediato da or-
dem da figura, conhecido o valor do termo correspondente, neste caso, recorrendo
raiz quadrada.

P: Alguém chegou a plantac¢io 16 de outra forma?

AI6: Pela raiz quadrada dd 16, porque V256 é 16, vi na calculadora. (Aula 6,
17/11/2010)

Em sintese, verificou-se nesta tarefa que os grupos recorreram maioritariamente s estra-
wégias Tentativa-e-erro e Explicita. No caso da questdo b), constatou-se que os grupos nio
recorreram muito a raiz quadrada.

Tarefa 7 — Tijoleiras

A Andreia que procurava tijoleiras para a entrada de sua casa, observou numa exposi-
¢do a seguinte sequéncia de construgdes com tijoleiras brancas e pretas, dispostas do
seguinte modo:

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
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a) Completa a tabela seguinte:

Ndmero Nuamero de Ndmero de Ndmero total
da figura tijoleiras pretas tijoleiras brancas de tijoleiras
1 2 4
2
3
4
n

b) Quantas tijoleiras, no total, hd na figura 12?2 Explica a tua resposta.

c) Existe alguma figura da sequéncia que tenha, no total, 201 tijoleiras? Se existir,
indica a ordem que lhe corresponde.

d) O Paulo sugeriu & Andreia que a expressio algébrica (7+1) + (n+1) + (n+1) re-
presenta o nimero total de tijoleiras em cada figura. Concordas com ele? Expli-
ca a tua resposta.

e) A Laura, por sua vez, indicou a expressao algébrica 3(n+1). A expressio apre-
sentada pela Laura estard correta? Explica a tua resposta.

f) Indica outras expressoes algébricas que possam representar o nimero total de
tijoleiras em cada figura.

g) Recorrendo 4 expressao algébrica da Laura, 3(#+ 1), determina:

1) Os termos de ordem 25 e 52. No contexto da situagio apresentada nesta ta-
refa, o que representam os valores que obtiveste?

2) A ordem do termo da sequéncia que tem, no total, 297 tijoleiras.
Tarefa adaptada de Alonso, E. et al. (1993).

A tarefa 7 apresenta um padrio figurativo de crescimento, com questoes de generaliza-
¢do préxima e distante e questoes de manipulagao algébrica. A expectativa com as ques-
toes de generalizacio era que os grupos procurassem e identificassem regularidades e as
generalizassem, culminando na descriciao da regra ou lei de formagio da sequéncia em
linguagem algébrica.

Na Tabela 2 apresentam-se as frequéncias absolutas das estratégias de generaliza-
¢ao usadas pelos grupos e referem-se os tipos de generalizagio envolvidos nas diferentes
questoes.
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Tabela 2 — Estratégias usadas pelos alunos na resolugio da tarefa 7

- Tipo de Estratégias
Questoes Generalizac¢io C D TE E o
Nimero de Préxima 3 4 — — _
tijoleiras pretas Distante _ _ _ 7 _
Numero de Préxima 3 4 — — _
2 tijoleiras brancas  Distante _ _ _ 7 _
Niimero total Préxima 3 3 — 1 _
de djoleiras Distante _ _ _ 7 -
b) Distante 3 1 — 3 —
) Préxima — — 3 4 _
gl) Distante o o o / o
_ _ _ 7 _
g2) Distante — — 3 2 3
Total 12 12 6 45 2

Estratégias: C — Contagem; D — Diferenca; TE — Tentativa e Erro; E — Explicita; O — Outra.

Observando a Tabela 2 verifica-se um elevado ntimero de ocorréncias de estratégias de
cardcter geral, pelo destaque da estratégia Explicita. Contudo, registam-se algumas ocor-
réncias da estratégia Contagem e (Diferenca) Recursiva. Na questdo a), nas perguntas de
generalizagdo préxima da sequéncia das tijoleiras pretas, em todas as respostas dadas pela
estratégia Diferenca foi seguida a subcategoria Recursiva. Nesta questao, nas perguntas de
generalizagdo préxima das sequéncias das tijoleiras brancas e do total de tijoleiras, em to-
das as respostas foi utilizada a subcategoria miiltiplo da Diferenca com ajuste. O grupo que
utilizou a estratégia Diferenca na questao b) seguiu a subcategoria Recursiva.

A questio a) inclui vérias perguntas, umas envolvendo uma generaliza¢io préxima e
outras envolvendo uma generalizacio distante. O grupo-alvo G2 nas perguntas de gene-
ralizacio préxima nas trés sequéncias das tijoleiras pretas, das brancas e do total utilizou
a estratégia Contagem, contando os objetos das figuras ou desenhando figuras e contando
os seus elementos. O relatdrio deste grupo permite concluir que usou essa estratégia para
responder s perguntas de generalizagio préxima e que recorreu a estratégia Explicita, ao
nivel da generalizacio algébrica, para responder as perguntas de generalizacao distante
nas trés sequéncias.
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Figura 7 — Resposta do grupo-alvo G2 a questio a) nas perguntas de generalizagio distante
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O grupo-alvo G5, nas perguntas de generaliza¢io préxima, completou a tabela com base
na estratégia (Diferenga) miuiltiplo da Diferenga com ajuste, usando a diferenca entre ter-
mos consecutivos como fator multiplicativo e fazendo o ajuste do resultado. O ajuste
consistiu em adicionar uma, duas e trés unidades ao resultado, respetivamente, nas se-
quéncias das tijoleiras pretas, brancas e total.

D44 A=Y HEA1D =
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Figura 8 — Resposta do grupo-alvo G5 4 questdo a) nas perguntas de generalizagio
préxima das sequéncias das tijoleiras brancas e total de tijoleiras

No caso das generalizagdes distantes, o grupo-alvo G5 recorreu a estratégia Explicita
nas trés sequéncias, obtendo a resposta a partir de um raciocinio indutivo. Em todas
as sequéncias a generalizagio algébrica ¢ de nivel simbélico (usa linguagem algébrica)
e de natureza construtiva (a expressio algébrica representa as partes da figura que nio
se sobrepoem).
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Figura 9 — Resposta do grupo-alvo G5 4 questdo a) nas perguntas de generalizagio distante

Na generalizagio préxima da questao b), ambos os grupos-alvo recorreram 2 estratégia
Explicita, como se exemplifica no didlogo do grupo-alvo G5.

A15: Quantas tijoleiras no total hd na figura 12? E o que diz af ...

A12: As pretas sao 12+ 1; sao 13.

A1I5: As brancas sio o dobro; d4 26, 26 siao brancas.

AI9: O total é 39. Vou escrever entdo (...) (Aula 7, 19/11/2010)

Na questao c), envolvendo uma generalizacio distante, o grupo-alvo G2 recorreu 2 estra-
tégia Tentativa-e-erro, enquanto o grupo-alvo G5 optou pela estratégia Explicita.

A04-2 = A9%
4%% s 513
W o fawa 66

Figura 10 — Resposta do grupo-alvo G5 a questio c)

A questao g) tem duas perguntas, a gl) e a g2), ambas de generalizacio distante. Na per-
gunta gl) ambos os grupos-alvo recorreram a estratégia Explicita.
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Figura 11 — Resposta do grupo-alvo G5 a pergunta gl)

Na generalizacio distante de g2), o grupo-alvo G2 recorreu a estratégia Tentativa-e-erro,
confundindo a ordem com o termo.

© Yorme £ Q%
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Figura 12 — Resposta do grupo-alvo G2 a pergunta g2)

J4 o grupo-alvo G5 nio recorreu a expressio algébrica da Laura, dada no enunciado,
como era pedido, utilizando a expressao algébrica descoberta pelo grupo, que ¢ equiva-
lente a dada.

223 ->=2%4
aQ4 w3 = 3%
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Figura 13. — Resposta do grupo-alvo G5 a pergunta g2)

Relativamente s questoes, d), €) e f), na d) ambos os grupos-alvo optaram por substituir
valores na expressio algébrica dada no enunciado para verificarem se obtinham os valores
j& encontrados na questdo a) para o total de tijoleiras ou para comparar os resultados.
B ooneodd G o Tould  pugps ©
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Figura 14 — Resposta do grupo-alvo G2 4 questio d)

Na questao e) também ambos os grupos-alvo utilizaram a estratégia a que tinham recor-
rido na questdo anterior, fazendo substitui¢ées na varidvel e verificando se os resultados
coincidem com os j4 calculados na questio a).
Al 346
N alAe4=2
Ay B+ 4)=A2 i
L s oo fevmalde 86 Lawa

Figura 15 — Resposta do grupo-alvo G5 a questéo e)
Finalmente, na questdo f) o grupo-alvo G2 apresentou apenas a expressio algébrica des-

coberta pelo grupo na questdo a), (7+ 1) x 3, enquanto o grupo-alvo G5 indicou trés ex-
pressoes algébricas equivalentes, incluindo a que o grupo descobriu na questio a).
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Figura 16 — Resposta do grupo-alvo G5 4 questio f).

Também nesta tarefa, durante a fase de trabalho auténomo, que se prolongou por cer-
ca de 45 minutos, nio surgiram pedidos de esclarecimento dos alunos sobre a tarefa e a
sua resolucio.

No periodo de discussio no grupo-turma, que durou cerca de 35 minutos, os grupos
apresentaram e discutiram as respostas dadas e as justificacdes apresentadas.

Verificou-se que na questdo b), recorrendo & estratégia Explicita, surgiu a resposta da
Figura 17, que j4 tinha sido descoberta pelo grupo G7 na questio a).

Figura 17 — Resposta do aluno A11 i questao b)

Na questao d), o aluno A16 decidiu-se pela simplificagio da expressio algébrica dada,
como se mostra na Figura 18.

Figura 18 — Resposta do aluno A16 4 questdo 7d)

Em sintese, nesta tarefa verificou-se um elevado nimero de ocorréncias da estratégia Ex-
plicita nas questdes de generalizacao, podendo significar que a resolucio de problemas de
padrio melhora a capacidade de generalizagao dos alunos.

Tarefa 10 — Pontos

A Rita construiu a seguinte sequéncia de ﬁguras com pontos:

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4




98

Manuel de Sousa Pereira

)

d)
e)

£)

Completa a tabela seguinte:
Nuamero da figura 1 2 3 4 5 n
Numero de pontos 2

Existe, nesta sequéncia, alguma figura com 200 pontos? Se existir, indica a or-
dem que lhe corresponde.

Calcula, sucessivamente, a soma dos pontos das duas primeiras figuras; das trés
primeiras figuras e das quatro primeiras figuras.

Calcula a soma dos pontos das seis primeiras figuras da sequéncia.

Escreve uma expressio algébrica que permita determinar a soma do niimero de
pontos das 7 primeiras figuras da sequéncia.

Considera agora a sequéncia come¢ando no segundo termo da sequéncia dada,
ou seja, de termos: 4, 6, 8, 10, 12, ... Escreve uma expressio algébrica do termo
de ordem 7 desta sequéncia.

Tarefa adaptada de Alonso, E. ez al. (1993).

Nesta tarefa 10 apresenta-se um padrio ﬁgurativo de crescimento, com questoes de ge-
neralizagdo préxima e distante e questoes de manipulacdo algébrica. Com as questoes de
generalizagdo e de manipulagio algébrica desta tarefa perseguiam-se os mesmos objetivos

da tarefa anterior.

Na Tabela 3 podem observar-se as frequéncias absolutas das estratégias usadas pelos
grupos ¢ indicam-se os tipos de generalizacio envolvidos nas diferentes questoes.

Tabela 3 — Estratégias usadas pelos alunos na resolucio da tarefa 10

_ Tipo de Estratégias
Questdes Generalizagio  C D TE E 0O NR
) Préxima 2 5 — _ _ _
: Distante — — — 6 1 _
b) Distante — — 4 3 _ _
2 — _ _
9 Préxima >
d) 2 5 — — —
e) . — — — 3 3 2
Distante
£) — — — 5 2 —
Total 6 15 4 17 5 2

Estratégias: C — Contagem; D — Diferenca; TE — Tentativa e Erro; E — Explicita;
O — Outra; NR — Nao Resposta.
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Pela Tabela 3 constata-se que os grupos recorrem mais frequentemente a estratégias ge-
rais (estratégia Explicita), porém regista-se uma grande adesio a estratégia Diferenca. Ve-
rifica-se também, embora residualmente, algumas ocorréncias da estratégia Conzagem e
categoria Outra. Nas questoes a), nas perguntas de generalizagio préxima, em todas as
respostas dadas pela estratégia Diferenca foi seguida a subcategoria mitltiplo da Diferenca
sem ajuste. Nas questoes c) e d), de generalizacio proxima, uma vez que todas as respostas
foram dadas com base nas respostas dadas a questdo a), também foram classificadas na
subcategoria mutltiplo da Diferenca sem ajuste.

Na questdo a), ambos os grupos-alvo recorreram a estratégia (Diferenca) miltiplo da
Diferenca sem ajuste, usando a diferenca entre termos consecutivos como fator multipli-
cativo, sem ajustar o resultado.

A=, 6v6=AY

Figura 19 — Resposta do grupo-alvo G2 a questdo a) nas perguntas de generalizagdo préxima

Ainda nesta questio, na generalizacio distante ambos os grupos-alvo utilizaram a estraté-
gia Explicita, chegando a generalizagao algébrica 7+ 7, de nivel simbélico, através de um
raciocinio indutivo.
Na generalizacao distante da questao b) o grupo-alvo G5 utilizou a estratégia Explici-
ta, enquanto o grupo-alvo G2 optou pela estratégia Tentativa-e-erro.
Vo 0l Lo fgda Aao-
e s a)

1004 100=200

Figura 20 — Resposta do grupo-alvo G2 a questao b)

Na questao ¢), envolvendo uma generalizagio préxima, ambos os grupos-alvo, recorren-
do a tabela completada na questio a) pela estratégia (Diferenca) miiltiplo da Diferenca sem
ajuste, efetuaram as adigoes necessdrias com os valores encontrados em 10a).

A =6
a+4+o =13
Q44U +6+8=30

Figura 21 — Resposta do grupo-alvo G5 a questdo c)
Também na generalizagio préxima da questdo d) ambos os grupos-alvo, recorrendo 2 ta-

bela completada na questo a) pela estratégia (Diferenga) mitltiplo da Diferenca sem ajuste,
efetuaram a adi¢do necessdria com os valores encontrados em a).
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244+ 6483103143 = 42

Figura 22 — Resposta do grupo-alvo G5 4 questdo d)

Na generalizagio distante da questdo ¢) o grupo-alvo G5 utilizou a estratégia Explicita,
chegando a uma generalizagao algébrica de nivel simbélico. O grupo reuniu num “retin-
gulo” de pontos 2 x 3 as duas primeiras figuras e utilizou o conceito de drea para calcular
o seu numero de pontos; de seguida, construiu um “retingulo” de pontos 3 x4 com as
trés primeiras figuras e indicou o seu ntimero de pontos pelo mesmo raciocinio e, final-
mente, descobriu por um raciocinio indutivo que a figura 7 tem 7 x (z+ 1) pontos. Nesta
questdo a resposta do grupo-alvo G2 foi classificada por Outra.
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Figura 23 — Resposta do grupo-alvo G5 a questéo ¢)

';\F\’\ f\q+ 49, =42

Figura 24 — Resposta do grupo-alvo G2 a questio ¢)

Na questio f), envolvendo uma generalizagio distante, ambos os grupos-alvo usaram a
estratégia Explicita, obtendo a resposta por um raciocinio indutivo.

Ir el =8 ﬂ,.&”ﬂ Fd ¥ o AAaE
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Figura 25 — Resposta do grupo-alvo G2 a questdo f)

Também nesta tarefa ndo surgiram perguntas dos alunos ¢ a sua resolucio estendeu-se
por cerca de 45 minutos.

A discussio no grupo-turma, que durou cerca de 40 minutos, permitiu conhecer os
resultados a que chegaram e justificagdes que deram nas suas resolugoes. Nesta discussio,
para além do que foi dito atrds, ndo se verificaram novos contributos matematicamente
significativos.

Em sintese, verificou-se que os grupos recorreram mais frequentemente a estratégias
de cardcter geral, como a estratégia Explicita. Por outro lado, no relatério, quatro dos gru-
pos referiram que nio sentiram qualquer dificuldade na resolucio da tarefa e os restan-
tes indicaram apenas dificuldades pontuais, algumas das quais ultrapassadas com o apoio
da professora.
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Estratégias de generalizagiao no conjunto de todas as tarefas

Resumem-se na Tabela 4 as frequéncias, em percentagem, de ocorréncia das diferentes
estratégias de generalizacio usadas pelos grupos em cada uma das tarefas e na totalidade
das 11 tarefas exploradas pelos alunos nas aulas.

Tabela 4 — Percentagem de utilizagdo das estratégias por tarefa e na globalidade das tarefas

Estratégias

Tarefa

C D TE E (@) NR
1 — Nameros 71 — — 11 18 —
2 — Poligonos 39 — — 53 8 —
3 — Quadrados 5 12 12 64 7 —
4 — Palitos 10 44 8 25 13 —
5 — Ainda mais ndmeros — 63 2 10 15 10
6 — O Pomar — 18 41 39 2 —
7 — Tijoleiras 16 16 8 57 3 —
8 — As sequéncias da Ana — — 18 75 7 —
9 — Molduras 5 22 14 52 7 —
10 — Pontos 12 31 8 35 10 4
11 — As mensagens — 23 3 60 11 3
Total 14 21 10 44 9 2

Estratégias: C — Contagem; D — Diferenca; TE — Tentativa e Erro; E — Explicita;
O — Outra; NR — Nao Resposta.

Por observacio da Tabela 4 conclui-se que na globalidade das tarefas cerca de um em
cada dois grupos recorreram a estratégias gerais, nomeadamente a estratégia Explicita.
Para além da pequena percentagem de grupos que nio responderam, no caso das restan-
tes estratégias de generalizacdo salienta-se a Diferenga e, em menor percentagem, a Zen-
tativa-e-Erro e a Contagem.

Por outro lado, & medida que se progrediu na intervencio de ensino, verifica-se uma
maior frequéncia na adesio A estratégia de generalizagio Explicita, o que é particularmen-
te notério a partir sétima tarefa, inclusive.

Conclusoes

Tal como referem Vale e Pimentel (2005), apesar de tarefas envolvendo a exploracio de
padrées como as da intervencio de ensino poderem dar significado a introducio de con-
ceitos algébricos elementares, podem gerar alguma dificuldade sobretudo se os alunos
nao estiverem familiarizados em trabalhar com padroes.
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Nos padroes figurativos de crescimento, verificou-se que os grupos geralmente com-
pletavam as tabelas, nas perguntas de generalizagio préxima, com base na andlise das
figuras apresentadas — primeiros termos das sequéncias, ¢ uma vez organizados os da-
dos nas tabelas, para descobrirem a regra ou lei de formagao das sequéncias, geralmente
abandonavam as figuras e ficavam-se por abordagens numéricas. O facto de nio segui-
rem geralmente uma abordagem figurativa poderd dever-se 4 falta de hébito e 4 eventu-
al dificuldade no raciocinio visual. Embora existam autores (e.g., Alonso et al., 1993) a
referir que no caso das propriedades numéricas nio estarem bem aprendidas, surgem di-
ficuldades com as abordagens numéricas, no presente estudo os alunos optaram geral-
mente por ela, chegando a maioria dos grupos a regra ou lei de formagao das sequéncias
em linguagem algébrica, embora com alguma dificuldade e frequentemente usando um
raciocinio indutivo.

Em termos gerais, nos padroes figurativos, nas questoes de generaliza¢io préxima os
grupos utilizaram as estratégias Contagem e Diferenga, enquanto nas questoes de genera-
lizagao distante optaram geralmente pela estratégia Explicita, verificando-se nas dltimas
tarefas algumas ocorréncias da estratégia Zentativa-e-erro. Uma conclusio evidente destes
resultados é o facto de os alunos mudarem geralmente de estratégia consoante se tratava
de uma questao de generalizacio proxima ou distante e que a estratégia Explicita ocorreu
sobretudo nas generalizagées distantes. Além disso, nestas questdes, o raciocinio dos alu-
nos evoluiu geralmente para uma regra de cardcter geral, permitindo indicar de imediato
um termo, dada a respetiva ordem, e vice-versa. Nas questdes de generalizagio préxima,
relativas aos padrédes figurativos, em termos gerais, os alunos recorreram algumas vezes a
estratégia Contagem.

Nos padroes lineares, os alunos utilizaram essencialmente generalizagoes algébricas
construtivas, considerando os termos da expressao algébrica como representando as par-
tes da figura que nio se sobrepdem (as expressoes surgem com “adigoes”). Também se
verificou que os alunos nao optaram geralmente pela estratégia Objero Inteiro, tendo esta
sido utilizada em momentos de discussio, ainda que raramente. Alguns grupos, em cer-
tas situagoes, ficaram-se pelo nivel de generalizagao algébrica contextual descritivo e uti-
lizaram uma linguagem orientada para explicar a generalizagiao com referéncias ao con-
texto. Em geral, apesar das dificuldades, os alunos utilizando a linguagem algébrica para
descrever a generalizagdo, progrediram para o nivel de generalizacio algébrica simbdlica.

Na atividade dos alunos, procurou-se que a representagio simbélica da generaliza-
¢do surgisse naturalmente e, para tal, as tabelas ajudaram a formalizar a andlise e o tra-
balho realizado com as primeiras figuras apresentadas do padrao. Deste modo, as expres-
soes faziam sentido por estarem associadas a contagens de objetos nas figuras que eles
préprios contaram.

Em geral, é reconhecida nos alunos a dificuldade em exprimir as suas ideias ¢ pensa-
mentos, em discernir o essencial do acessério, tal como se verificou, por vezes, em algu-
mas das respostas e na elaboragao dos relatdrios das tarefas.

Reconhecendo-se a possibilidade de utilizacao de abordagens de natureza diversa na
resolu¢do do mesmo problema, como estratégias numéricas, figurativas ou a combinagio
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de ambas (Rivera & Becker, 2008), no presente estudo a maioria dos alunos na explora-
¢do das tarefas optou por transformar os problemas em sequéncias numéricas e trabalhar
exclusivamente a partir dessas sequéncias, baseando os seus raciocinios em relagoes nu-
méricas, descurando, em muitos casos, as propriedades figurativas na descoberta da regra
ou lei de formagio da sequéncia, tal como ¢ referido por Vale e Pimentel (2005). Talvez
isso se deva a sua preferéncia pelas propriedades numéricas em detrimento das proprieda-
des figurativas, ao seu trabalho habitual nas aulas de Matemdtica, a falta de hébito na ex-
ploragdo de raciocinios figurativos ¢ a resisténcia em desligarem-se da Aritmética aquan-
do da resolugao de problemas.

Na generalizacio de padrées, de um modo geral, os alunos compreenderam o uso da
letra como simbolo para representar diversos nimeros (ordens dos termos) e usaram-na
para os representar, ou seja, usaram a letra como instrumento de generalizacio e como
varidvel. Por outro lado, apesar de algumas dificuldades na compreensio da linguagem
algébrica, evidenciadas pelos seus erros e dificuldades no seu uso, identificaram e analisa-
ram expressoes algébricas equivalentes resultantes da generalizacdo do mesmo padrio por
manipulagdo, outros por substituicio da letra ¢ alguns pela decomposicio e andlise das
propriedades das figuras (termos). Deste modo, os alunos desenvolvem o sentido de sim-
bolo ¢ uma compreensao mais abstrata da letra (Kaput, 1999; Vale & Pimentel, 2009).

Nas situacdes onde era necessdrio construir uma relagao funcional, relacionando a
ordem do termo (varidvel independente) com o termo (varidvel dependente), em algu-
mas tarefas, os alunos revelaram dificuldades em construir simbolicamente essa relacio
(generalizacdo), talvez por serem confrontados com dois valores desconhecidos (o termo
e a respetiva ordem) a variar em simultdneo (Alonso ez /., 1993). Estas dificuldades na
escrita da expressao algébrica da generalizacio de uma sequéncia e das discussoes que ti-
veram lugar nas aulas indiciam que grande parte dos alunos sentiu muita dificuldade na
transi¢do do concreto para o abstrato.

Observou-se que os alunos tinham sido pouco ou nada incentivados durante os anos
anteriores na escrita matemdtica. Nao estavam habituados a ter de explicar, tanto verbal-
mente como por escrito, as suas estratégias e procedimentos matemdticos e por que esco-
lheram essas estratégias ¢ procedimentos. Além disso, os alunos estao “formatados” num
ensino-aprendizagem-avaliacdo tradicionais, privilegiando-se, essencialmente, os proce-
dimentos e as rotinas, o que também néo contribuiu para melhores desempenhos nos as-
petos referidos.
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Resumo. Neste artigo apresentam-se alguns dos principais resultados de um trabalho de investigacio
que teve por principal propdsito descrever e compreender as estratégias de generalizagio na exploragio
de padroes, dos alunos de uma turma do 7.° ano de escolaridade. Para tal, o estudo de natureza qualita-
tiva, centrou-se numa intervencio de ensino, e os dados foram obtidos através da observagao do traba-
lho dos alunos e das suas produgées escritas.

Em termos de resultados, de entre as vdrias estratégias de generalizagio adotadas pelos alu-
nos, salientou-se a prevaléncia da estratégia Explicita, seguida das estratégias Diferenca e Contagem,
respetivamente.

Palavras-chave: Pensamento algébrico; Exploragio de padrées; Alunos do 7.° ano de escolaridade.

Abstract. In this article we present some of the main results of a research work which main aim was
both describing and understanding the main strategies of generalization in the exploitation of the stu-
dents patterns of a seventh grade class. For that, the study of qualitative nature, focused in a teaching
intervention and the data were obtained through the observation of the students work, as well as their
written productions.

In terms of results, among the different strategies adopted by students, it was really noted, the pre-
valence of the Explicit strategy, followed by the strategies Difference and Count, respectively.

Keywords: Algebraic thinking; Patterns exploitation; Seventh grade students.
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