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Introdugio

Nas tltimas décadas, sdo védrios os documentos no Ambito da investigacio em Educagio
Matemdtica que destacam a importincia de serem criadas condicdes favordveis na sala
de aula para experiéncias cujo foco seja a explicagio e a fundamentacio dos raciocinios,
a descoberta do porqué de determinados resultados ou situagdes e a formulagio, avalia-
¢do e prova de conjeturas (Boavida, 2005). O facto é que, tem-se vindo a registar que um
elevado ntimero de alunos manifestam algumas dificuldades na argumentagio matemd-
tica, pois fundamentam os seus raciocinios em dados nio incluidos nos enunciados das
tarefas que lhes sdo propostas, justificam as suas respostas e efetuam generalizacoes sem
terem inicialmente a preocupacio em as testar ou em verificar as conjeturas por si for-
muladas (Boavida, Paiva, Cebola, Vale & Pimentel, 2008). Os alunos revelam nas suas
respostas as tarefas propostas, algumas fragilidades no que se refere em assumir um com-
promisso com uma coerente justificagdo e reflexio dos seus raciocinios e dos efetuados
pelos seus colegas.

Ao serem propostas atividades que promovem e estimulem o desenvolvimento da ar-
gumenta¢do matemdtica, os alunos sao responsabilizados a fundamentar os seus racioci-
nios, a descobrir o porqué de determinados resultados ou situagoes e sio incentivados a
entender os argumentos dos restantes elementos da turma (Boavida, Gomes & Machado,
2002). Os alunos ao argumentarem matematicamente nao sé partilham as suas respostas
como explicam e justificam as suas ideias e a forma como pensaram e resolveram a tarefa
proposta (Ponte, Boavida, Graga & Abrantes, 1997; Ponte & Serrazina, 2000; Whitena-
ck & Yackel, 2008). Com a implementacio, em sala de aula, de tarefas de investigacio, os
alunos sio desafiados a clarificar as suas ideias e raciocinios, oralmente ou por escrito, de-
senvolvendo assim, a capacidade de comunicar e de argumentar matematicamente (Pon-
te, Boavida, Graga & Abrantes, 1997; Ponte & Serrazina, 2000; Whitenack & Yackel,
2008). Os alunos ao desenvolverem atividades de cariz investigativo sio responsabiliza-
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dos e estimulados a saber e a entender a necessidade de fundamentar os seus raciocinios,
de explicar o porqué de determinados resultados assim como de entender os argumentos
apresentados pelos seus colegas (Boavida ez al., 2002). A argumentagio matemdtica tem
assim um cardter j ustificativo, que se exprime através de um raciocinio, assumindo assim
um cardter de justificagdo racional (Pedemonte, 2002; Gil, 2012).

No entanto, para que os alunos desenvolvam a capacidade de argumentagio em Mate-
mitica devem ser incluidas, de uma forma sistemadtica, atividades de argumentagio e de
validacao dos resultados (Doeuk, 1999).

Particularmente, no que concerne ao tema das funcoes, Domingos (2008) considera
que em 20 anos de Educagao Matemdtica lhe tem sido dada pouca relevancia na escola,
apesar de fazer parte do curriculo do ensino bésico e secunddrio. As fungées sdo uma im-
portante ferramenta da Matemadtica, em particular como meio de interpretacio da reali-
dade e explicitagio dessa mesma realidade, através de gréficos, de tabelas e de expressoes
(Domingos, 2008). No entanto, tem-se observado que os alunos demonstram ter dificul-
dades em compreender, em traduzir e em fazer conexdes entre as diferentes representa-
¢oes, nomeadamente, em passar da representagio grafica de fungdes para a sua forma al-
gébrica (Elia, Panaoura, Eracleous e Gagatsis, 2007). Segundo Duval (2006), esta é uma
das maiores dificuldades da aprendizagem da Matemdtica, a da passagem de informagio
de uma representago para a outra, pois é provocada por uma heterogeneidade semidtica.
Neste contexto, o processo de ensino aprendizagem deve dar especial destaque ao estudo
das conversoes entre representagoes, permitindo aos alunos uma melhoria na compreen-
sdo dos conceitos matemdticos, em particular, do conceito de fun¢io (Duval, 2000).

Atualmente, no ensino secunddrio, as tarefas que sao propostas aos alunos em contex-
to de sala de aula, sao na grande maioria, de cardter fechado. Estas tarefas ndo promovem
o desenvolvimento nos alunos do espirito critico e da capacidade de investigar sobre as
diferentes representagoes, ficando assim, acomodados as informacoes ¢ aos esclarecimen-
tos do professor. No entanto, a calculadora gréfica permite uma mais ficil e ripida mani-
pulagao das representacdes gréficas, possibilitando a visualizacao das diferentes represen-
tagoes de funcoes e libertando tempo para a sua interpretagio e para o desenvolvimento
de raciocinios e exploracao de situagdes diferenciadas. A calculadora desempenha assim
um papel importante na potenciagio do desenvolvimento do raciocinio matemdtico, da
investigagdo ¢ da argumentagio matemdtica (Dugdale, 1993).

Neste quadro, o presente estudo procurou compreender o desenvolvimento da capa-
cidade de argumentar em Matemdtica, de uma turma do 11.° ano, ao longo da realizagio
de uma sequéncia de tarefas de investigagio sobre o tema das fungées racionais. A partir
deste objetivo, esta experiéncia, procurou dar resposta a seguinte questao: Como evolui a
capacidade de argumentar matematicamente, dos alunos de uma turma do 11.° ano, ao
longo da realiza¢io de uma sequéncia de tarefas de investigagao?
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A argumentacao Matematica

A argumentacido matemdtica: carateristicas e significados

As primeiras teorias sobre a argumentagio foram desenvolvidas na sociedade grega. Em
particular Arist6teles fez a distingao de trés dominios onde podia ser exercida a argumen-
tacdo: a retérica, a dialética e a analitica. A retdrica destinava-se a um auditério relativa-
mente passivo em que a pessoa que argumentava nao importava o método que utilizava
e a estratégia, visto que o objetivo era que o interlocutor fosse persuadido (Pedemonte,
2002). A dialética destinava-se a um interlocutor bem consciente do sujeito da argumen-
tagdo e capaz de responder as questdes e de refutar os argumentos do orador. A analiti-
ca era uma forma especifica de racionalidade que nio se destinava necessariamente a um
publico fisicamente constituido.

Pedemonte (2002) propés uma caracterizagio de argumentagio em Matemdtica,
aproximando-a da dialética e da prova analitica. Caracterizou a argumentacio em Ma-
temdtica e a prova explicitamente nas suas caracteristicas funcionais e nas caracteristicas
estruturais. As caracteristicas funcionais determinam a finalidade da argumentagio, a sua
utilidade e o seu papel no interior de um discurso. As caracteristicas estruturais permitem
identificar um argumento e definir uma estrutura.

Para Boavida, Paiva, Cebola, Vale e Pimentel (2008) a argumentagao em Matemdtica
entende-se como as

conversagoes de cardcter explicativo ou justificativo, centradas na mate-
mdtica, em que assumem um papel preponderante a fundamentagio dos
raciocinios, a descoberta do porqué de determinados resultados ou situa-
coes, a formulagio, teste e prova de conjeturas e a resolugio de desacordos
através de explicacoes e justificagdes convincentes e validas de um ponto
de vista matemdtico. (p.84)

Neste estudo foi adotada uma perspetiva proxima da referida por Boavida ez 2/ (2008),
em que a argumentacdo matemdtica ¢ considerada como um processo progressivo ¢ diné-
mico em que sdo apresentadas razoes e justificagoes, na resolugio de desacordos.

A atividade de argumentar em Matemdtica é caracterizada pela sua natureza discur-
siva, dialética e social (Pedemonte, 2002). A argumentacio tem uma natureza discursiva
pois a linguagem natural ¢ usada como uma ferramenta na comunicagio que se desenvol-
ve entre a pessoa que argumenta e o seu interlocutor (Pedemonte, 2002). No entanto, a
discursividade da argumentacio, ou seja, a argumentacio retdrica nao pode ficar cingida
a apenas um argumento, mas sim a um conjunto de argumentos pois exige a capacidade
de avaliar um argumento e de o opor a outros (Duval, 1999). A argumenta¢io tem uma
natureza dialética, quando os raciocinios tém por base ideias consideradas como verda-
deiras por quem argumenta (Pedemonte, 2002; Boavida ez a/., 2008). No entanto, os ra-
ciocinios envolvidos na argumentagio podem nio implicar que se chegue necessariamen-
te a conclusoes verdadeiras. A argumentacio tem uma natureza social na medida em que
comporta uma atividade intencional discursiva, onde o discurso é entendido como uma

atividade social (Balacheff, 1999).
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Numa argumentacio coletiva é fundamental que exista um entendimento entre to-
dos os seus elementos mesmo que estejam em causa algumas corregoes ou reformulagoes.
Esta é uma das caracteristicas tipicas do processo de ensino e aprendizagem, pois a apren-
dizagem individual do aluno ¢ incorporada num processo social de explicar, esclarecer e
ilustrar (Krummbheuer, 1998).

A argumentagio como atividade de comunicagao

Na Matemdtica, a problemdtica em torno da argumentacio prende-se com a necessida-
de de cada vez mais os alunos interagirem comunicando quer oralmente quer por escri-
to, as suas ideias valorizando as linguagens naturais (Douek, 2005). Os alunos devem ser
estimulados para que se empenhem em fazer matemdtica enquanto participantes ativos
numa comunidade de discurso, a sala de aula. Como a qualidade da aprendizagem da
matemdtica depende do papel que a comunicagio desempenha nessa mesma comunida-
de, ¢ fundamental que aos alunos seja dado tempo para pensar, clarificar, relacionar e jus-
tificar as suas ideias, desenvolvendo assim a capacidade de entender qual a logica presente
numa determinada mensagem (Alrg & Skovsmose, 2002; Antao, 1993; Silver & Smith,
1996). Assim, cada aula deverd ser encarada como um encontro de uma pequena comu-
nidade matemdtica com momentos “de partilha, de descobertas, de dtividas, de questoes,
de conjeturas, de argumentos, meios de prova, justificacdes” (Boavida, Silva & Fonseca,
2009), desenvolvendo a comunicagdo de raciocinios, ideias e pensamentos matemadticos
de cardcter mais profundo.

Quando os alunos desenvolvem tarefas de investigagio, em pequeno e em grande
grupo, estdo-se a criar momentos dedicados a discussdo com a clarificacdo de opinides
adequadas e fundamentadas, podendo melhorar e desenvolver a compreensio do modo
como pensam ¢ como raciocinam, adquirindo a capacidade de se organizarem e de clari-
ficarem as suas ideias e opini6es (Fonseca, 2009; Ponte, 2005; Rodrigues, 2008).

No entanto, para que os momentos dedicados a discussio sejam produtivos é neces-
sdrio que seja dedicado algum tempo aos alunos para que organizem as ideias para que
as suas intervengoes sejam convincentes ¢ esclarecedoras ao comunicarem as solucdes en-
contradas e processos seguidos na resolu¢ao de determinada tarefa. Este processo, carac-
terizado por ser dindmico, aberto a questoes, permite que os alunos se apercebam da qua-
lidade do seu raciocinio e do que necessitam de alterar e adequar no caso de nio ter sido
o mais correto (Arends, 2008). A comunicagio oral desempenha assim um papel crucial
na aula de matemdtica pois funciona como base para o pensamento e é através dela que
o raciocinio se desenvolve (Cai, Lane & Jakabcsin, 1996; Ponte ez al., 2007).

Quanto 4 comunicagio escrita, consistindo também numa forma de comunicar, de-
sempenha um papel complementar & oral, tomando um cardcter mais refletido e, por
isso, se revela importante para o ensino e aprendizagem da Matemadtica. O relatério é um
dos instrumentos que se suporta na comunicagdo escrita. A construgio de um relatério
promove a articulagio de ideias, explicacio de procedimentos, a fundamentagio e a ané-
lise critica e reflexiva de processos utilizados e de resultados obtidos durante a exploragao
de uma determinada tarefa (Semana & Santos, 2008). Como consiste num instrumen-
to com um elevado grau de exigéncia, a maioria dos alunos revela muitas dificuldades na
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sua elaboracio (Menino, 2004). Assim, ¢ fundamental que os alunos sejam devidamente
orientados podendo, para tal, propor-se um tipo de guido que sirva como orientador do
processo de escrita. Segundo Boavida ez 4/. (2008) na elaboracio de um guido, o tipo de
questoes colocadas desempenha um papel crucial, nomeadamente sugere questoes como:
“No que reparaste? O que achaste interessante? Que previsoes fizeste? Porqué? Que rela-
¢do te faz lembrar? O que é que as tuas descobertas te fazem pensar?” (p. 69). Este tipo de
questdes pode ajudar a orientar os alunos no sentido de diferenciarem o que é mais e me-
nos relevante considerar na resolugio da tarefa e na construgio do respetivo relatdrio.

No entanto, para que os alunos evoluam na forma como elaboram um relatério escri-
to, é importante que na sala de aula sejam implementadas, de forma continuada, ativida-
des de carater investigativo para que os alunos se apropriem dos processos e raciocinios
adequados e relevantes a sua execugio.

A argumentagio e o raciocinio

Na sala de aula de Matemdtica podem ser identificados diferentes tipos de raciocinio.
Polya (1954) distinguiu o raciocinio dedutivo do raciocinio plausivel, encarando o pri-
meiro como seguro ¢ o segundo como incerto, provisério e controverso. No raciocinio
plausivel é possivel adicionar novo conhecimento ao jd existente e é fundamental dis-
tinguir uma conjetura de outra conjetura e a razoabilidade de cada uma. No raciocinio
dedutivo é necessdrio saber distinguir entre uma prova e uma conjetura e entre uma de-
monstracdo valida e uma tentativa invdlida. Polya (1968) defendeu, ainda que os dois
tipos de raciocinio completam-se e que devem ser ensinados em paralelo, devendo o en-
sino preparar os alunos para a inven¢io matemdtica adaptando-a de acordo com o nivel
de inteligéncia de cada um. Desta forma, os alunos sio preparados para uma experiéncia
matemdtica mais completa, mais realista e mais responsdvel. Como o raciocinio matemd-
tico é um processo complexo, este pode ser desenvolvido quando se propoem tarefas que
promovam a comunica¢do ¢ argumentago entre alunos ou entre alunos e professor.

Para Greenes e Findell (1999) existem dois tipos de raciocinio: o dedutivo e o indu-
tivo. O raciocinio dedutivo estd presente quando os alunos resolvem problemas e quando
tiram conclusdes a partir de diagramas, graficos ou tabelas. O raciocinio indutivo envol-
ve a andlise de casos particulares, identificando as relagoes entre esses casos ¢ a generaliza-
¢do dessas relagoes. A generalizagio de uma regra ou fungio que descreve a relagio entre
qualquer termo ou objeto ¢ a sua posi¢io numa sequéncia de regras, pode ser apresenta-
da na forma de palavras, simbolos ou graficos (Greenes & Findell, 1999). Ayalon e Even
(20006) salientam que o raciocinio dedutivo ¢ o tinico em que as conclusées derivam das
informacoes previamente dadas e assim nio existe a necessidade de serem provadas atra-
vés de experiéncias. A matemdtica é mais identificada com este tipo de raciocinio essen-
cialmente por ser usado como sinénimo de pensamento matemdtico e porque desempe-
nha um papel fundamental na construgio de justificagdes e provas matemdticas.

Nas tltimas décadas, o ensino e a aprendizagem da dlgebra mereceram um grande
destaque na investigagio em educagio matemdtica. Para alguns investigadores os proble-
mas e as dificuldades dos alunos relativamente ao raciocinio algébrico devem-se ao seu
grau de abstracdo. O raciocinio algébrico pressupde que partindo da observagio de um
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determinado conjunto de evidéncias, os alunos facam a generalizagio das ideias matemd-
ticas através das argumentacoes (Blanton & Katput, 2005).

Atualmente, em todos os niveis de ensino, verifica-se uma maior preocupagio com
o desenvolvimento da compreensio ¢ do raciocinio, apelando a argumentacio e a justi-
ficagio matemdticas (Boavida ez 2/.,2008; Yackel & Hanna, 2003). Apesar da atividade
de argumentagio ser uma componente do raciocinio essencial na construgio do conhe-
cimento matemdtico vérios estudos realizados tém verificado que esta prética nio se en-
contra presente em algumas salas de aula (Boavida ez a/., 2002). Associado a essa auséncia
estd o facto de se tratar de uma tarefa complexa dada a necessidade de se criar ambientes
propicios ao desenvolvimento da capacidade argumentativa dos alunos.

A argumentagio e a prova

Os alunos em todos os niveis de ensino continuam a revelar muita dificuldade no pro-
cesso de prova matemdtica e na procura de possiveis caminhos para a resolucio de situa-
¢oes problema. Para que esta dificuldade seja ultrapassada é importante que as questoes
colocadas aos alunos na sala de aula estimulem a formulagio e teste de conjeturas (Pon-
te, Ferreira, Varandas, Brunheira & Oliveira, 1999). Este processo permite que os alu-
nos sintam a necessidade de recolha de vérios dados, de rejei¢ao das primeiras conjeturas
formuladas caso nao sejam vélidas e de reformulacio de novas conjeturas. Para que tal
objetivo seja alcangado ¢ fundamental que se estabelecam argumentos plausiveis e pro-
vas, para validar ou rejeitar as conjeturas previamente formuladas (Ponte, ez al., 1999).
As conjeturas devem ser sempre colocadas em causa mesmo quando nio se consegue en-
contrar um contraexemplo que as refute (Pedemonte, 2002).

A formulagio de conjeturas, segundo Mason, Burton e Stacey (1982) é o processo de
supor ou de perceber se uma afirmacio ¢ verdadeira, o que induz a necessidade de inves-
tigar a sua veracidade. Segundo estes investigadores “uma conjetura é uma afirmagio que
parece razodvel, mas cuja verdade ndo estd demonstrada” (p.71). No entanto, o processo
que envolve a formulagio de conjeturas pode-se representar por um processo ciclico que
envolve uma sequéncia de vdrias fases, nomeadamente: formular uma conjetura acredi-
tando na sua veracidade; verificar se a conjetura ¢ valida para todos os casos conhecidos
e exemplos; colocar em causa a veracidade da conjetura tentando encontrar um contrae-
xemplo, na tentativa da sua refutacio; compreender a razio pela qual a conjetura ¢ vélida
ou, em alternativa, como ¢ que poderd ser alterada (Mason ez al., 1982).

O processo de formulagio de conjeturas advém de processos de generalizagio e de
especializacio (Mason ez al., 1982). Por um lado, o processo de generalizacao inicia-se
quando se encontra uma regularidade, isto é, quando, apés a andlise de vdrios exemplos,
se verifica que existem caracteristicas comuns a todos eles. Por outro lado, o processo de
especializagdo consiste em iniciar a investigagio com exemplos particulares, escolhidos
a partir de uma situagio mais geral, ¢ tem como objetivo fundamental tentar entender
uma questio previamente colocada, clarificando as suas ideias. No entanto, apesar de,
na maior parte das vezes, ser ficil formular uma conjetura, verifica-se que para os alunos
nio ¢é ficil justificd-la (Mason ez al., 1982). Estes investigadores consideram que para um
aluno justificar as suas conjeturas necessita de encontrar alguma razio ou estrutura, que
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enquadre o argumento, ou seja, necessita de estabelecer uma ligacio entre o que sabe e o
que pretende justificar.

Em particular, quando os alunos efetuam as suas primeiras experiéncias em que é fun-
damental formular e avaliar conjeturas, verifica-se que a maioria dos alunos concluem a
veracidade destas para a generalidade de objetos de um determinado universo, a partir
apenas da verificagio de um niimero pequeno de casos observados e testados (Boavida ez
al., 2008). Este facto, ndo é propriamente estranho pois muitas das decisées que sdo to-
madas no dia-a-dia baseiam-se essencialmente num raciocinio do tipo indutivo (Boavida
et al., 2008). No entanto, na Matemdtica este tipo de raciocinios, assim como os argu-
mentos empiricos nio sio suficientes para que se permita efetuar uma prova. As mesmas
autoras sublinham que se revela fundamental incutir e ajudar os alunos, desde cedo, a
perceberem que o facto de verificar uma afirmagio a partir de exemplos, nio permite ter
uma garantia de que a conjetura formulada é vélida para casos que nao foram previamen-
te analisados. Para que os alunos tenham a certeza de que a conjetura que formularam ¢
vélida é necessdrio que encontrem uma justificacdo para o porqué da sua veracidade, ou
s¢ja, ¢ fundamental que produzam uma prova matemdtica para a conjetura previamente
formulada (Boavida ez al., 2008).

O contexto em que os alunos encontram as provas matemdticas, pode influenciar as
suas percegdes do valor da prova. Ao criar-se um ambiente no qual os alunos podem ex-
perimentar em primeira mao o que é necessdrio para convencer os outros quanto a verda-
de ou falsidade das proposi¢des, a prova torna-se num instrumento de valor pessoal que
os tornard mais capazes se poder usar numa situacio futura (Alibert & Thomas, 1991).

Assim, a prova desempenha um papel preponderante em Matemdtica (Gholama-
zad, Liljedahl, & Zazkis, 2003) pois, “a prova é uma caracteristica essencial da disciplina
de Matemdtica e é uma componente fundamental na educagio matemdtica” (Hanna &
Jahnke, 1996, p. 877), e ainda é um instrumento importante para a promogao da com-
preensdo da Matematica, na sala de aula. Knipping (2004) considera que as argumenta-
¢oes sao processos coletivos em que o professor e os alunos desenvolvem em conjunto a
prova matemdtica. Esses momentos coletivos enriquecem o conhecimento das argumen-
tagoes dos alunos e ajuda a uma melhor compreensao dos processos de raciocinio que os
leva a aceitar a prova matemdtica (Knipping, 2008).

Os métodos de justificagdo, em determinadas situagoes, podem ser ferramentas de
ensino, adequadas e eficazes. Hanna e Jahnke (1996) referem que até os matemadticos
mais experientes preferem a prova que explique, ou seja, a prova criadora do entendimen-
to. E primordial, que na prova nio sé se considere “o conhecimento de que” mas também
“o conhecimento do porqué” (p.905).

Metodologia

Opcoes metodoldgicas e instrumentos

Tendo em conta o objetivo principal deste estudo, o de compreender o desenvolvimento
da capacidade de argumentar matematicamente dos alunos quando exploram tarefas de



106 Maria da Graga Magalhies, Maria Helena Martinho

investiga¢io, e o facto de se realizar numa turma durante a aula de Matemadtica, ou seja,
no seu ambiente natural, a professora investigadora, primeira autora deste artigo, optou
por efetuar um estudo de cardcter qualitativo e essencialmente descritivo e interpretativo
(Bogdan & Biklen, 2006). Segundo estes autores, quando se pretende desenvolver uma
investigacdo de cardcter qualitativo, as questdes propostas para serem investigadas so es-
tabelecidas de acordo com o fenémeno que se pretende estudar no seu contexto natural
e em toda a sua complexidade.

Dentro de uma metodologia qualitativa, neste estudo optou-se pelo estudo de caso
que segundo Yin (1984) é um modelo de investigagio que se aplica aos casos em que o fe-
némeno em estudo nio pode ser dissociado do seu contexto. O estudo de caso correspon-
de a investigacio de um caso particular, de uma situagdo com uma certa especificidade,
procurando descobrir o que detém de mais caracteristico e essencial, para assim contri-
buir para uma melhor compreensio de um determinado fenémeno de interesse (Ponte,
2006). Um estudo de caso descreve, analisa e interpreta uma situagio particular, o caso.

O presente estudo enquadra-se, assim, num paradigma interpretativo e baseia-se
numa experiéncia implementada numa turma do ensino secunddrio durante o ano leti-
vo de 2009/10, uma turma do 11.° ano do Curso Cientifico-humanistico de Ciéncias e
Tecnologias constituida por vinte e cinco alunos, dos quais sete eram rapazes e dezoito
eram raparigas, e em que a professora investigadora, primeira autora deste artigo, lecio-
nava a disciplina de Matemdtica A (Magalhies, 2010). Uma das razoes para a selegio da
turma foi o facto de se tratar de uma turma com continuidade pedagdgica, iniciada no
10.° ano, em que os alunos sempre se mostraram interessados e motivados pela disciplina
de Matemitica, apesar de algumas dificuldades diagnosticadas. Foi também fundamen-
tal o facto de a turma em estudo estar habituada a desenvolver trabalhos de investigagio
matemdtica de forma sistemdtica e continua em diferentes contetidos do programa desde
o inicio do terceiro ciclo. Assim, o foco da investigagao foi colocado nos alunos de uma
turma do 11.° ano, constituindo assim, todos os seus elementos o caso em estudo.

Com esta experiéncia, pretendeu-se estudar o tema das fungoes, em particular as ra-
cionais, que designam todas as funcoes cuja expressio analitica se reduz ao quociente en-
tre dois polindémios inteiros em x, ou seja, R(x) = P(x)/Q(x). Este estudo consistiu na
exploragio de uma sequéncia de tarefas de modo a que os alunos construissem o seu pré-
prio conhecimento, na nogio do conceito e no comportamento das fungdes racionais.

A recolha de dados apoiou-se em diferentes instrumentos, com o objetivo de ser pos-
sivel efetuar uma andlise detalhada do estudo e favorecer desta forma a sua triangulacio.
Assim, recorreu-se a observagio de aulas (gravagoes dudio e video) e a recolha de docu-
mentos escritos elaborados pelos alunos individualmente e em grupo. Todo o material
recolhido apds a exploragio de cada uma das tarefas foi posteriormente organizado de
acordo com os diferentes momentos das aulas: trabalho de grupo, discussio na turma e
relatério individual. Tendo em conta estes diferentes momentos e considerando o papel
que cada um desempenha no desenvolvimento da capacidade de argumentacio dos alu-
nos, foram, no contexto deste artigo, apresentados de forma cruzada e dividida em duas
partes: i) formulaco e teste de conjeturas ¢ ii) da conjetura  prova.
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A sequéncia de tarefas

A elaboragio e a selecio de tarefas para a efetivagdo desta experiéncia foram realizadas
pela professora investigadora de forma ponderada, fruto de uma pesquisa exaustiva so-
bre o tema das fungées racionais. Como se pretendia que os alunos desenvolvessem a ca-
pacidade de argumentar matematicamente, foi implementada uma sequéncia de quatro
tarefas de investigacdo sobre o tema das funcoes racionais (Anexo 1). A sequéncia de ta-
refas foi elaborada com o intuito de que os alunos construissem o conceito de fungio ra-
cional e estudassem as suas carateristicas, partindo do estudo de uma familia de funcoes
mais simples para uma mais complexa. Para este estudo a calculadora grifica foi utilizada
como instrumento de apoio 2 investigacio e os alunos trabalharam em pequenos grupos
de trés ou de quatro elementos.

Antes da implementacao da primeira tarefa a professora investigadora apresentou e
entregou a todos os alunos um documento (Anexo 2) onde constavam os aspetos impor-
tantes a ter em conta para a realizacio da sequéncia de tarefas, nomeadamente, como de-
veriam desenvolver o trabalho em pequeno grupo, durante a discussio em grande grupo
e como deveriam elaborar o relatério individual de investigagao. Posteriormente a estes
esclarecimentos a professora investigadora passou a concretizagio da experiéncia com a
implementagio da sequéncia de quatro tarefas de investigacio sobre o tema das funcoes
racionais.

Para cada tarefa proposta na aula a professora organizou o trabalho em diferentes mo-
mentos: introdu¢do da tarefa, realizagio da tarefa em grupo, uma discussio em grande
grupo e, finalmente, a elaboragio de um relatdrio individual de investigagio. Durante a
implementagao das tarefas a professora investigadora, enquanto observadora participan-
te, procurou estar atenta as estratégias, raciocinios e davidas suscitadas pelos alunos de
modo que todos mantivessem sempre uma postura investigativa perante cada uma das ta-
refas propostas. Em particular, a professora nio introduziu o conceito de fungio racional
e suas carateristicas, pois pretendia que os alunos explorassem os diferentes tipos de fa-
milias de fungées estimulando a elaboragao de diferentes conjeturas e tentativas de prova
durante a realizacio da tarefa em grupo. Na discussdo em grupo-turma o contetido temd-
tico foi discutido pormenorizadamente tendo sido partilhados os resultados obtidos pe-
los pequenos grupos e clarificados pela professora investigadora sempre que oportuno.

A primeira tarefa foi elaborada de forma a introduzir o capitulo das fun¢oes racionais.
Com esta tarefa pretendia-se que os alunos investigassem como ¢ que variava o gréfico da
funcio g dada pela expressao g(z) = 1/ f(x), conhecendo eles o comportamento da fun-
¢do afim f(x) = ax + b, em que a e b designavam parimetros reais. Nesta tarefa o aluno
teria de efetuar as suas conjeturas de modo a generalizar como ¢ que variava a fungio do
tipo 1/(ax +b). Para estudar a variagio das duas fungoes f e g o aluno deveria atribuir
diferentes valores a cada um dos parAmetros de forma a estudar a sua influéncia no com-
portamento do gréfico desta familia de fungoes racionais.

Na segunda tarefa, era pedido aos alunos que investigassem como variava a familia
de fungoes f, tal que f(x) = a + b/(cx + d), com a, b, ¢, d € R, procurando perceber
qual o efeito de cada um dos pardmetros no comportamento grafico da funcio. O es-
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tudo da influéncia dos vdrios parimetros na familia de func¢ées faz com que os alunos
compreendam melhor o efeito da alteragdo desses parimetros no comportamento grafico
das funcoes.

A terceira tarefa era de cariz mais pratico e pretendia-se que os alunos aplicassem o es-
tudo desenvolvido nas tarefas anteriores sobre as fungées racionais e descobrissem uma
expressao algébrica da fungdo que permitisse determinar as dimensoes de todos os retin-
gulos que verificassem as seguintes propriedades: o perimetro é numericamente igual 4
drea e as medidas de comprimento dos lados do retingulo sdo nimeros naturais. Esta ta-
refa tinha como objetivo que os alunos explorassem o grafico da funcio racional, satisfa-
zendo um dos objetivos do programa, que considera que os alunos devem explorar mo-
delos matemadticos que representem fungoes reais.

A quarta tarefa tinha como objetivo inicial que os alunos estudassem o comporta-
mento do gréfico da familia de fungées do tipo f(z) = k/az? em que a e k pertencem
a R. Neste caso era importante que os alunos verificassem que esta familia de fungées ti-
nha um comportamento gréfico diferente da familia de fun¢des das duas tarefas anterio-
res. Para além deste estudo era também pedido, nesta tarefa que considerassem a familia
de funcdes g(x) = f(z - h), com h € R e investigassem como variava o gréfico da fun-
¢do ¢ em relagdo ao gréfico da fun¢io f procurando perceber qual o efeito de cada um
dos pardmetros no comportamento grafico da fungio g.

Planificacao das tarefas

A planificacio da aplicacio das tarefas foi efetuada pela professora investigadora para
que os alunos, de forma auténoma, investigassem o comportamento grafico das funcoes
racionais e que tirassem conclusées sobre algumas das nog¢des associadas ao conceito de
fungio, tais como: o dominio, o contradominio, monotonia, extremos e assintotas. A
investigacdo foi desenvolvida no capitulo das Fungoes visto ser um assunto importante e
em que os alunos habitualmente tém algumas dificuldades na interpretacio e aplicacio
a situagoes reais.

As aulas que foram dedicadas & exploragdo das tarefas desenvolveram-se em quatro
diferentes fases: (i) breve introdugao a tarefa; (ii) exploragio da tarefa em pequeno grupo;
(iii) discussio em grande grupo sobre as conclusées obtidas na investigacio da tarefa; e
(iv) elaboragao de um relatério escrito individualmente e respetiva reflexao.

Pelo facto de um dos objetivos desta experiéncia ser o estudo da evolu¢do da argumen-
tagio matemdtica no desenvolvimento das diferentes tarefas, a professora investigadora
deu atencdo a todas as fases da sua exploracio. No entanto, & quarta fase foi dado especial
relevo por se tratar da elaboragio de um relatério em que cada aluno tinha que escrever
todo o processo de investigacdo desenvolvido pelo seu grupo de trabalho e especialmente
a sua interpretacio, conclusio e reflexao sobre cada uma das tarefas propostas.

Com a implementagio do relatdrio individual foi dada a oportunidade ao aluno de
sistematizagdo das suas préprias ideias sobre o trabalho realizado e o de desenvolver a sua
prépria aprendizagem de forma reflexiva e critica, evidenciando as conjeturas seguidas ¢
as abandonadas, mas principalmente os seus éxitos e as suas dificuldades em todo o pro-
cesso investigativo (em pequeno ou em grupo-turma).
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Assim, para a realizacdo do presente estudo, a investigadora efetuou uma planificacao de
forma a ser lecionado o tema das fun¢oes racionais durante o més de Fevereiro. A aplica-
¢ao das tarefas desenvolveu-se, de acordo com o quadro seguinte (Quadro 1).

Quadro 1 — Aplica¢io das tarefas

Aulas observadas
(Blocos de 90 minutos)

12 Aula — 2/02/2010 | Tarefa 1 — trabalho de grupo

22 Aula — 3/02/2010 | Tarefa 1 — conclusdo do trabalho de grupo — 12 parte da aula
e inicio da 22 parte

Tarefa

Discussao na turma — na parte final da aula

32 Aula — 8/02/2010 | Tarefa 1 — conclusao da discussio na turma — 12 parte da
aula

Tarefa 2 — trabalho de grupo — 22 parte da aula

42 Aula — 9/02/2010 Tarefa 2 - conclusdo do trabalho de grupo

52 Aula — 10/02/2010 | Tarefa 2 — discussdo na turma — 12 parte da aula

Tarefa 3 — trabalho de grupo — 22 parte da aula

62 Aula — 22/02/2010 | Tarefa 3 — conclusao do trabalho de grupo

72 Aula — 23/02/2010 | Tarefa 3 — discussdo na turma — 12 parte da aula

Tarefa 4 — trabalho de grupo — 22 parte da aula

82 Aula — 24/02/2010 | Tarefa 4 — conclusdo do trabalho de grupo — 12 parte da aula
Discussao na turma — 22 parte da aula

E de salientar que na realizagio das diferentes tarefas, a professora investigadora procu-
rou nio limitar demasiado o tempo relativo ao processo de investigacio desenvolvido por
cada um dos grupos nem de discussdo em grupo-turma. Para a discussio em grande gru-
po foi utilizado o quadro interativo com a calculadora grafica previamente instalada para
que pudessem ser gravados todos os flipchart relativos a cada uma das tarefas.

Durante cada uma das tarefas, a professora investigadora incentivou os alunos a ex-
plorarem ao mdximo todas as versatilidades da calculadora gréfica de forma a retirarem
as informacoes necessdrias para a concretizagao e investigagao das tarefas propostas.

Resultados

A andlise dos dados decorreu de acordo com as diferentes fases em que o estudo foi efe-
tuado, nomeadamente, no trabalho de grupo, na discussio na turma e no relatério e re-
flexdo. Na realizacio dos trabalhos de grupo os alunos utilizaram a calculadora gréfica e
na discussdo desenvolvida em grande grupo foi utilizado o quadro interativo com a cal-
culadora grafica previamente instalada.
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Tarefa 1

Nesta tarefa foi proposto aos alunos que em grupo estudassem o comportamento da fun-
¢io g, sabendo que g(z) = 1/f(x) e f(x) = ax + b com a e b nimeros reais. Durante a
realizacio desta primeira tarefa os alunos sentiram algumas dificuldades, inicialmente na
interpretacio do enunciado e posteriormente na forma como deveriam proceder para
efetuarem a investigagdo. Por exemplo o grupo 2 iniciou o seu trabalho tentando enten-
der o que é que se pretendia com a presente investigagio.

Luisa: Investiga como varia o grafico da funcio f(x)...

Sénia: Para investigar, pegamos na funcio f(x) = ax + b e inventamos valores para ¢
e substituimos em baixo para ver como ¢ que fica a g(x).

Julieta: Pois. Isto é o inverso porque é sobre qualquer coisa.

Luisa: Temos de aumentar o declive e o valor da ordenada na origem no eixo das or-
denadas e depois ver como varia.

Esta dificuldade inicial resultou do facto de alguns alunos estarem a utilizar incorreta-
mente o conceito de fungio afim. Com a exploragio da tarefa alguns alunos elaboraram
uma conjetura relativa a construcio do conceito de assintota, que inicialmente denomi-
naram de “buraco”, “paragem” ou de “falha”. Este resultado é constatado no didlogo de-
senvolvido no grupo 5.

Professora: Qual foi a fungo considerada inicialmente?

David: f(x) = 3z + 2.

Profeéssora: Reparem no gréfico da funcdo... Atengdo que na calculadora tém o menu
tabela que permite calcular todos os valores da funcio. ..

David: Tem aqui uma paragem.
Rosa: Isto é, as assintotas.
Jodo: Sio os “buracos”.

Este facto, relativamente a formulagio do conceito de assintota nio ¢ de estranhar pois
esta primeira tarefa foi aplicada como introdug¢do ao tema das fungoes racionais. Ape-
sar das dificuldades na fase de apropriacio da tarefa, as lacunas foram sendo resolvidas
quando os alunos comegaram a atribuir diferentes valores aos parimetros a e b e verifi-
caram qual o comportamento grifico de cada uma das fun¢oes. Os alunos descobriram
que existiam algumas regularidades quando atribuiram determinados valores as incégni-
tas ¢ comegaram a impor condigoes relativamente a cada uma das conclusées que foram
obtendo.

Durante a discussio em pequenos ¢ em grande grupo, os alunos argumentaram relati-
vamente as conjeturas formuladas e testadas, por si e pelos seus colegas, e efetuaram uma
tentativa de prova das mesmas, através do estudo de varios exemplos, obtiveram uma ge-
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neralizagdo para a familia de fun¢des desta tarefa. Por exemplo, o grupo 1 salientou no seu
didlogo que a equagio da assintota vertical para a fungio g era x = -bl/a.
Fausto: Tem de haver uma férmula que nos dé o valor da assintota.

Elisa: Para acharmos os zeros iguala-se a expressio a zero, e vemos que d4... A expres-
sdo que der ¢ o valor da assintota.

Alexandra: Entao a expressio é x = -b/a.
Fausto: Substitui essa €Xpressao para os valores 2 e 5 que consideramos anteriormente.
Elisa: Sim a expressao estd certa pois o valor da assintota da-2,5.

Alexandra: Mas como aqui a professora pede as expressoes gerais, o dominio fica

R\{-b/a}.
Jitlia: E o contradominio qual é?

Fausto: Olha o contradominio é no eixo dos yy, por isso, é {0}, porque se virmos no
gréfico a fun¢do nio toca no zero.

Alexandra: Mas entio isso também ¢é uma assintota. E serd que ¢ sempre zero?

Elisa: Muda-se os valores e vemos se muda ou nio. Se mudar tentamos ver se também
h4 alguma expressao.

Elisa: Nao muda.
Julia: Entao pronto, a assintota horizontal ¢ sempre 0.

Neste grupo 1 tornou-se evidente a formulagdo de conjeturas e a necessidade que os alu-
nos tém de verificar para todos os casos obtendo assim uma generalizacio.

Num momento de discussiao em grande grupo, Aurora dirigiu-se ao quadro interati-
vo, por sugesto da professora, e escreveu uma das conclusées do seu grupo para a familia
de funcdes consideradas na primeira tarefa (fig. 1).

Figura 1. Flipchart da tarefa 1 escrito por Aurora
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Esta conclusio referia que o zero da fungio f ¢é a assintota da fun¢io ¢. Provaram a con-
jetura concluindo também que o dominio da inversa da funcio afim ¢ o conjunto dos
numeros reais exceto a sua assintota.

Pela andlise dos relatdrios elaborados pelos alunos, constatou-se que alguns deles nao
referiram as conjeturas abandonadas durante o decorrer da exploracio da tarefa. Estes
alunos limitaram-se a explicar como resolveram a tarefa analiticamente (fig.2), esquecen-
do-se, por vezes, de argumentar relativamente ao processo de exploracdo da mesma.
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Figura 2. Excerto do relatério da tarefa 1 de Julieta
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Note-se que no quadro considerado por Julieta de forma a sintetizar as conjeturas for-
muladas pelo seu grupo a aluna referiu que inicialmente atribuiram valores aleatdrios as
incégnitas a e b. Posteriormente, organizaram os resultados obtidos e impuseram condi-
¢oes aos valores das incognitas de forma a obterem algumas conclusées da tarefa.

Para colmatar esta lacuna, a professora investigadora incentivou-os a melhorar o pri-
meiro relatério, para que fossem mais explicitos no processo de raciocinio efetuado, nio
receando argumentar relativamente as conjeturas abandonadas (fig. 3), pois os erros co-
metidos fazem parte de todo o processo de investigagao.

Conjecturas seguidas e abandonadas:
1° caso:
Consideramos este 1° caso como se fosse a nossa fungdio original escolhendo os
valores mais simples, e também uma fungic em que ndie havia cruzamentos com o eixo

dos yy. Esta € a dnica fungiio que é impar por definigdio, ou seja, em relagdo d origem.

2° ao 5°caso:

Nas préximas condicies (do 2° ao 5° caso) aumentamos o valor de b para
verificar qual o deslocamento da fungfio.
Com as vdrias experiéncias efectuadas verificamos que a funcdo se desloca no sentido
da direita para a esquerda, verifica se também o deslocamento da assimptota,
dependem uma da outra e o valor de cruzamento da fungdo f com o eixo dos yy
também vai diminuindo.

6° Caso:

A condigio seguinte foi seleccionada porque tinhamos visualizado nas
experiéncias anteriores que quando o b era por ex. 4 a coordenada de cruzamento no
eixo dos yy era % assim quisemos verificar se quando o b era 0,25 o cruzamento no
eixo dos yy era 4.

7° e 8° Caso:

Nestes dois iltimos casos decidimos variar o valor de a, aqui a0 mesmo
tempo também mostra a variagdo do valor de b, mas com tentativas efectuadas na
maquina sabemos que ao aumentar o valor de a a fungo desloca se no sentido da
esquerda para a direita.

* Uma falha foi ter exagerado na atribuigdo de valores ao b, apenas com
dois ou trés jd conseguiamos chegar a conclusiio desejada.

* Para calcular a i ta p que o

p dor tinha que ser
diferente de 0, e assim foi s6 resolver a equagdo. Também com a mdquina

Tl

[ dora, na tabela verificd quando o valor de y dd error.

Figura 3. Excerto do relatério da tarefa 1 de Célia



114 Maria da Graca Magalhies, Maria Helena Martinho

Célia considerou que nio deveria ter considerado tantos exemplos em que variava o valor
do parimetro b, visto que com menos casos conseguia chegar a uma conclusao relativa-
mente s conjeturas formuladas. Note-se que, esta aluna ndo estudou o comportamento
da familia de fun¢oes para os casos em que os valores sio negativos, de a e/ou de b. A pro-
fessora investigadora chamou a atengio para este facto, tendo a aluna posteriormente as-
sociado ao seu relatério mais quatro casos, em que as varidveis eram ambas negativas ou
apenas uma delas.

No final do relatério, os alunos realizaram as suas reflexées sobre o desenvolvimento
dos trabalhos de grupo, desta primeira tarefa. Raul salientou que esta primeira investiga-
¢do foi “bastante interessante e diddtica” (fig. 4) e, que através da sua exploragio, tiveram
a possibilidade de aprender vérios conceitos sobre as fung¢des racionais.

Esta primeira tarefa foi bastante interessante e diddtica. Com a
realizacio desta tarefa pudemos aprender variados conceitos e sobretudo
aprender sobre este tipo de fun¢@es racionais. O grupo trabalhou em
conjunto para a correcta realizagio desta tarefa, a discussdo apés a
realizacio da mesma foi bastante pertinente e ajudou-nos bastante a
entender a fun¢do em questdo.

Figura 4. Excerto da reflexo sobre a tarefa 1 de Raul

Uma outra aluna, Célia, referiu que este método de ensino em que as tarefas de investi-
gacio sio implementadas como forma de o aluno construir o seu préprio conhecimento,
faz com que estas sejam tdo interessantes como entusiasmantes (fig.5).

As falhas que cometemos durante o trabalho e também as ideias que foram
essenciais para a sua realizagio seram uma ajuda para as prdximas tarefas.

O nosso grupo trabalhou bem, coloboramos uns com os outros, cada um ia dando
a sua opinido, e sempre que ndo percebiamos alguma coisa dita pelo colega ele tentava
explicar de forma a compreender. Cada um tirou os seus apontamentos de acordo com
as conclusdes a aue iamos cheaando.

Com a finalidade deste trabalho posso concluir que foi uma tarefa bastante
interessante, sdio formas diferentes de aprendizagem que nos entusiasmam pois assim
estamos em didlogo com os colegas trocando sempre as nossas ideias e opinides ,
tornando se assim uma Matemdtica ainda mais divertida, que até nem nos dames pelo
tempo passar durante a aula.

No final de trabalho em grupo € engragado a discussdo em turma, porque
existem opinides diferentes gerando uma discussiio até nos apercebemos quem tem
razéo. Com essa discussdo ate nés mesmos chegamos a conclusdes que nunca tinhamos
pensado enquanto trabalhdvamos em grupo.

Para trabalhos de investigagdo torna-se mais facilitada a realizagio em grupo,
pois assim existe uma troca de ideias e inter-ajuda com todos e podemos alcangar
objectivos que se torna dificil ser alcangado individualmente.

Figura 5. Excerto da reflexdo sobre a tarefa 1 de Célia

Esta aluna sublinhou que as falhas de raciocinio cometidas pelo seu grupo no desen-
volvimento desta primeira tarefa de investigagdo podiam proporcionar uma ajuda para
a exploragio das tarefas seguintes. Na sua reflexio, relativamente a discussdo na turma,
a aluna referiu que foi importante no que concerne a partilha de diferentes ideias e de
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opinides entre todos os elementos. Célia salientou também que com os trabalhos de in-
vestigacdo desenvolvidos em grupo, os alunos podem alcangar objetivos que dificilmente
eram possiveis de atingir caso fossem desenvolvidos individualmente. Justificou-se, argu-
mentando que nos trabalhos de investigagao em grupo desenvolve-se um ambiente de
interajuda, em que os alunos partilham ideias e opinies. Esta aluna considerou que este
tipo de investigacoes “sio interessantes ¢ motivadoras da aprendizagem dos alunos pois
tornam a Matemdtica, uma disciplina muito mais variada e divertida”.

Tarefa 2

Durante a realizago da segunda tarefa os alunos demonstraram estar mais a vontade, na
interpretacdo do enunciado ¢ na forma como deveria proceder para efetuar a investiga-
G40 pois esta tarefa tratava-se de uma extensio da anterior. Este facto registou-se devido a
familia de fungdes a estudar, f(z) = a + b/(cx + d), englobar a estudada durante a inves-
tigacao da tarefa 1. Nomeadamente, o grupo 3 organizou o seu raciocinio criando uma
funcio genérica fixa para que depois pudessem comparar a sua representagio gréfica com
a de outras fungées, em que os valores dos parimetros eram diferentes.

Ranl: Vamos primeiro criar uma funcio genérica. Entioa=0,b=1,c=1ed =0 vai

ser aquela 1/2 que foi a primeira que estudamos na tarefa 1.

Margarida: E dizemos isso! Que quando a =0,b=1,c=1ed=0.
Raiil: ... temos a funcio estudada na tarefa 1.

Célia: Entao dizemos que essa foi a original no outro trabalho e por isso jd
estudamos.

Ranl: Vamos agora atribuir valores simples a todos e criamos uma original para esta
tarefa:a=1,b=1,c=1ed=1.

Nesta tarefa, os alunos facilmente organizaram o seu raciocinio, apesar de terem de es-
tudar o efeito da alteragio dos quatro parAmetros na representagio grafica da familia de
funcoes.

Durante a investigagio desta tarefa em pequenos grupos, verificou-se que os alunos
manifestaram uma grande evolu¢io no desenvolvimento da capacidade de argumentar
matematicamente ¢ demonstram ter menos davidas na investigagao, pois formularam e
testaram as suas conjeturas, assim como reconheceram a necessidade de as tentar provar.
Os alunos estruturaram o seu processo de raciocinio, encontraram argumentos validos
para as suas conjeturas e iniciaram um processo rudimentar de prova matemdtica, que,
no entender da professora investigadora, esteve mais préxima de uma generalizacio. Por
exemplo, no grupo 7, as alunas chegaram a vdrias conclusées relativamente a familia de
funcoes sugerida na tarefa 2, considerando como funcio original f(x) = 1/z. A escolha,
por parte do grupo, de uma fungio inicial permitiu tirar conclusées para a familia de fun-
¢oes, por comparagio com a original.
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Vitdria: Acho que ji estamos prontos para tira as conclusoes.
Dora: Certo. Entao a fungao ¢ injetiva em todos os casos.

Rui: A funcio é impar em relacio 2 assintota e impar em relagdo a origem na fungio
original.

Maria: A funcio apresenta zeros, menos na original.

Vitéria: O dominio é R exceto —d/c que corresponde a assintota vertical, nao €
Maria: Sim, e o contradominio é R exceto a que corresponde a assintota horizontal.
Rui: O pardmetro a influencia diretamente a assintota horizontal.

Dora: A monotonia varia com os valores do b e do c.

Rui: Podemos dizer que quando b aumenta, a fungio sofre uma translagio afastando-
se do eixo dos yy?

Maria: Sim, e quando ¢ ¢ diferente de zero entdo a fun¢io tem zeros, e também a fun-
¢do ¢ continua exceto na assintota.

Na discussio com toda a turma os alunos manifestaram-se, recorrendo a raciocinios mais

elaborados do que os verificados na tarefa anterior. Com alguma facilidade, apresentaram

argumentos vilidos de forma a validar ou refutar as conjeturas formuladas pelos seus co-
legas de turma. Por exemplo, alguns alunos apresentaram argumentos que permitissem

chegar as equacoes das assintotas.

Aurora: Oh stora, por exemplo neste caso quando ¢ menor que zero ¢ dando valores
mais baixos, a fun¢io desloca-se para baixo e se dermos valores mais altos ela des-
loca-se para cima...

Célia: Sim. ..
Raul: ... claro, pois a assintota vai ser positiva ou negativa conforme os valores de a.

Professora: Entao, conforme estd a dizer a Aurora que é muito importante, se o valor
de a ¢é positivo a funcio desloca-se para cimae ...

Radl: ... a funcio sobe...

David: ... no eixo dos yy...

Professora: ... exato e se o valor de a for negativo a funcio...
David: ... a fun¢io desce em relagio ao eixo dos yy.

Rail: O parAmetro a influéncia a assintota horizontal.
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Outra conjetura, de seguida foi formulada por Radl e de imediato passou ao seu teste e
respetiva prova.
Ranl: Nés chegamos a conclusao que se b e ¢ tiverem o mesmo sinal a fun¢io é moné-
tona decrescente e se tiverem sinais diferentes a fungio é mondtona crescente.

A professora para que todos os alunos entendessem a conjetura formulada pelo Radl e os
seus argumentos sugeriu que escrevessem no quadro interativo as conclusées obtidas na
discussio relativamente 2 monotonia da familia de funcoes desta tarefa.

Outros argumentos foram surgindo ao longo da discussio, em que os alunos procu-
raram encontrar conclusoes para a familia de fungées em estudo. Por exemplo, os alunos
constataram que caso os valores dos parAmetros fossem a = 0 e d = 0, a fungio resultante
ficava igual a uma das fungées estudada na tarefa 1.

Dora: Quandoa=0,b=1,c=1ed=0...

Professora: ...a funcio fica igual a qué?

Dora: f(x) = 1/x.

Elisa: Estamos num caso da primeira tarefa!

Professora: A Elisa disse ¢ muito bem. Estamos novamente na primeira tarefa.

Neste momento da discussio, os alunos confirmaram que a familia de fun¢des estudada
na tarefa 1 era um caso particular da familia investigada na tarefa 2.

No relatério desenvolvido individualmente, constatou-se que os alunos elaboraram-
no de uma forma mais metédica do que o realizado na tarefa anterior, tiveram o cuidado
de explicar todo o processo de investigacio desenvolvido pelo seu grupo de trabalho, ar-
gumentando sobre todas as conjeturas seguidas e sobre todas as que foram abandonadas.
Por exemplo, Julieta que apds ter registado todas as conjeturas, passou a apresentagio dos
seus argumentos de forma a justificar as concluses obtidas na investigagao (fig.6). Note-
se que a aluna, apds o estudo exaustivo de cada um dos casos estudados, justificou os re-
sultados obtidos para cada um deles.

Como na tarefa anterior foi pedido aos alunos que fizessem uma reflexdo sobre esta
tarefa. Alexandra, por exemplo, realcou a importincia da cooperacio, compreensio, en-
treajuda e espirito critico no desenvolvimento do trabalho de grupo. A mesma aluna sa-
lientou a importancia da discussio desenvolvida na turma pois considerou que propor-
ciona o desenvolvimento de “capacidades matemdticas, como também capacidades de
empatia e de entendimento entre todos os elementos da turma” (reflexiao de Alexandra).

Uma outra aluna, Célia, refere-se ao processo de aprendizagem: “estou a aprender as
funcoes de uma forma interessante, em que chego eu as conclusées e os erros que sio fei-
tos por mim, mais dificilmente serdo esquecidos”. Esta aluna salientou, na sua reflexao,
que o erro faz parte da aprendizagem e, assim, do desenvolvimento do conhecimento dos
alunos.



118 Maria da Graga Magalhies, Maria Helena Martinho

— Guande €ed =p, g 1&1““5-‘5 P(u) < impes n've f
pois r-ll.l.{:t.hju-'-»L oo a daivdidan poa © 2 :'vvnpgjhimpv
funcio Fea tgual & tabudade an-

— Quando a=0 6 a
A

*tximrm_mt‘af na Teafa I ; fla) =
L+ 4
— Quande b=o, AF'(U’-) = 1+_0 ., f(uy= )+ 0 e!{-’(ul =1
a fung@o f(a)- 4o -
3 Wl=a , quu £ uma %nc,&fb comstante |
— Quando ¢ o, a func;‘f.b & constante | pois desapaia co

e {OLG_ :o);

Quande d = o, assinuptoln. warhicad £ 0 2ixo dos yy's,0
Para a beed o, a Punc.&o £ uma F\.L'pa'&bou_;

a & ¢ wvalen da atvionplota ,quulsonw;

Quanteo maler o valew de oo 2vn médule mal s

’

ofaato. a ammplota da ewjem |

— Quande e valor dt a vorlo-, a {‘“f‘\(pzo pofar

wme travslaccav werhicol ~
a funcge pofre vma t&am.o«?a(c]c\a

— Quando & >,
whvae mo txo das edenadoos |

PD - - .
— Quando a0, @ funcae A0 e j'«au.afaccf;u: n_njahva
Mo 2D das md_tn(.“&c'llo ;
— 0 walew de b mae _i_v\.Fb_n.e.nc.Cn_ Mo Dﬁ i f)‘f,;
— Quante maien o wvaler de b 2m mddolo , moads

apastados sakdi o5 aames da Sipidabole
— Buande b >0, fi.‘nr,{c-fa 2 mondlona d.tmc#.ﬂ'{f;

— Quande b {0, a -Fa.mq;o 2 mondlona  entocende ;
— Quande o waler de b pana de porhvo pasa
- - . [ -
necahve & wite - vensa, O n Al e e dus
éh}\} At a({ll.‘ A M‘n‘mp{‘vh }\mspn“nﬁ i
— TJante o valoa Ae b tomo © palow dr € Farlaw ©
a.{la.oh‘xm.tn{-g{ fo_\ o.) 2 senabia

— Jlo)=a +_e
u.‘r—%

— & aed=0,a fun@o mav bem 2eros
— Quande o valor de d vaua Aojm.a U g t&qnﬂa(cfz-‘

}\QA{SDH{‘D—P :

— Guando d >0 ,a Pﬂncflo Aofre vena Aransla ceae
pate & toguaade cio Reu do ixo dey [EYTRPNE
— Quands o{{p, a nF‘_mc‘cTO Ao umac ttawﬂac(ﬁ_o

poic oo diveidn. ao «Q-Ov\-so do 2ixo doy wu's.

Figura 6. Excerto do relatério da tarefa 2 de Julieta
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Tarefa 3

Apés as duas investigacdes anteriores os alunos foram confrontados com uma tarefa de
cariz mais pratico em que eram desafiados a encontrar todos os retdngulos cujas medi-
das dos comprimentos dos lados fossem niimeros naturais e a drea numericamente igual
ao perimetro.

Esta tarefa foi mais rica que as anteriores, quer na formulacio e teste de conjeturas,
quer na tentativa de efetuar a prova. Apesar de inicialmente nos grupos, os alunos ten-
tarem encontrar as solugdes a tarefa pelo método de tentativa erro, aperceberam-se que
desta forma nunca teriam a certeza relativamente ao niimero de solugoes possiveis. Este
resultado ¢é verificado no didlogo desenvolvido pelo grupo 7.

Rui: Vamos considerar [ x ¢ = 2] + 2c.

Dora e Vitéria: Sim.

Dora: Vamos experimentar com 2 e 4... nio d4.
Vitéria: Vamos considerar 2 e 3...

Maria: Também nao d4.

Dora: Vamos experimentar 3 e 6... este dd.

Rui: Experimenta 3 e 4.

Maria: Nao d4.

Vitéria: 2 e 4.

Dora: Também nio d4. Bem, assim nunca mais!

Vitéria: 4 e 4
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Dora: Isso é um quadrado e nés queremos um retangulo.
Vitéria: Tém de ser ndmeros reais, nao é?

Dora: Naturais!

Vitéria: E quais sdo os nimeros naturais?

Dora: Todos os nimeros positivos, sem virgulas e sem zeros.
Maria: Vamos tentar ir por sistemas ou férmulas. ..

Dora: ... se temos que a 4rea ¢ igual ao perimetro, sendo a drea igual a ¢ x [ e o peri-
metro igual 21 + 2c.

Na etapa final da investiga¢io em pequenos grupos, os alunos confirmaram que as solu-
¢oes encontradas inicialmente eram as Gnicas possivelis.
Jiilia: Mas aqui pede os nimeros naturais, nao ¢é?

Elisa: Sim. Assim, sé podemos ver no primeiro quadrante onde todos os nimeros sao
positivos.

Fausto: O dominio fica entio N\{1,2}. E o contradominio também.
Elisa: Falta-nos ver se encontramos mais niimeros que sejam vélidos para o retangulo.

Julia: Na tabela j4 vi até ao = 100 ¢ ndo encontrei nenhum em que os dois sejam
naturais.

Alexandra: Tem o -2 e o 1. Mas é negativo, por isso nio d4.

Na discuss3o na turma, os alunos revelaram que ap6s as suas dificuldades iniciais conse-
guiram modelar uma fun¢io, que lhes permitiu determinar todas as possiveis solugoes &
tarefa. Por exemplo, Elisa durante a discussao dirigiu-se ao quadro interativo para expli-
car a conjetura formulada pelo seu grupo (fig. 7), que consistia em igualar a férmula do
perimetro de um retangulo a sua drea, a aluna tentou provar analiticamente como é que
efetuou o seu raciocinio utilizando, para tal, argumentos matematicamente corretos.

A=P (5
f=a( + e
() (f-ac~af
(=) <(£-) =3F

He=-2%2
(PR)
vk =c
)

Figura 7. Flipchart da tarefa 3 escrito por Elisa
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Posteriormente, os alunos observaram que a fungio encontrada tinha duas assintotas e
argumentaram que, atendendo ao facto da equacio da assintota vertical ser x = 2 e a da
horizontal ser y = 2, as solugdes A tarefa eram apenas trés. Os relatdrios revelaram uma
grande evolugio na sua execugio relativamente ao que se tinha observado nas anteriores
tarefas. Os alunos nos seus relatdrios efetuaram uma explicagdo pormenorizada de todo
o processo de investigagdo, desencadeado por cada um dos grupos. Por exemplo, Raul
depois de ter efetuado a prova das possiveis solugoes para a tarefa, passou ao estudo da
funcio obtida quanto ao dominio, contradominio, assintotas, monotonia, paridade e si-
nal. Finalmente concluiu o seu relatério com a resposta final a investigacao proposta pela
professora investigadora indicando que eram apenas trés, as possiveis solugoes a tarefa
proposta (fig. 8).

+
-x42

s y=2-

Estudo da Funcdo Original o
Restricdo:

.yzg_;

—X+2

Dominio e Contradominia

i \
i SS.
—x+2

= Geral:
Df = R\(2}
Df =R 2] Paridade

* Resposta ao problema:

Afungio ndo é i i

Df = R*, dentro deste mais concretamentes, B\[1,2},x € {3.4.6) o ungdo ndo @ par ou impar nas duas visdes, na geral e na nossa
restricdo,

D'f = R, dentro deste mais concretamente,, N\{1,2}, x € {6,433}

= Continuidade

Assimptotas e

® Vertical: x=2
= Horizontal: y=2

Zeros

A fungdo geral possui um zero respectivamente (0,0) mas que ndo se
insere na restricdo estabelecida pelo grupo que ndo possui qualguer zero.

Sinal

Funcdo geral:

Variacio e Monatonia

Afuncdo f é decrescente em ]-==,2[ e decrescente em ]2,+==[, ou
seja decrescente em todo o seu dominio excepto na assimptota vertical
que € respectivamente x=2.

—

A fungdo é continua excepto em x=2.
Injectividade

Afungdo f € injectiva, apds a confirmacio com o teste da recta.
Conclusdo

E entdo assim que terminamos esta tarefa de investigagdo nimera
quatro, Concluimos desta forma esta investigagdo com as respostas ao
problema proposto ne inicio desta tarefa que sdo entdo:

* A-(3,8)

+ B-(4,4)

. C(63)

A ] C

530 entio os casos possiveis para o problema proposto, j foi supra
dita a justificagio porgué que ndo existem mais solugBes a partir do
objecto & pelo que ndo sera necessario repetir tal conclusio.

Figura 8. Excerto A do relatério da tarefa 3 de Raul
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Os alunos revelaram muito cuidado na argumentagio matemadtica explicando quais fo-
ram as conjeturas rejeitadas e o porqué de as rejeitarem, a conjetura seguida, 0 seu teste e
respetiva prova, para a qual sentiram a necessidade em utilizar a calculadora gréfica.

Na reflexdo sobre esta tarefa uma aluna, Amélia do grupo 4, salientou que “foram
vérias as conjeturas abandonadas, umas por erro de raciocinio e outras mesmo por erro
analitico”, manifestando algumas dificuldades iniciais na interpretagio da tarefa, que fo-
ram ultrapassadas com o desenvolvimento da investigacdo. Apesar das dificuldades ini-
ciais, na fase de apropriagao da tarefa, com a formulagio de conjeturas que tiveram que
ser abandonadas devido a ndo validade das mesmas, o seu grupo conseguiu formular uma
conjetura vélida e desenvolveu argumentos de modo a provar a sua veracidade. Salien-
tou, também a importincia da “interajuda’ e da “colaboragio entre todos os elementos
do grupo”, para o bom desenvolvimento do trabalho de grupo. Elisa salientou também a
importancia do bom ambiente e da troca de ideias durante o desenvolvimento do traba-
lho em grupo, diz mesmo que “no grupo, o ambiente ¢ muito propicio para realizar um
bom trabalho uma vez que todos nos ouvimos e nos ajudamos”. Referiu ainda que, como
esta tarefa era uma aplicacio ao real, das duas anteriores, tornou-se mais interessante de
investigar e que este método de ensino, em que os alunos sio estimulados de uma forma
auténoma a construirem os seus conhecimentos, tornou-se “uma maneira muito interes-
sante de aprender”.

Uma outra aluna, Vitéria do grupo 7, considerou importante “trabalhar em conjun-
to, raciocinar em conjunto e chegar a solugées verdadeiras também em conjunto”. A alu-
na argumentou que esta tarefa foi muito educativa porque desenvolve o raciocinio ¢ a
prética matemdtica. Verificou também que “o método de tentativa erro poderia induzir
os alunos na formulagao de conjeturas erradas e que o método de prova mais indicado
era o analitico”.

Rafaela, que pertencia ao grupo 5, salientou também a importincia da realizagio das
tarefas de investigacio salientando que “sdo dos melhores métodos de ensino, pois per-
mitem-nos estabelecer relagoes entre diferentes contetidos com o fim de chegar a uma
solucio”.

Tarefa 4

Nesta tarefa foi proposto aos alunos o estudo da familia de fungées do tipo g(x) = f(z - h)
em que f(z) = k/laz? e a, k, h € R. Na investigagio desta tarefa, os alunos manifestaram
algumas dificuldades na interpretagio do enunciado. Nesta tarefa, para além de terem de
estudar a influéncia da alteragio dos valores dos parAmetros no grafico de uma funcio,
tinham também de efetuar o estudo de uma transformacao gréfica. As dificuldades regis-
taram-se apenas na fase de apropriacao da tarefa, quando tentaram escrever a expressio
analitica da fun¢do g. Por exemplo, o grupo 4 teve algumas dificuldades iniciais em es-
crever a expressdo analitica da fun¢do ¢ a partir da funcio f. Estas alunas formularam as
suas conjeturas iniciais e tentaram valid4-las, mas como apos varias tentativas nao conse-
guiram entender como determinar a expressao analitica da funcio g a partir da funcio f,
solicitaram a ajuda da professora.
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Flora: Aqui devemos ter que estudar a g(z) em funcio da f(x).

Rafaela: Temos que dar valores a = e a h.

Flora: Mas tem f(x - h).

Rafaela: Estao a perceber? O problema ¢ a substituicio. Fica g(z) = k/ax?® - h?
Flora: Nés temos de substituir uma pela outra, mas nio sabemos como.

Apbs esta barreira ter sido ultrapassada, os alunos efetuaram a investigagdo da tarefa, nor-
malmente sem revelarem dificuldades na generalizaao dos resultados para a familia de
funcdes em estudo. Por exemplo, o grupo 1 elaborou virias conjeturas e conseguiu com
o auxilio da calculadora gréfica testar e verificar a validade das mesmas.
Elisa: Agora ji podemos atribuir valores aos parAmetros da funcio g, podem ser tam-
bém com o ntimero 1.

Alexandra: Neste grafico a assintota vertical é x = 1.
Fausto: E se alterarmos o parimetro k?

Jilia: Eu acho que 3 medida que aumentdmos o k, as pardbolas da fungio se afastam,
mas confirma Alexandra.

Alexandra: Sim ¢ o que acontece se o valor de k& for aumentado, mas se o diminuirmos
as pardbolas vio-se aproximar.

Fausto: Agora podemos ver o que varia o parimetro a.

Elisa: E o contrdrio do k, se aumentarmos o valor de a a fungio aproxima-se, se di-
minuirmos afasta-se.

Jilia: E o h?

Alexandra: Eu considerei h igual a 6 e assintota tomou o valor 6.
Fausto: Eu considerei 9 e a assintota também deu nove.

Julia: Eu 15 e assintota deu igual.

Elisa: Entio nesta familia de fungoes a assintota vertical é sempre a h.

Alexandra: Olha se k tomar valor negativo a tnica alteragio na fungao ¢ que sofre
uma translagio.

Elisa: Tens a certeza que é s6 o parAmetro h que influencia a fun¢io?
Alexandra: Nao sei.

Os alunos deste grupo, ao longo desta fase da investigacio, foram atribuindo diferentes
valores aos parAmetros h e k, como forma de formulagio e posterior verificagio das suas
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conjeturas. Relativamente a argumentagio matemdtica, verificou-se que os alunos evolu-
fram no desenvolvimento desta capacidade nos seus trabalhos, quer em pequeno grupo,
quer em grande grupo. No entanto, durante a discussdo em turma surgiu uma ddvida
que s6 foi diagnosticada nesta fase da investigacao, relativamente 2 existéncia de assin-
tota horizontal. Verificou-se que o conceito de assintota ainda nio estava completamen-
te construido até  exploragio desta tarefa, pois os alunos quando nas tarefas anteriores
afirmaram a existéncia de assintotas, justificavam este facto devido ao gréfico das funcoes
obtidas terem todas uma “falha” ou “buraco” em determinado ponto. Por exemplo, Eli-
sa durante a discussao em grupo turma dirigiu-se ao quadro interativo com o intuito de
tentar provar a conjetura formulada pelo seu grupo de trabalho. O grupo considerava
que a fun¢do dada na tarefa tinha assintota vertical mas nio tinha assintota horizontal.
No quadro a aluna desenhou o gréfico de uma funcio, riscando a parte negativa do eixo
dos yy referindo que nessa parte a fungio nio estava definida e, assim, nio existia uma
“falha”, logo a fung¢ao nao tinha assintota horizontal (fig. 9).
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Figura 9. Flipcharr da tarefa 4 escrito por Elisa

O facto é que estes alunos nunca se enganaram, nas anteriores tarefas, na determinagao
das equacoes das assintotas, quer verticais quer horizontais, pois nos grificos das diferen-
tes fungdes consideradas existiam, no seu entender, sempre “falhas”.

Elisa: Tsto aqui ¢ a assintota vertical. E uma interrupgio entre duas. ..

(A aluna passava com a caneta ao longo do eixo dos yy)
Elisa: ... e esta aqui ¢ a horizontal e aqui nao hd nada professora!

Esta parte da discussao desenvolveu-se durante algum tempo, mas a professora investiga-
dora entendeu pertinente que os alunos ficassem sem qualquer davida relativa a um con-
ceito particularmente importante quando se pretende fazer o estudo de qualquer fungio,
nomeadamente das racionais.

Nos relatdrios individuais verificou-se que todos os alunos refletiram e argumentaram
relativamente as dificuldades iniciais diagnosticadas, nomeadamente, no que se refere a
existéncia e determinacio das equagdes das assintotas horizontais. Como no anterior re-
latério, os alunos descreveram pormenorizadamente todo o processo de investigacio ar-
gumentando relativamente as conjeturas seguidas e as abandonadas. No que se refere as
conjeturas seguidas, os alunos registaram os testes efetuados para a sua validacio e nova-
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mente sentiram a necessidade de provar generalizando os resultados obtidos para a fami-
lia de fun¢oes em estudo (fig. 10).

Consoanis ke mas comiderandoa s k70
- - o
BRI g(x)=k/(a(x-hY)
Se a e k tiverem sinais iguais: TR\{h}
Dominio
| Seae ktiverem sinais diferentes: Se ek tiverem sinais diferentes:
IR {0} | IR}
Contradominio Se a e k tiverem sinais iguais: IR*
Se o e k tiverem sinais diferentes: IR”
Assimptota ] )
Horizontal y=0
Vertical =0 ) xzh T
Sek>0: | Sek=0
Crescente de 00 ; 0[ Crescente de ]-00 ; h[
Monotonia Decrescente de J0 ; +00[ Decrescente de Jh ; +00[
1 Se k=0
Decrescente de ]-00 ; 0 Decrescente de ]-00 ; h[
Crescente de 0 ; +00[ Crescente de Jh ; +00[
" Zeos Néio fem zeros T T
Paridade - E par | T Epwrerchgdoah
injectividade T Néo & injectiva
B i 0 Conti 10 na assimptata |
m ] o Continua excepto B inaexcepto naassimptota |

Além disso sabemos que:

+ Quando o médulo de k aumenta a fungdo sofre uma dilategdo
+ Quando o médule de k diminui a funglo sofre uma contracgo
« Se h»0 a funglio desloca-se para a parte positiva do eixo dos xx's
« Se h0 a funglo desloca-se para a parte negativado eixo dos xx's

Atenco: Tudo o que fui registando nas tabelas em relagdo & assimptota vertical ndo estd de acordo com as conclusdes que
tiramos da aula, pois pensdvamos que ela era (h/a), devide a um erro colocado na mdquina calculadora. Em relagdo & assimtota
vertical também ndo é o que tinhamos concluido, pois pensdvamos que ndo existia, devido a uma definigdo incorrecta da mesma.

Figura 10. Excerto do relatério da tarefa 4 de Célia

Neste relatdrio os alunos também tinham que efetuar uma reflexio sobre a tarefa de in-
vestigacdo desenvolvida. Julia referiu que teve mais dificuldades em explorar esta tarefa,
devido ao conceito de assintota que tinha sido construido na turma e ainda estava um
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pouco incompleto, diz mesmo “ao iniciarmos a tarefa tivemos algumas dificuldades em
perceber que o grafico da fun¢io g continha uma assintota horizontal, visto que a defini-
¢do que tinhamos de assintota, ndo estava totalmente correta’. Radl salientou que “dis-
cutimos raciocinios e chegamos a conclusées em comum acordo” que discutiram entre
todos os elementos do grupo e, chegaram as conclusées da tarefa em conjunto, com orga-
nizagdo, empenho e respeito mutuo. Radl salientou também a importancia de se ter efe-
tuado uma discussdo na turma apds o trabalho em pequeno grupo, pois possibilitou aos
alunos a partilha de raciocinios, intercAmbio de ideias ¢ corregio da escrita matemdtica,
diz mesmo: “devido a um erro de escrita o grupo foi induzido em erro durante um certo
raciocinio pelo que a existéncia de uma discussao e debate apds a realizacio da tarefa 4,
ajudou bastante e provou ser necessdria pois o erro foi corrigido a tempo da realizagao do
relatério, o que demonstra a importincia do intercAmbio de ideias” (reflexdo de Raul).

Elisa referiu também a importincia da realizacio de tarefas de investigacdo pois de-
senvolve nos alunos “um sentido de autossuficiéncia, autonomia e investigacio” e faz
com que as aulas se tornem “mais atrativas” desenvolvendo as capacidades dos alunos en-
quanto estudantes e investigadores.

Conclusao

Ao longo da sequéncia de quatro tarefas sobre o tema funcoes racionais, os alunos eviden-
ciaram evolugio. Esta evolugio verificou-se, na facilidade com que os alunos progressiva-
mente se apropriaram e exploraram cada uma das tarefas da sequéncia, no que concerne a
forma como formularam e testaram as suas conjeturas, nos argumentos que apresentaram
de modo a valid4-las, assim como ao sentirem e ao evidenciarem a necessidade de efetu-
ar a sua prova. Esta conclusio do estudo vai ao encontro de Doeuk (1999), que conside-
ra que os alunos desenvolvem a capacidade de argumentar matematicamente quando na
sala de aula, sao implementadas de uma forma sistemdtica e continua atividades de argu-
mentacio e de validagio dos resultados.

Durante a implementagio da sequéncia de tarefas foi evidente que os alunos, progres-
sivamente, foram aumentando o cuidado posto na formulacio e teste das suas conjeturas;
na apresentagdo de argumentos que as validassem, caso contrdrio tinham de ser rejeitadas
ou reformuladas; na necessidade, tomando a iniciativa, de provar a validade das suas con-
jeturas. A semelhanga de um estudo de Boavida (2005), verificou-se que, como as tarefas
implementadas envolveram os alunos na argumentagio matemdtica e em experiéncias de
prova, desencadearam a necessidade de testarem a validade das suas conjeturas.

Os momentos de discussao em grande grupo revelaram-se importantes para os alu-
nos, pelo facto de tornar possivel ouvir a opinido, a explicagio das ideias e os raciocinios
dos restantes colegas da turma. O facto de se terem trabalhado tarefas de investigagio
seguindo trés fases distintas, uma destinada ao trabalho de grupo, outra a discussdo em
grupo-turma ¢ uma terceira dedicada & producio de um relatério individual, criou opor-
tunidades de argumentacio e de reflexdo sobre essa argumentagio. Os alunos foram in-
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centivados a formular e testar conjeturas, analisar exemplos e contraexemplos e a utilizar
argumentos validos, de formas a convencerem-se a si proprios ¢ aos restantes colegas de
grupo, aspetos estes sublinhados por diferentes autores como Ponte e a/. (1997), Boavi-
da (2005), Rodrigues (2008), Whitenack e Yackel (2008). Essas oportunidades de traba-
lho em conjunto tarefas de investigacio, ouvindo e confrontando os argumentos uns dos
outros, permitiu que construissem o seu préprio conhecimento de forma “interessante e
entusiasmante”, chegando em conjunto a argumentos vilidos e mesmo a provas matemd-
ticas. Num sentido similar, Knipping (2004, 2008) considera que sendo a argumentagio
um processo coletivo, é nesse contexto que deve ser desenvolvida.

O facto das tarefas elaboradas para este estudo terem sido de cardcter investigati-
vo, contribuiu para que se revelassem um incentivo a exploragio de forma auténoma,
para que fossem os proprios alunos a construir a sua aprendizagem e a0 mesmo tempo a
desenvolver as suas capacidades argumentativas. Os estudos desenvolvidos por Boavida
et al. (2002) apontam no mesmo sentido, visto que os alunos neste tipo de tarefas desen-
volvem a capacidade de fundamentar os seus raciocinios, de explicar o porqué dos resul-
tados por si obtidos e pelos seus colegas. As tarefas de cardcter investigativo revelaram-se,
neste estudo, importantes para a autoaprendizagem de cada um.
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Anexo 1

Sequéncia de tarefas de investigacio sobre as fungées racionais com recurso a calculado-
ra gréfica

Tarefa 1

Investiga como varia o grfico da funcio g(x) = 1/f(x), tal que, f(z) = ax + b em que,
com a, b € R. Faz as tuas conjeturas para generalizares como varia o gréfico de g sendo
f uma fungio afim.

Tarefa 2

Investiga como varia a funcio f, tal que, f(x) = a + b/(cz + d), com a, b, ¢, d € R, pro-
curando perceber qual o efeito de cada um dos parAmetros no comportamento grafico
da funcio.

Tarefa 3
Considera os retAngulos que verificam as seguintes propriedades:
* O perimetro é numericamente igual A drea;
* As medidas de comprimento dos lados do retAngulo sio nimeros naturais.

Determina as dimensées de todos os retingulos que verificam as condi¢oes dadas.

Tarefa 4

Seja f(z) = klax?, com a, k € R. Considera a familia de funcdes g, tais que
g(x) = f(x - h), h € R. Investiga como varia o grafico da fun¢io g em relagio ao grafico
da fungio f procurando perceber qual o efeito de cada um dos pardmetros no compor-
tamento grafico da fungio.

Anexo 2

Introdugio as tarefas

Trabalho de Grupo
Na realizagao do trabalho de grupo é importante terem em conta os seguintes aspetos:
e Ler atentamente e individualmente o enunciado de cada tarefa;
* Depois de ler, discutir com os restantes elementos do grupo o que cada um
percebeu;
* Discutir as estratégias para iniciar a tarefa, explicitando o raciocinio, as conjeturas
e as argumentagoes de cada umy;
* Nao seguir uma estratégia que nao percebe sé porque os outros elementos do gru-
po acham que pode ser assim;
* Registar no caderno quais foram as conjeturas que foram seguidas ¢ quais as que
foram abandonadas;
* Registar quais os exemplos ¢ quais os contra exemplos encontrados;
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* Registar todo o processo da investigagio no caderno;
*  Organizar a discussio em grupo-turma para que se explicite todo o processo de
investigacao ¢ os resultados obtidos.

Discussdo em grupo-turma
Na discussao em grande grupo devem ter em conta os seguintes aspetos:
e Estar atentos a explicagdo dos restantes colegas da turma;
*  Questionar os colegas caso nao percebam o que disseram;
* Fazer sugestdes indicando o que pensam que estd mal, explicitando e pedindo
para melhorar;
* Explicar com cuidado e na vossa vez como chegaram aos resultados de modo a
que todos compreendam como fizeram.

Elaboracio do relatério
O relatédrio deve ser realizado para que nele conste a descricio pormenorizada de todo o
processo de investigacao, nomeadamente:
e Os raciocinios efetuados;
* As conjeturas seguidas e as abandonadas, argumentando sobre o porqué das tuas
opgoes;
* As conclusdes a que chegaste e se os argumentos apresentados sao suficientes para
constituirem uma prova para a familia de fungées apresentada.
* No relatério deve também constar uma apreciagao critica da atividade, assim
como uma apreciagao autocritica de cada elemento do grupo na sua intervengio
no trabalho desenvolvido.

Resumo. Este artigo tem com referéncia um estudo cujo objetivo foi o de compreender o desenvolvi-
mento da capacidade de argumentar matematicamente, de uma turma do 11.° ano, ao longo da reali-
zagio de uma sequéncia de tarefas de investigacio sobre o tema das fungées racionais. Este estudo teve
como suporte tedrico a argumentagio matemdtica. A metodologia adotada foi de carater qualitativo e
descritivo e o caso estudado foi uma turma do 11.° ano em que professora investigadora lecionava a
disciplina de Matemdtica A. A recolha e andlise de dados, neste estudo, contemplou as discussoes de-
senvolvidas inicialmente em pequeno grupo e posteriormente em grupo turma, ¢ finalmente os relaté-
rios individuais escritos com as respetivas reflexoes criticas e autocriticas sobre as tarefas desenvolvidas
na sala de aula. Com a presente investigacio foi possivel concluir que o trabalho colaborativo, ajudou a
desenvolver nos alunos a capacidade de raciocinar e de argumentar matematicamente. Verificou-se que
a interacdo entre alunos durante a exploragio da sequéncia de tarefas de investigagdo foi promotora de
uma aprendizagem significativa.

Palavras-chave: Argumentacio matemdtica, tarefas de investigacdo e funcoes racionais.

Abstract. This article is based on a study directed by the goal to understand the development of the ca-
pacity of arguing mathematically throughout the execution of a sequence of tasks in an 11* year class,
about the theme rational functions. This study had theoretical support the argumentation in Mathema-
tics. The methodology adopted was qualitative and descriptive and the case to be studied an 11 year
class, in which the investigative teacher teaches Mathematics. The gathering and analysis of data, in



132 Maria da Graga Magalhies, Maria Helena Martinho

this study, contemplated the discussions developed initially in small groups and afterwards in the who-
le class, and finally the individual reports written with the respective critical analysis on the tasks deve-
loped in the classroom. With the present investigation, one may conclude that the collaborative work,
helped to develop in the pupils the capacity of reasoning and of arguing mathematically. It made clear
that the interaction between pupils during the exploration of the sequence of tasks promoted a signifi-
cant apprenticeship.

Keywords: Mathematical argumentation, tasks and rational functions.
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