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Introduccién

Interpretar y delimitar la distribucién de los datos en un estudio estadistico es primor-
dial para el estudio de la correlacién y regresion (Crocker, 1981; Estepa ez al., 2012; Gea,
2012; Moritz, 2004). Como sefala Estepa (2007, p. 126):

En el estudio de la relacién entre dos variables es de sumo interés distin-
guir si las dos variables constituyen una distribucién bidimensional o no.
Si las variables constituyen una distribucién bidimensional se pueden rea-
lizar estudios de correlacién y regresién en caso contrario la correlacién y
regresién no tendrian sentido.

Este tema adquiere gran relevancia en estadistica, y se incluyen en Espafa en el primer
curso de bachillerato (estudiantes de 16 afios) de las modalidades de Ciencias y Tecnolo-
gia, y Humanidades y Ciencias Sociales (MEC, 2007; Batanero, Arteaga y Gea, 2011). Sin
embargo, su ensefanza no es simple, pues es necesario comprender los diferentes tipos
de frecuencias y distribuciones unidimensionales asociadas a la distribucién bidimensio-
nal, que algunos alumnos confunden (Estepa y Batanero, 1995; Estepa, 2008). Concre-
tamente, en el estudio de Estepa (2007) sélo el 52% de los alumnos elige en un item de
opcién miultiple la definicién correcta de distribucién bidimensional.

Los libros de texto son un recurso diddctico muy utilizado en la ensefianza de las ma-
temdticas, aportando un apoyo al profesor y al alumno y determinando, en parte, la en-
sefianza. Su estudio permite observar los resultados de la transposicion diddctica (Che-
vallard, 1991), esto es, los cambios que experimenta el conocimiento matemdtico cuando
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es adaptado para la ensefianza. Desde el curriculo propuesto en las directrices curricula-
res al implementado en el aula, una fase importante es el curriculo escrito, que se plasma
en los libros de texto (Herbel, 2007). Es por ello necesario el estudio del resultado de la
transposicién diddctica, plasmado en los libros de texto, para asegurar que no se produ-
cen desajustes respecto al significado institucional de los objetos matemadticos.

Cordero y Flores (2007) indican que el discurso matemdtico escolar es determinado
con frecuencia por el libro de texto, que regula las acciones de ensefianza y aprendizaje,
junto con las creencias de los profesores. Reys, Reys y Chavez (2004) sugicren que los li-
bros de texto presentan las ideas matemdticas en diferentes contextos, a la vez que permi-
ten a los estudiantes explorar diferentes ideas y facilitan el aprendizaje.

En base a una revisidn de la literatura, Ortiz (1999) enumera ademds, los siguientes
puntos adicionales que justifican la importancia del andlisis de libros de texto: son una
fuente de datos y actividades para el aula; resultan de un gran esfuerzo de planificacién y
sintesis; se asumen como un conocimiento que hay que transmitir; y el alumno lo consi-
dera como una autoridad del conocimiento y guia del aprendizaje.

Algunos autores han analizado la presentacién de la correlacién y regresién en libros
de texto (Lavalle, Micheli y Rubio, 2006; Sdnchez Cobo, 1999; Sdnchez Cobo, Estepa
y Batanero, 2000), pero no se centran especificamente en las definiciones de variable y
distribucién bidimensional, los tipos de frecuencias y distribuciones asociadas, o el trata-
miento tabular y grafico del lenguaje que se utiliza.

Sénchez Cobo (1999) analiza los objetivos de los libros, la metodologia de exposicién
del tema, contenidos matemdticos presentados, nimero de ejercicios y ejemplos, pre-
sencia de consideraciones histéricas y la funcién que las demostraciones realizan en el
texto. Lavalle, Micheli y Rubio (2006) por su parte se centran en el enfoque con que se
presentan las nociones tratadas (teorfa-préctica o al contrario), el nivel de profundidad:
si se deducen las férmulas de cdlculo, el tipo de situaciones problemdticas y si se utilizan
herramientas tecnolégicas.

El objetivo de este trabajo es completar los anteriores, pues por un lado, Sdnchez-
Cobo analiza libros de hace casi 20 afios, y los documentos curriculares actuales (MEC,
2007) han reforzado el tema. Por otro lado, los libros analizados por Lavalle, Micheli y
Rubio fueron publicados en Argentina. Ademds, analizamos aspectos no tratados por
estos autores, pues nos centramos en la distribucion bidimensional, analizando las defi-
niciones de los conceptos asociados a ella, junto con su representacién tabular y grafi-
ca en una muestra de libros de texto de Bachillerato espafioles actuales. En lo que sigue
analizamos los fundamentos, métodos y resultados del estudio, finalizando con algunas
conclusiones.
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Fundamentos

Marco teérico

Un elemento fundamental en la construccién del conocimiento matemdtico son los con-
ceptos involucrados en la resolucién de los problemas. Aunque conocimiento conceptu-
al y procedimental son polos de un continuo, el primero es més flexible y generalizable,
ya que no estd ligado a un tipo especifico de problema, sino que incluye la comprensi-
6n de los principios de un dominio dado y sus interrelaciones (Rittle-Johnson, Siegler y
Alibali, 2001).

Sfard (1991) describe un concepto como una idea matemdtica en su forma “oficial”,
es decir, un constructo tedrico correspondiente al universo matemdtico formal. La autora
indica que se puede definir de forma estructural (describiendo sus condiciones o propie-
dades) u operacional (mediante una operacién o fé6rmula). En nuestro andlisis tendremos
en cuenta los dos tipos de definiciones.

Skemp (1993) formulé dos principios que han de ser tenidos en cuenta en el apren-
dizaje de los conceptos matemdticos: los conceptos mds avanzados que aquellos que una
persona ya posee no pueden ser comunicados simplemente a través de una definicién. En
primer lugar, serfa necesario proporcionar una coleccién apropiada de ejemplos, apoya-
dos en los conceptos que ya se conocen; y en segundo lugar es necesario estar seguros que
éstos ya estdn presentes en la mente del aprendiz en el acto de ensefanza y aprendizaje.
En nuestro andlisis estudiaremos si los libros aplican el primero de estos principios, in-
troduciendo ejemplos apropiados, antes de proponer la definicién de los conceptos.

Es importante tener en cuenta que los conceptos no se reducen a su definicion; Verg-
naud (1990) incluye en ellos sus propiedades esenciales invariantes, las situaciones en las
que se presenta y las representaciones que le son asociadas. Ademds de analizar si la defini-
cién de los conceptos presenta sus propiedades invariantes, también analizaremos las re-
presentaciones tabulares y gréficas asociadas a la distribucién de datos bidimensionales.

Por su parte, Joyce y Weil (1996) consideran varios aspectos a tener en cuenta en un
concepto: (a) su nombre o etiqueta que se asocia al concepto y que puede ser una pala-
bra o simbolo que nosotros asimilamos a las representaciones verbales o simbdlicas; (b)
sus atributos esenciales o propiedades especificas que lo diferencian de otros conceptos;
() los ejemplos y contracjemplos del concepto; y (d) la regla de definicidn, que es una
afirmacion sintética y precisa elaborada a partir de los atributos esenciales que lo caracte-
rizan. Todos estos puntos son considerados en el estudio.

Godino (2002) indica que un objeto matemdtico se caracteriza por su definicién y el
enunciado de sus propiedades esenciales; pero estas pueden variar segin las distintas ins-
tituciones en que se trate, y por tanto, hemos de concederles un cardcter relativo. Puesto
que las definiciones de conceptos son evocadas por el estudiante cuando se enfrenta a una
situacion problema, es importante analizar el tratamiento de éstas en los libros de texto,
que se utilizan en la ensefianza, ya que la progresiva construccién del significado de estas
nociones depende directamente de los conceptos que se definan y utilicen.
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Antecedentes

Aunque hay una amplia investigacion sobre los libros de texto de matemdticas, esta tra-
dicién es mucho menor en el caso de la estadistica y probabilidad, donde encontramos
algunos ejemplos como los de Ortiz (1999), Ortiz, Batanero y Serrano (2001), Azcdrate
y Serradé (2006) y Cobo y Batanero (2004).

Entre estos trabajos resaltamos el de Ortiz (1999), quien estudia la probabilidad en
los libros de textos espafioles, y del cual hemos tomado algunas variables para nuestro es-
tudio. En concreto, el autor estudia las representaciones tabulares y gréficas asociadas a
la probabilidad en los libros de texto, punto que también tendremos en cuenta en nues-
tro trabajo. Asimismo estudia las definiciones presentadas de los conceptos asociados en
el tema de probabilidad, aunque tinicamente diferencia si la definicién se lleva a cabo en
forma explicita o implicita. En nuestro caso consideraremos que la definicién es implici-
ta, si el concepto se utiliza en un ejemplo sin llegar a definirlo.

El primer antecedente directamente relacionado con nuestro trabajo es el de Sdnchez
Cobo (1999), quien analiza la correlacién y regresién en once libros de texto espanoles de
Bachillerato publicados entre 1987 y 1990. Como consecuencia, ofrece una taxonomia
de definiciones y un andlisis de las demostraciones, desde el punto de vista de la funcién
que realizan y las componentes que la integran. Muestra una tendencia formal en la pre-
sentacién del tema, y el uso mayoritario de ejemplos basados en representaciones graficas,
asi como un fuerte sesgo en los ejemplos presentados hacia la correlacion positiva. Mds
recientemente, Lavalle ez 2/. (2006) analizan la correlacién y regresién en siete libros de
texto argentinos de Bachillerato, observando un enfoque mayoritariamente socio-cons-
tructivista, con un nivel de profundidad adecuado, donde también se plantean mds acti-
vidades bajo una asociacién directa que inversa.

Nuestra finalidad es completar estos estudios con puntos no tratados por los autores.

Metodologia

En este estudio se analizaron doce libros de texto, todos ellos correspondientes al curricu-
lo actual de Bachillerato en las dos modalidades en que se incluye el tema: seis libros de la
modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales (H1, H2, H3, H4, H5 y H6) y otros seis
de la modalidad de Ciencias y Tecnologia (T1, T2, T3, T4, T5 yT6), donde Hi e Ti, con
i=1, 2, 3, 4, 5 ¢ 6, son de la misma editorial. Todos los textos son de editoriales de gran
prestigio y tradicién, son posteriores al actual decreto en vigor en Espafia (MEC, 2007),
se usan actualmente y se presentan en el Anexo.

En ellos se analizaron las definiciones de los conceptos asociados a la distribucién de
datos bidimensionales, asi{ como el tipo de representacién que se utiliza para presentar
esta distribucién. En el andlisis hemos considerando las siguientes variables:

V1: Concepto definido. En primer lugar se han clasificado todos los conceptos relacio-
nados con la distribucién de datos bidimensionales que aparecen en los textos, asignando
a cada uno una categorfa que se usard en las tablas de resultados del andlisis. Siguiendo
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a Vergnaud (1990) consideramos correctas las definiciones cuando describen con de-
talle sus caracteristicas esenciales, incluyendo también sus representaciones simbdlicas,
pues estos son elementos fundamentales. El enunciado de sus propiedades caracteristicas,
como parte de la definicién del concepto, es también considerado por Godino (2002)
y por Joyce y Weil (1996), que afiaden también la representacién verbal o simbélica del
concepto. Sobre cada una de estas categorias de la variable primaria se analizan tres varia-
bles adicionales en las definiciones:

V2: Forma de presentacion del concepto, que puede ser mediante ejemplos (E), usual-
mente utilizando implicitamente una definicién operacional, mediante una definicién
explicita formal, que de acuerdo a Sfard (1991) puede ser operacional (O) o bien estruc-
tural (S), o bien mezclando varios de estos tipos de definiciones. Se ha tenido también en
cuenta si los ejemplos se proponen antes de la definicién, como es sugerido por Skemp
(1993).

V3: Lugar en que se presenta la definicidn en el libro de texto, que puede ser al inicio
del tema (I), al final del mismo, después de haberlo utilizado en ejemplos o problemas
(F), o bien se define varias veces a lo largo del tema (VM). Esta variable se considera un
indicador de la orientacién del libro, bien al enfoque teorfa-practica, dando mds predo-
minio a la primera, o al contrario (Lavalle ez 4., 2006).

V4: Uso en el tema, esto es, si el uso del concepto es continuado en el tema (S), si se
usa poco (P), o se define pero no se usa (N). Para nosotros este punto indica la importan-
cia dada el concepto en el texto.

Ademds se han considerado dos variables adicionales, relacionadas con la representa-
cién de la distribucién bidimensional, puesto que Vergnaud (1990) incluye dichas repre-
sentaciones como elementos constituyentes de los conceptos. Ademds, una caracteristica
de las matemdticas es la diversidad de representaciones relativas a un concepto; dichas re-
presentaciones contribuyen a su comprension por parte de los estudiantes (Duval, 1993).
Aunque en nuestro andlisis también se han encontrado diferentes representaciones verba-
les y simbdlicas, en este trabajo no se hace un estudio detallado, debido a la limitacién de
espacio. No obstante haremos referencia al uso inadecuado de representaciones simbdli-
cas en algunos conceptos.

V5: Representaciones tabulares utilizadas. De acuerdo a Ortiz (1999), las tablas esta-
disticas ofrecen una estructuracién particular de la informacién aportada por el conjunto
de datos, presentando no sélo nimeros (valores de la variable, frecuencias o porcentajes)
sino relaciones entre diferentes objetos matemdticos. Nosotros analizamos estas repre-
sentaciones tabulares, que junto con las gréficas sirven para resumir los datos bidimen-
sionales y como ayuda en su interpretacidn. Dentro de las representaciones tabulares he-
mos encontrado en los textos listados simples de datos bidimensionales, listados de datos
acompanados por frecuencias (tablas simples) y tablas de doble entrada.

V6: Representaciones grificas. Ademds del diagrama de dispersién, que es la repre-
sentacién mds utilizada para representar datos bidimensionales, se han hallado en los
textos analizados graficos de burbujas, histogramas, diagramas de barras y pictogramas
tridimensionales.
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Resultados y discusién

Conceptos considerados (V1)

En primer lugar clasificamos los conceptos identificados en nuestro andlisis; algunos de
las cudles se han subdividido en categorias secundarias.

Cl. Variable estadistica y distribucion bidimensional. Cuando realizamos un estudio
estadistico, en cada elemento que constituye la muestra se toman datos de una o varias
variables. Cada una de estas variables es una caracteristica que se pretende investigar, y
estd determinada por los valores que ha tomado en los distintos individuos. Si para cada
individuo se consideran dos variables, tendremos una variable estadistica bidimensional;
el conjunto de todos sus valores y frecuencias forma la distribucién bidimensional. En
esta categoria hemos analizado las definiciones de variable estadistica bidimensional, fre-
cuencia doble y distribucién bidimensional.

C11. Variable estadistica bidimensional. Todos los textos, salvo [H1] y [T1], definen
este concepto, y en estos dos textos se sustituye la definicién por la de distribucién bidi-
mensional. La definicién se introduce después de algunos ejemplos en 6 de los 12 textos,
como sugiere Skemp (1993), y en otros dos se introducen ejemplos después de una defi-
nicién estructural (Sfard, 1991). Finalmente otros dos textos no incluyen ejemplos. De
acuerdo a Vergnaud (1990) y Joyce y Weil (1996), consideramos correctas estas defini-
ciones cuando describen con detalle sus caracteristicas, incluyendo también la notacién
(X, Y), como el ejemplo mostrado en la Figura 1.

i -yzr y. s. Hefa ﬁ f i Si Ay Bson dos caracteres que se han de estudiar, con el cardcter A queda definida una varia-
I=1 ble unidimensional X de valores x,, X,, ..., X, y con el B, otra variable unidimensional Y de
fo fa fin Ay | valores Yo Vo oo Vo
fzz f23 fzm A, Partiendo de ellas, se define la variable bidimensional (X, Y) que toma los valores:
f, & f,
R w &,y)conl=i=nyl=jsm
fnz fn:i fnm )
Asi, a cada individuo de la poblacién se le asignard un par (x, , y)); con estos pares se obtiene una
Be B v By N serie estadistica doble, que permite la elaboraci6n de una tabla de frecuencias absolutas de doble

entrada, como la que tienes en el margen.

Figura 1 — Definicién de variables estadistica bidimensional ([H4], p. 218).

En este sentido, todas las definiciones que muestran en los textos son correctas, salvo la
que se ofrece en los textos [H6] y [T6], que limita el concepto de variable estadistica bi-
dimensional a variables cuantitativas ([T6], p. 320):

Una variable estadistica bidimensional (X, Y) es el resultado del estu-
dio de dos caracteristicas cuantitativas X e Y en los individuos de una
poblacién.

C12. Frecuencias dobles. Introducida la variable estadistica bidimensional, se definen los
diferentes tipos de frecuencia. Todos los textos, salvo [H4], [T4] y [T5], incluyen la defi-
nicién de frecuencia doble, con ejemplos, generalmente antes de introducir la definicidn
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(Skemp, 1993). En dos textos, no se realiza una definicién formal, sino simplemente se
presentan ejemplos ([H1], [T1]) y en el resto, en cinco textos se introduce describien-
do su célculo, es decir, dando una definicién operacional del concepto, mientras en dos
se presenta en forma estructural (Sfard, 1991). Un ejemplo de definicién operacional se
muestra en [H2], p. 217:

Hallamos la frecuencia absoluta de cada par de valores de la variable
(X, Y). Para ello contamos el ntimero de veces que se repite ese par de va-
lores en la distribucién y lo anotamos en la casilla correspondiente.

Algunas definiciones suelen ser parcialmente correctas ((H2] y [T2]), al no incluir la no-
tacion, aunque se describan sus propiedades (definicién estructural) o su forma de cdl-
culo (definicién operacional). [H3] y [T3] combinan estas dos definiciones (Figura 2),
siendo estos textos, junto con [H5] los tnicos que ademds de la frecuencia absoluta do-
ble, definen también la frecuencia relativa doble:

Frecuencia absoluta conjunta fij es el nimero de veces que se presenta el
par (z;, y;); Frecuencia relativa del par (z;, y;) es el valor del cociente

(fr)ij = J;if y se cumple que la suma de las frecuencias relativas de todos

los pares de observaciones es 1. ([H3], p. 218)

En cambio, en la misma editorial el texto [T5] dirigido al Bachillerato de Ciencias y Tec-
nologia omite esta definicién. Suponemos que esta omisién se debe a la necesidad de re-
ducir espacio en el tema, ya que [T5] incluye conceptos sobre la variable unidimensional
(variable unidimensional, medidas de centralizacién y dispersién) y presta menos aten-
ci6n a la distribucién de datos bidimensionales, aunque si utiliza la definicién en un ejer-
cicio de representacién grafica de una variable bidimensional mediante un histograma
([T5], p. 314), ejemplo que también se muestra en [H5].

C13. Distribucion bidimensional. Todos los textos analizados hacen un uso explicito
de esta nocién, a pesar de que 8 de los 12 no la definan, posiblemente por considerar-
se una nocién equivalente a la de variable estadistica bidimensional ([H3], [H4], [H5],
[Ho] y [T3], [T4], [T5], [T6]). Esta hipétesis fue sugerida por Sinchez Cobo (1999), en
cuyo andlisis s6lo tres de los once textos estudiados definen este concepto y ademds algu-
no no diferencia la variable y distribucién bidimensional. Puesto que no son conceptos
totalmente equivalentes, pensamos que serfa ttil diferenciatlos, ya que dar la variable solo
implica conocer su rango de variacién y el significado de cada variable individual, mien-
tras la distribucién requiere también conocer la frecuencia de cada par de valores.

Resaltamos el texto [T2], que no sélo la omite, sino que elimina de la tabla de doble
entrada los totales de fila y columna, que si se incluyen en [H2], y sirven de base para la
definicién de este concepto.

Esta definicién en los textos en que se incluye es parcialmente correcta porque no se
establecen relaciones apropiadas con el concepto de variable estadistica unidimensional,
pues sdlo se considera el caso en que las variables unidimensionales que la forman tengan
igual ndmero de categorias. Es decir, no se considera el caso de un conjunto de m x n
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modalidades (m en la variable X y n en la variable Y), siendo m y n diferentes. Posible-
mente se deba a que, al tratar de facilitar la ensenanza, hay poco uso de las tablas de doble
entrada; para facilitar los cdlculos posteriores de la covarianza, coeficiente de correlacion
lineal y pardmetros asociados a la recta de regresién, los datos se presentan simplemente
mediante un listado.

En los textos [T1] y [H1 las definiciones van acompafiadas de ejemplos, aprovechan-
do para introducir una tabla o un diagrama de dispersién, como en [T1] (ver Figura 2),
que combina tres representaciones diferentes del concepto, a la vez que define la distri-
bucién bidimensional. Posteriormente se ofrece una definicién estructural (Sfard, 1991)
como conjunto de valores de dos variables estadisticas unidimensionales. La misma defi-
nicién y ejemplos se repiten en el texto de esta editorial [H1], dirigido a alumnos de Hu-
manidades y Ciencias Sociales.

i B Estas son las notas de 12 estudiantes en Matemiticas y en Fisica:

10
EE ¢ a b ¢ d e f g h i j k I
M 9 B [wmwkneas ] 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8 10 1

Bl ] FisicA T 3 2 4 dnd 6 B 8 P 0 dp
HtT : i o Es una distribucién bidimensional, porque a cada individuo le
3 10 IEMATICAS corresponden los valores de dos variables. Si tomamos esos dos valo-

res como las coordenadas de un punto, la distribucién puede ser re-
presentada mediante 12 puntos: nube de puntos.

Se aprecia una relacién entre las dos variables: a mejor nota en Mate-
mdticas, mejor nota en Fisica, y a peor nota en Matemdticas, peor
nota en Fisica, pero solo a grandes rasgos, grosso modo. Se dice que
existe correlacién entre esas dos variables.

Figura 2 — Definicién de distribucién bidimensional ([T1], p. 332).

C2. Distribucidn marginal y condicional. De la distribucién bidimensional pueden dedu-
cirse diferentes distribuciones unidimensionales: la distribucién marginal para cada una
de las variables X e Y, y ademds, fijado un valor de una de las variables (por ejemplo para
X = x;) se puede deducir la distribucién condicional de la otra variable dado este valor.
En esta categorfa hemos analizado la definicién de la frecuencia y distribucién marginal,
y de la frecuencia y distribucién condicional.

C21. Frecuencia marginal. La frecuencia marginal absoluta o relativa de un valor
X = x; se obtiene sumando la frecuencia absoluta o relativa doble de todos los pares
de valores en la distribucién bidimensional que tengan este valor de X. Sdnchez Cobo
(1999) encuentra este concepto tan s6lo en cuatro de los once textos que analizé. En
nuestro caso en algo mds de la mitad de los textos, aunque en uno de ellos ([H2]) tan
s6lo mediante ejemplos. En otros dos se incluyen ejemplos, en uno ([H5]) después de la
definicién y en el de la misma editorial dirigido al Bachillerato en Ciencias y Tecnologfa
([T5]) antes de ella. Excepto en este texto, el resto que la define utiliza una definicién
operacional, complementada con la estructural en cuatro textos.

Las definiciones son parcialmente correctas de acuerdo a Vergnaud (1990) y Joyce
y Weil (1996), porque no ofrecen la notacidn asociada a esta nocién, aunque los textos
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[H3], [H5], [H6], [T3] y [T6] se aproximan a ella, bien con el uso de sumatorios ([H5])
o de letras ([H3], [T3]). En este tltimo la notacién de la frecuencia marginal (Ai) es con-
fusa pues no es la habitual, ni se explica el significado del subindice:

Frecuencia absoluta marginal de la variable X, A; = Z;’Zl fij que repre-
senta el nimero de elementos en los que X toma el valor z;.

Frecuencia absoluta marginal de la variable Y}, B; = ¥' | fi; que represen-
ta el nimero de elementos en los que Y toma el valor y; ([H3], p. 218).

El caso mds llamativo son los textos [H6] y [T6], que incluyen la notacién adecuada: f.,,
Y fne en la representacion tabular de la variable, y al definir el concepto la cambian por
esta otra: f; donde ademds, no se emplea terminologia verbal “frecuencia absoluta margi-
nal’, sino unicamente lenguaje simbdlico.

C22. Distribucion marginal. El conjunto de todos los valores de una de las variables,
junto con la frecuencia marginal de los mismos, constituye la distribucién marginal.
Sédnchez Cobo (1999) no la incluye entre los conceptos que analiza, aunque indica que
la distribucién marginal se asocia a la distribucién bidimensional, para mostrar cémo
deducir de ella algunas variables estadisticas unidimensionales. Ademds, Sdnchez Cobo
equipara esta nocién de frecuencia marginal a la distribucién bidimensional, lo que no
es totalmente correcto, pues una distribucién corresponde a un conjunto de valores de
la variable, junto con sus frecuencias, mientras una frecuencia puede corresponder a un
valor aislado.

Esta definicidn se presenta en 9 de los 12 textos, aunque en 5 de ellos, s6lo mediante
ejemplos. En el resto, siempre en forma operacional; incluso en dos textos ([H6], [T6])
s6lo se da la definicién operacional, sin mostrar ejemplos de la misma.

Por ejemplo, en [H1] y [T1] se usa esta nocién sin una definicién formal, como eti-
quetado en una tabla de frecuencias. Por su parte, el texto [H2] la define al margen y
como complemento a la definicién de frecuencia marginal, del siguiente modo ([H2],
p. 217):

Cuando se estudian por separado las variables unidimensionales X e Y
que forman la variable bidimensional (X, Y), se habla de distribuciones
marginales.

Las definiciones que se presentan en los textos analizados suelen ser parcialmente co-
rrectas, ya que no se ofrece la notacién asociada, siendo tan sélo correcta en [H3] y [T3]
(ver Figura 3).

C23. Frecuencia condicional. La frecuencia absoluta de un valor X = x; condicionado
a que la variable Y tome un determinado valor, como por ejemplo Y = y;, coincide con
la frecuencia absoluta doble del par de valores (z;, y;). La frecuencia condicional relativa
serfa igual al cociente entre la frecuencia absoluta doble y la marginal del valor que sirve
de condicién. Es importante que el estudiante comprenda que la condicién aporta nue-
va informacién y, por ello, la frecuencia relativa condicional es, en general, diferente de
la frecuencia relativa doble condicional. Esta comprensién serd de gran ayuda para dar
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sentido a la regresién, como modelo de ajuste a los datos, cuyo objeto es predecir una va-
riable a partir de la otra.

Sénchez Cobo (1999) sélo encuentra la frecuencia condicional en uno de los once
textos que analiza. En nuestro caso, la definicién sélo se incluye en [H3] y [T3], de modo
operacional y seguida con ejemplos. Estos textos también presentan la definicidon opera-
cional de las frecuencias relativas condicionales, apoydndose en la representacion tabular
de la distribucién bidimensional (ver Figura 3) y también con ayuda de ejemplos. Este
concepto se orienta principalmente a la definicién de distribucién condicional, que des-
cribimos a continuacién. Al igual que en conceptos anteriores, la definicién es parcial-
mente correcta, pues no se incluye la notacién simbdlica asociada.

C24. Distribucion condicional. Seria el conjunto de valores de una de las variables jun-
to con las frecuencias condicionadas respecto a un valor de la otra. De una distribucién
bidimensional se pueden deducir diferentes distribuciones condicionales.

2. Distribuciones marginales y condicionadas

Si en una tabla de frecuencias absolutas de doble entrada, como la descrita anteriormente, consi-
deramos la primera y la ltima columnas, obtenemos la tabla estadistica que se corresponde con
la distribucién de la variable unidimensional X. Esta distribucién recibe el nombre de distribucion
marginal de la variable X. Si consideramos ahora la primera columna y una columna intermedia
(correspondiente a yi), obtendremos una nueva distribucién llamada distribucion condicionada
de la variable X por la modalidad Y, de la variable Y.

Anilogamente, considerando la primera y la Gltima fila de la misma tabla de frecuencias absolu-
tas de doble entrada, se obtiene la distribucion marginal de la variable Y. Si consideramos la pri-
mera fila y una fila intermedia (correspondiente a x,), obtendremos la distribucion condicionada
de la variable Y por la modalidad x,de la variable X. Las tablas de estas distribuciones son simila-
res a las expuestas anteriormente.

Figura 3 — Definicién de distribucién marginal y condicionada ([H3], p. 220).

Tan sélo los textos [H3] y [T3] presentan una definicidn de esta nocién (ver Figura 3), que
de algtin modo engloba la definicién de la frecuencia condicional, aunque, como hemos
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indicado, serfa importante diferenciar estos conceptos. Su definicién es de tipo operacio-
nal, seguida de ejemplos y se apoya en la representacion tabular, y aunque tiene algunas
imprecisiones, es correcta. No se aclara que el hecho de tomar la primera columna (fila),
ademds de aquella por la que se condiciona, es porque contiene las categorias de la variable
que se condiciona, pues esta primera fila no se requiere. No obstante, después de la defini-
cidn, el texto propone un ejemplo para clarificar la notacién y funcionalidad.

Una vez descritas con detalle todas las categorias de la primera variable (concepto de-
finido) pasamos a presentar y discutir los resultados respecto a las tres variables que se
cruzan con la anterior.

Forma de introduccién (V2)

En la Tabla 1 presentamos la forma en que se define cada uno de los conceptos descri-
tos anteriormente en los textos analizados. El que mds aparece definido es el de varia-
ble estadistica bidimensional, seguida por la frecuencia doble y la distribucién margi-
nal. Por otro lado, apenas se define la distribucién o frecuencia condicional (sélo [H3]
y [T3]), a pesar de su importancia para el desarrollo de nociones como la regresién, ya
que, para poder comprender bien el significado de la recta de regresion, es importante
entender que la funcién de regresién es el lugar geométrico de la media de las distribu-
ciones condicionales.

Tabla 1 — Forma de definir el concepto
Conceptos H1 H2 H3 H4 H5 H6 T1 T2 T3 T4 T5 T6
C1.Variable estadistica y distribucion bidimensional
C11. Variable

estadistica ES ESO SO SE ESO ES ESO SO SE ESO
bidimensional

Cl12. Frecuencia — p - gp OE EO E OE SE EO
doble

C13. Distribucién

bidimensional OES S OES S

C2. Distribucion marginal y condicional

C21. Frecuencia

. E OS OSE O (0N ES O
marginal
C22.'Distribucion E EO OE E o E OF E o
marginal
C23..F.recuencia OF OF
condicional
C24.'D.istribucion OF OF
condicional

Nota: E=mediante ejemplos; O=definicién operacional; S=definicion estructural.
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No se observan grandes diferencias en los textos de la misma editorial dirigidos a las
dos modalidades de Bachillerato, pero si entre editoriales en cuanto al nimero de con-
ceptos considerados. En el Bachillerato en Ciencias y Tecnologia encontramos un interés
algo menor por las definiciones de los tipos de frecuencias, ya que en [T2] se omite la de-
finicién de frecuencia y distribucién marginal, y en [T5] la de frecuencia doble, mientras
que las mismas editoriales si definen estos conceptos en la modalidad de Humanidades y
Ciencias Sociales ([H2] y [H5]).

En cuanto a los textos de modalidades distintas de Bachillerato, también se observan
diferencias, encontrando desde textos muy completos como [H3] y [T3], que incluyen
casi todos los conceptos estudiados, hasta los que sélo se incluyen definiciones de dos
conceptos como [H4] y [T4]. Ademds, se observa inconsistencia en cuanto al tratamien-
to de algunos conceptos pues, a veces, se define la frecuencia de un cierto tipo (doble,
marginal y condicional), pero no la correspondiente distribucién, o viceversa.

Los conceptos se suelen definir acompanados de ejemplos, en incluso en muchos ca-
sos s6lo se presentan ejemplos del concepto, sin proponer una definicién. Es decir, se rea-
liza una definicién implicita (en el sentido de Ortiz, 1999) por lo que es posible que el
estudiante que sigue exclusivamente el texto, no llegue a formalizarlo convenientemente.
Los textos [H1], [T1], [T2] y [H2] suelen presentan los ejemplos antes de la definicién,
como recomienda Skemp (1993). Por el contrario [H3], [H5], [T3] y [T5] comienzan
por una definicidn operacional o estructural (Sfard, 1991) a la que siguen ejemplos. El
resto de los textos no sigue un patrén a este respecto. Lo ideal serfa la presentacién que
comienza por ejemplos, seguida de la definicién formal, pero son pocos los textos que si-
guen este procedimiento en todos estos conceptos; seria también admisible la presentaci-
6n formal seguida por ejemplos, que aparece en otros textos.

Observamos un predominio de la presentacion operacional de los conceptos relacio-
nados con la distribucién marginal y condicional, que es pocas veces seguida por la defi-
nicién estructural, con la que el estudiante podria adquirir un significado mds completo
del concepro. Por el contrario, en la presentacién de conceptos relacionados con la varia-
ble estadistica y distribucién bidimensional, o bien se presentan los dos tipos de definici-
6n formal o se da predominio a la definicién estructural.

Lugar de introduccién (V3)

En cuanto al lugar del texto donde se introducen las definiciones de los conceptos anali-
zados, suele ser la primera vez que se utiliza el concepto dentro del texto (Tabla 2). Ello
indica una orientacién teoria-practica en estos textos para el tema, pues indica la con-
cepcién del autor de que primero hay que introducir tericamente un concepto, antes de
proponer ¢jemplos o problemas que permitan aplicarlo.

Esta es una tendencia general en los textos analizados y para todos los conceptos que
hemos estudiado. Unicamente en [H1] y [T1] se define la distribucién bidimensional
en varios momentos del desarrollo del tema, y en otros casos como [H2], [H6], [T5] y
[T6] se define la frecuencia (doble o marginal) o la distribucién marginal después de ha-
berlas utilizado, al final del tema. En estos casos, primero se ha propuesto ejercicios o
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ejemplos en que se utiliza el contexto y se define como sintesis de lo aprendido al finali-
zar el tema.

Cabe mencionar una editorial donde la definicién de frecuencia marginal en las dos
modalidades de Bachillerato es diferente: en [H5] se lleva a cabo al inicio del tema, mien-
tras que en [T5] la frecuencia marginal se define tras haber sido usada en un ejemplo; en
este Ultimo caso, la definicién se realiza simplemente con una nota al margen.

Tabla 2 — Lugar de introduccién
Conceptos H1 H2 H3 H4 H5 H6 T1 T2 T3 T4 T5 T6
C1.Variable estadistica y distribucion bidimensional
C11. Variable

estadistica I I I I I I I I I I
bidimensional

C12. Frecuencia

Joble I I I I F I I I F
CIS DlSFrlbUCIOn VM1 VM I

bidimensional

C2.Distribucion marginal y condicional

C21. Frecuencia

. F I I I I F I
marginal
C22..Dlstr1buc1on I P I I I I I I I
marginal
C23. Frecuencia
.. I I
condicional
C24. Distribucién
.. I I
condicional

Nota: I — inicio del tema; F — final del tema; VM — varias veces a lo largo del tema.

Uso de las definiciones (V4)

Se ha analizado igualmente la intensidad de uso de cada concepto a lo largo del tema,
como un indicador de la importancia que los autores dan al mismo. En la Tabla 3 se
muestra el uso de las definiciones a lo largo del tema, observando que se suelen utilizar
en forma continua todos los conceptos definidos en la mayoria de los libros, no encon-
trando diferencias en los textos de la misma editorial dirigidos a las dos modalidades de
Bachillerato.

Lo que si encontramos es diferencias entre los diferentes textos de distintas editoria-
les. Por ejemplo, en los textos [H1] y [T1], los pocos conceptos que define se usan poco
o nada, mientras [H3], [H5], [T3] y [T5] hacen mucho mayor uso.

Igualmente hay diferencias en el uso de un mismo concepto en diferentes editoriales.
Asi la variable estadistica bidimensional que, a pesar de que tenga un uso destacado en los
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libros, se utiliza poco en [H3] y [T3], y en su lugar se usa la nocién de frecuencia doble
sobre todo en los enunciados de tareas.

Tabla 3 — Uso en el tema
Conceptos H1 H2 H3 H4 H5 H6 T1 T2 T3 T4 T5 T6
C1.Variable estadistica y distribucion bidimensional
C11. Variable

estadistica S P S S S S P S S S
bidimensional

C12. Frecuencia

doble P S S S S P S S S
C13 DisFribucién P S P S

bidimensional

C2.Distribucidon marginal y condicional

C21. Frecuencia

. N S S P S S P
marginal
C22..Dlstr1buc1on N N S S S N S S S
marginal
C23. Frecuencia
.. S S
condicional
C24. Distribucién
.. S S
condicional

Nota: S — uso continuado; P — poco uso; N — no se usa.

De los pocos textos que definen la distribucién bidimensional ([H1], [T1] y [H2],
[T2]), la mitad apenas lo usan poco y la otra mitad hacen un uso constante. En general,
las nociones de frecuencia y distribucién marginal se definen menos que las de frecuencia
o distribucién doble, aunque, cuando se hace, se suele usar bastante. Igualmente la fre-
cuencia y distribucién condicional se emplea en los tnicos textos que la definen ([H3] y
[T3]). Al respecto, mencionar que, aunque en [T5] no se define la nocién de frecuencia
doble, éste texto si la utiliza.

Finalizado el andlisis de las definiciones, pasamos a estudiar las representaciones ta-
bulares y gréficas de la distribucién bidimensional pues las representaciones son conside-
radas por Vergnaud (1990) como elementos constituyentes de los conceptos, y por ser la
variedad de representaciones una caracteristica de las matemdticas (Duval, 1993).

Representacién tabular de datos bidimensionales (V5)

Como se ha indicado, Ortiz (1999) sugirié que las tablas estadisticas ofrecen una estruc-
turacién particular de la informacién aportada por el conjunto de datos, presentando no
s6lo valores numéricos, sino relaciones entre diferentes objetos matemdticos. En nuestro
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tema, ponen en relacién los valores de la variable con diferentes tipos de frecuencia. To-
dos los libros analizados reconocen su importancia en la organizacién de datos, aunque
su tratamiento varia de un texto a otro. Hemos encontrado tres tipos diferenciados que
se describen a continuacién:

Listado de datos. La representacién tabular mds utilizada es el listado en que cada fila
(o columna) de la tabla representa un par ordenado de los dos valores correspondien-
tes a las variables observadas en cada individuo de la muestra (ver Figura 2). Este listado
es denominado en algunos textos tbla bidimensional simple ((H6] y [T6]). Es comun,
avanzado el tema, que se vayan afiadiendo columnas segtin la necesidad de los cédlculos,
por ¢jemplo, columnas con los cuadrados del valor de la variable para el cdlculo de la
covarianza.

Tabla bidimensional simple con frecuencias. Es una extension del listado de datos, don-
de se anade la frecuencia correspondiente a cada par de valores (z;, y;) representado en
la tabla. La Figura 4 muestra una tarea que utiliza esta representacion:

B La siguiente tabla representa los pesos y alturas de
20 alumnos de 1.7 de Bachillerato:

N.” alumnos 4 3 b 1 4 2
Peso (kg) 7 76 IE} 78 8 8
Altura (m) 165 168 LM LT 76 180

a) ;Como estan correlacionados los datos?

b} ;Cudl serd la altura estimada para un alumno de este
colectivo que pese 75 kg?

Figura 4 — Datos bidimensionales en una tarea mediante representacién tabular ([T4], p. 320).

1abla de doble entrada. Es la representacién tabular mds habitual para organizar los datos
de un estudio bidimensional, principalmente cuando se dispone de una muestra de gran
tamafio. Se compone de tantas filas y columnas como modalidades presenten las variables
que conforman la distribucién bidimensional; y en cada una de las intersecciones que se
realicen entre fila (por ejemplo Y = y;) y columna (por ejemplo, X = ;) se encuentra la
frecuencia de aparicién de dicha modalidad (;, y;). Sdnchez Cobo indica que estas ta-
blas se presentan asociadas a la definicién de la variable estadistica bidimensional.

El tratamiento de cada una de estas representaciones difiere segtin la modalidad de
Bachillerato en que nos encontremos, asi como los textos analizados en cada una de ellas.
En la Tabla 4 presentamos un resumen de la presencia que estas representaciones adquie-
ren en el desarrollo del tema. Se ha diferenciado tres tipos de presentacion, las dos prime-
ras de las cuales a veces se combinan:

a) Si se explica tedricamente el propésito y contenido de la tabla, tipos de datos y sus

representaciones;

b) Si la tabla se usa en la prictica, bien para presentar ejemplos o en ejercicios o
problemas;

¢) Hay una presencia anecddética, se presentando una o dos tablas de este tipo sin una
explicacién de su construccién o su utilizacion.
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En la Tabla 4 se resume los tipos de tablas encontrados y su presentacién. Todos los tex-
tos presentan los listados de datos y tablas de doble entrada, y algunos de ellos afiaden la
tabla bidimensional simple con frecuencias.

Tabla 4 — Representacién tabular en los textos

Presencia en el

H1 H2 H3 H4 H5 H6 T1 T2 T3 T4 T5 T6

tema
Listado de Desarrollo teérico
, . X X X
datos y préctico
Uso
eminentemente X X X X X X X X
practico
Tabla Desarrollo tedrico
. . , . X X X
bidimensional y prictico
simple con Uso
frecuencias eminentemente X X
practico
Presencia
L. X X X X X
anecddtica
Tabla de doble Desarrollo teérico
. X X X X X X X X
entrada y practico
Presencia
, . X X b'e X
anecddtica

En general, se presenta la tabla de doble entrada al comienzo del tema como medio de
organizacién de la informacién de los datos bidimensionales, acompafiando a la defini-
cién de variable y/o distribucién bidimensional (ver Figura 1), y los diferentes tipos de
frecuencias; incluso los textos [H2], [H5] y [T2], [T5] tratan la agrupacién de datos en
intervalos para la construccién de la tabla de doble entrada. Se suele desarrollar su des-
cripcién en forma tedrica y ademds se acompana de algin ejemplo o ejercicio que per-
mita apreciar su utilidad practica. S6lo en [H1], [H4] y [T1], [T4] estas tablas tienen
una presencia anecddtica; pues solo se incluyen al final del tema dentro de algunos ejer-
cicios resueltos.

Por el contrario, el listado de datos en la mayoria de los textos ([H2], [H3], [H5],
[H6] y [T2], [T3], [T5], [T6]) se restringe a la préctica; pues en los cdlculos de diversos
tipos de coeficientes destaca su uso generalizado. También algunos textos ([H1], [H4] y
[T1], [T4]) basan el desarrollo teérico del tema en el listado de datos; como se ha visto,
estos textos hacen un uso anecddtico de la tabla de doble entrada o la tabla bidimensional
simple con frecuencias. Esta tltima solo se desarrolla tedricamente en algunos textos.

Este resultado es a nuestro parecer preocupante, por la baja idoneidad didéctica de la
ensefianza del tema, basada s6lo en los listados de datos. Ello es debido a que, de acuerdo
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a Arteaga (2011), las representaciones de datos que se limitan a un listado de los mis-
mos, no llegan a representar explicitamente la distribucién de la variable bidimensional,
y tendrian menor complejidad semiética que aquellas en que se han resumido las fre-
cuencias, hecho que ocurre en la tabla bidimensional simple con frecuencias o la tabla de
doble entrada.

En cuanto a las tareas que se presentan al estudiante se basan principalmente en lis-
tados de datos, quizd por la necesidad de agilizar los célculos, dado el tiempo de que se
dispone para impartir el tema. En algunos casos, y sobre todo para el cdlculo de la cova-
rianza o el coeficiente de correlacién lineal, se utiliza la tabla bidimensional simple con
frecuencias como conversidn en filas o columnas de la tabla de doble entrada, pero este
uso llega a ser escaso ya que, por lo general, los textos presentan un tinico ejercicio resuel-
to con el uso de esta representacién ([H2], [H5] y [T2], [T5], [T6]).

No se encuentran diferencias significativas en el tratamiento de las representaciones
tabulares entre las modalidades de Bachillerato para la misma editorial. Tan s6lo [H6]
y [T6] muestran un tratamiento diferenciado de la tabla bidimensional simple con fre-
cuencias, siendo paraddjico que la modalidad cientifico tecnoldgica posea un tratamiento
anecdético de ésta.

Representacién grifica de datos bidimensionales (V6)

La representacién gréfica fue también analizada por Ortiz (1999), aunque en su estudio
s6lo encontrd representaciones de datos univariantes, como gréficos de barras o lineas.
Este tipo de representacién alcanza un estatus privilegiado en el estudio de la distribucién
bidimensional, con una doble finalidad. En primer lugar, permite visualizar dicha distri-
bucidn, facilitando su interpretacién, y en segundo lugar constituye un recurso diddctico
para la ensefanza posterior de la correlacién y regresién. Estos temas se suelen introdu-
cir a partir de un diagrama de dispersién, en que se visualiza ficilmente la intensidad y
signo de la correlacidn y la tendencia lineal o no lineal. Se presentan a continuacién las
diferentes representaciones gréficas que hemos encontrado.

Diagrama de barras tridimensional (ver Figura 5). Es una representacion espacial de la
distribucién bidimensional, cuyos valores se sittian en un plano, utilizdndose la tercera
dimensién para representar la frecuencia de cada par de valores, con una barra de altura
proporcional a su frecuencia.

Diag de barras
Se suelen ulilizar para tar datos no agrup en intervalos, A
modo de ejemplo, obsenfa los pasos que hemos ssguudo para elaborar el
diagrama de barmas ir P a los datos de la
tabla 2:
— Rep unos ejes cartesi enal

-~ Marcamos en un gje los valores que puede tomar la variable X y en
otro eje los valores que puede tomar la variable Y.

— Sobre cada par de valores (¥, y) que puede tomar la variable bidimen-
sional (X, Y), levantamos una barra de altura proporcional a su fre-
cuencia absoluta.

Figura 5 — Diagrama de barras tridimensional ([H2], p. 219).
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Diagrama de dispersion y grdfico de burbujas. La representacion grafica mds utilizada de la
distribucién bidimensional es el diagrama de dispersién o nube de puntos, donde cada
par de valores se presenta en un sistema de coordenadas cartesianas. Cuando todos los
datos poseen frecuencia absoluta igual a la unidad cada dato se corresponde con un pun-
to en el plano. En otro caso, se puede optar por dibujar circunferencias con drea propor-
cional a la frecuencia de cada par de valores (gréfico de burbujas) (ver Figura 6). Como se
ha indicado, las dos representaciones son muy utiles para interpretar la relacién entre las
variables de estudio, ya que permite visualizar su intensidad (a través de la mayor o me-
nor dispersién de la nube de puntos), su sentido (si la relacién es directa o inversa) y el
tipo (lineal 0 no), observando su tendencia (Sdnchez Cobo, 1999). Ademds, el diagrama
de burbujas es muy ttil para visualizar en el plano, simultdneamente, hasta tres variables
(el didmetro) o incluso cuatro, si mediante el color pudiera representarse una cuarta va-

riable cualitativa.

Diagrama de dispersién o nube de puntos

Los datos de una distribucién bidi ional pueden rep en unos ejes cartesianos en el plano.
En el caso de da- vy I ! Enel caso de datos |, }
tos no agrupados, agrupados, se re- I

suelen dibujarse
punios de érea
proporcional a la * ¥
frecuencia absolu- 5

por un par de inter- 4
valos de clase, uno |

L *
ta de cada par de i I de X y otro de Y,
valores que puede tantos puntos como
tomar la variable 11 e+ @ T indique la frecuen-

bidimensional (X, intd |

; H cia at de di-
123 408 ey cho par de interva- 304
La figura refleja el diagrama de dispersion o nube de La figura tra el diag de di idn o nube
puntos correspondiente a los datos de la tabla 2. de puntos correspondiente a los datos de la tabla 3.

Figura 6 — Diagrama de burbujas y diagrama de dispersién ([T2], p. 270).

Histograma tridimensional. Este tipo de representacion se utiliza principalmente cuando
las variables que conforman la variable estadistica bidimensional son continuas. Permite
visualizar en el espacio la distribucién bidimensional, situando en el plano XY cada pa-
reja de intervalos de clase, y levantando sobre el rectdngulo resultante del cruce de estos
intervalos un prisma de volumen proporcional a su frecuencia absoluta (ver Figura 7).

Histogramas tridimensionales

Se suelen utilizar para representar datos agrupados en intervalos. A modo
de ejemplo. observa los pasos que hemos seguido para elaborar el histo-
grama tridi ional pondiente a los dates de la tabla 3:

- unos ejes ianos en el espaci

— Marcamos en un eje los segmentos representativos de los intervalos
de clase en que hemos agrupade los valores que toma la variable X.
Andlogamente, efectuamos el mismo proceso en el ofro eje para la
variable Y.

~ Sobre cada uno de los rectangulos determinados por un par de infer-
valos de clase, uno de Xy otro de Y] y levantamos un prisma de volu-
men proporcional a la frecuencia absoluta de dicho par,

Figura 7 — Histograma tridimensional ([H2], p. 220).
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Pictograma tridimensional. Este grafico permite visualizar la distribucién de la variable es-
tadistica bidimensional en el espacio, a la vez que informa de su significado mediante la
figura con la cual se representa (ver Figura 8). Es una variante del diagrama de barras e
histograma tridimensional, ya que cada barra o prisma se sustituye por una figura cuyo
tamafio es proporcional a la frecuencia de los datos que representan.

Pictogramas
Estos gréficos se construyen a partir de los diagramas de barras sustitu-
yendo éstas por dibujos rep ivos de las vari

El tamafio de los dibujos ha de ser proporcional a las cantidades repre-
sentadas para no provocar una distorsidn de la realidad.

La figura representa los datos de la dlstrlbumén bidimensional (X, Y} que
rasulta de lizar en un j de das de alquiler las variables
X = coste del alquiler (cts./m?} e ¥ = niimero de metros cuadrados de la
vivienda.

Figura 8 — Pictograma tridimensional ([H2], p. 219).

En la Tabla 5 se presenta un resumen de la presencia de las representaciones gréficas en
los textos analizados. Se ha diferenciado si se presenta un desarrollo tedrico del grafico,
explicando su funcién y modo de construccién; o s6lo hay un desarrollo prictico, donde
se presentan gréficos o se pide construirlos sin explicacién tedrica. Para el diagrama de
dispersién sefialamos los casos en que los puntos tienen frecuencias mayores que uno, en
los que el gréfico apropiado seria el gréfico de burbujas.

Tabla 5 — Presencia de representaciones gréficas en los textos analizados

Presencia en el

H1 H2 H3 H4 H5 H6 T1 T2 T3 T4 T5 T6

tema
Diagrama Desarrollo tedrico
. X X X X X X X X X X X X
dispersién y prictico
Utiliza frecuencias
X X X X X X X X
mayores que uno
Grifico de Desarrollo prictico X X X X
barras Presencia
L X X X X
anecdoética
Grifico de Desarrollo prictico
. X X
burbujas
Presencia
L. X X X X
anecdética
Histograma = Desarrollo prictico X X
Presencia
, . X X b X
anecdética
Pictograma  Presencia
X

anecdética
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Como resultado del andlisis, se concluye que los textos sélo describen tedricamente el
diagrama de dispersién. Aunque los alumnos han estudiado anteriormente el histogra-
ma, grifico de barras y pictograma, siempre ha sido para datos univariantes, por lo cual
algunos pudieran no generalizar ficilmente a los bivariantes. El grifico de burbujas, por
otro lado, es completamente nuevo para los estudiantes, y no se describe teéricamente.

Por otro lado, no se suele distinguir el diagrama de barras del histograma ([H1], [H5]
y [T1], [T5]); ninguno de los textos que utilizan el grfico de burbuja lo identifican
como tal, siendo tratado como una extensién del diagrama de dispersion (ver Figura 8).
Ademds, [H5] y [T5] sefalan la importancia del grosor de los puntos dependiendo de
la frecuencia de los datos, pero no se indica que éste debe ser proporcional al radio con
que se representan. Estas imprecisiones debieran ser tenidas en cuenta por el profesor, ya
que es importante que el estudiante identifique correctamente los objetos matemdticos
que utiliza.

También podemos observar la destacada presencia del diagrama de dispersién en to-
dos los textos, siendo en algunos la Gnica representacién grafica utilizada ([H4], [H6] y
[T4], [T6]). Sélo la mitad de los textos presenta el gréfico de burbujas, generalmente de
modo anecdético, a pesar de que estd especialmente indicada para distribuciones en que
los datos posean frecuencia distinta a la unidad, que son las situaciones méds comunes que
encontramos en la realidad.

En la Tabla 5, el descriptor “Utiliza frecuencias mayores que uno” nos permite ver que
algunos textos como [H3], [HO6] y [T3], [T6] omiten el tratamiento del grifico de bur-
bujas, pero en su lugar representan en un diagrama de dispersién tantos puntos como
frecuencia presenten los datos alrededor de las coordenadas de éstos (representacién poco
precisa); otros no usan estas situaciones ([H4] y [T4]).

Por otro lado, los textos [H5] y [T5] plantean una tarea de representacién del diagra-
ma de dispersion sin haber explicado al estudiante c6mo representar los datos cuya fre-
cuencia es distinta a la unidad. Sélo al final del tema muestran un ejemplo del gréfico de
burbuja. Una situacién parecida la encontramos en [T6] que no explica cémo represen-
tar datos con frecuencia mayor a la unidad, algo que [H6] si hace, mientras que incluye
una tarea en que el estudiante debe representar en un diagrama de dispersién una distri-
bucién bidimensional donde uno dato tiene frecuencia dos.

El uso de otras representaciones es pobre, siendo su presencia pricticamente anecdd-
tica, y reducida a un ejemplo o un ejercicio practico. El grafico de barras es el que més se
utiliza seguido del histograma, siendo [H2] el dnico que incluye el pictograma a modo
de ejemplo.

Sin grandes diferencias, los textos de la modalidad de Ciencias y Tecnologfa tienen un
uso mds pobre de representaciones graficas; como dijimos, quizd porque algunos ([T4],
[T5] y [T6]) incluyen el estudio de la variable estadistica unidimensional, y tienen me-
nos espacio para el tratamiento de datos bidimensionales, algo que quizd también ocurre

en [H4].
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Conclusiones

Del anilisis de las definiciones de conceptos relacionados con la distribucién de datos
bidimensionales junto a sus representaciones tabular y grafica en la muestra de textos de
Bachillerato se pueden deducir algunas implicaciones para la mejora de los libros de texto
futuros y para su uso en el aula, por parte del profesor.

En primer lugar, nuestros resultados sugieren una escasa presencia de definiciones de
conceptos bdsicos en este tema, como son los de frecuencia y distribucién condicional,
necesarias para poder comprender més tarde el significado de la regresién.

En este sentido, recordamos que para conseguir una comprensién conceptual ade-
cuada de cualquier tdpico se deben incluir los principios del dominio dado y sus inter-
relaciones (Rittle-Johnson ez @/, 2001); en este caso, los diferentes tipos de frecuencias,
distribuciones y variables, junto a sus distintas representaciones. El resto de conceptos
no siempre se definen explicitamente, aunque se utilizan en el tema; por tanto hay una
definicién implicita (Ortiz, 1999). Serd responsabilidad del profesor evaluar el conoci-
miento de estos conceptos en sus estudiantes y proporcionarles una definicién explicita
adecuada, si fuese necesario.

Los conceptos incluidos en los textos suelen definir acompafiados de ejemplos, aun-
que no siempre presentan los ejemplos antes de la definicién, como recomienda Skemp
(1993). Seria también admisible la presentacién formal seguida por ejemplos, que apare-
ce en otros textos, aunque es preferible lo contrario.

En los casos en que hay una definicidn explicita de los conceptos, observamos un pre-
dominio de la presentacién operacional (Sfard, 1991) de los conceptos relacionados con
la distribucién marginal y condicional, que es pocas veces seguida por la definicién es-
tructural, con la que el estudiante podria adquirir un significado mds completo del con-
cepto. Por el contrario, en los conceptos relacionados con la variable estadistica y dis-
tribucién bidimensional, o bien se presentan los dos tipos de definicién formal o se da
predominio a la definicién estructural (Sfard, 1991).

Hay también un uso sesgado de las representaciones de la distribucién bidimensional,
pues los textos muestran tendencia a la representacién gréfica sin prestar atencién, en su
mayoria, al proceso de construccién de estos grificos. Ademds, hay poca variedad en los
tipos de representacién gréfica, reducida casi exclusivamente al diagrama de dispersion,
sin contemplar en algunos textos situaciones en que los datos bidimensionales posean
frecuencia mayor a uno.

También hay un uso muy limitado de la tabla de doble entrada a favor del listado sim-
ple de datos, con objeto de agilizar los cdlculos posteriores de la covarianza o el coeficien-
te de correlacién lineal. Este listado tiene una complejidad semidtica insuficiente para
visualizar la tendencia y estructura de los datos de acuerdo a Arteaga (2011). Se olvida,
ademds, la fuerte presencia de tablas de doble entrada en la prensa y otros medios de co-
municacién (Arteaga, Batanero, Canadas y Contreras, 2011), asi como las dificultades de
interpretacién de las mismas descritas por diferentes autores (ver, por ejemplo, Canadas,
Batanero, Contreras y Arteaga, 2011). Serfa importante proporcionar a los estudiantes
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una mayor experiencia en la interpretacién de estos tipos de tablas y las diferentes fre-
cuencias asociadas a la distribucién bidimensional.

Pensamos que los problemas anteriores pueden resolverse con recurso a la tecnolo-
gfa, cuyo interés para la ensefianza de la estadistica ha sido analizado por Chance, Ben-
Zvi, Garfield y Medina (2007) y Pratt, Davies y Connor (2011). Por ejemplo, en Excel
se presenta unas herramientas muy sencillas de usar que permiten representar diagra-
mas de dispersién y ajustar funciones lineales y de otros tipos a los datos, obteniendo
sus expresiones algebraicas y el coeficiente de correlacion. Todo ello simplifica los cdleu-
los, y por ello los textos deberfan utilizar no sélo listados simples de datos, sino tablas
de doble entrada y presentar colecciones de datos mds amplias en cuanto al nimero de
elementos.

La tecnologia también podria contribuir a presentar a los estudiantes una mayor va-
riedad de representaciones gréficas, incluso con cardcter dindmico, pues los estudiantes
podrian pasar de una a otra para comparar la informacién aportada por cada una de ellas
o cambiar las escalas para ver el efecto del cambio sobre la representacin.

En el caso de la hoja de cdlculo, el interés que tiene para los alumnos su aprendizaje,
la relativa simplicidad de manejo y de experimentacién de varias soluciones y la reducci-
6n o eliminacién de errores de cdlculo mediante su uso ha sido descrita por sus potencia-
lidades en el aprendizaje de la construccién de tablas y grificos estadisticos (Vasconcelos
y Fernandes, 2013).

Otro resultado del estudio es que, aunque dirigidos a alumnos con diferente prepara-
cién y motivacién, no se han observado grandes diferencias en los libros de texto de las
dos modalidades de Bachillerato. De hecho, la misma editorial suele hacer una presenta-
cién muy parecida del tema a ambos tipos de alumnos; e incluso se incluyen menos de-
finiciones en los textos de la modalidad de Bachillerato en Ciencias y Tecnologia, a pesar
que para estos alumnos las directrices curriculares oficiales (MEC, 2007) sugieren pre-
sentar el estudio de las matemdticas con mayor grado de formalidad que en el Bachille-
rato de Humanidades y Ciencias Sociales.

Para finalizar, hacemos notar que todos estos resultados han de interpretarse con pre-
caucién, pues, de acuerdo a Lowe y Pimm (1996), el impacto del libro de texto depende
no sélo del mismo libro, sino del lector, y del profesor, asi como de las interacciones que
determinan su uso en el aula.

Agradecimientos: Proyecto EDU2013-41141-P (MEC) y grupo FQM126 (Junta de
Andalucia).
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Anexo. Libros de texto utilizados en el analisis

Cédigo  Referencia

H1

H2

H3

H4

H5

H6

T1

T2

T3

T4

T5

To6

Colera, J., Oliveira, M. J., Garcia, R. y Santaella, E. (2008). Matemadticas aplicadas a
las Ciencias Sociales I. Madrid: Grupo Anaya.

Anguera, J., Biosca, A., Espinet, M. ]., Fandos, M. ]J., Gimeno, M. y Rey, J. (2008).
Matemiticas I aplicadas a las Ciencias Sociales. Barcelona: Guadiel — Grupo Edebé.

Monteagudo, M. E y Paz, J. (2008). 1° Bachillerato. Matemdticas aplicadas a las
Ciencias Sociales. Zaragoza: Edelvives (Editorial Luis Vives).

Besc6s, E. y Pena, Z. (2008). Matemdticas aplicadas a las Ciencias Sociales. Vizcaya:
Oxford University Press Espana.

Antonio, M., Gonzélez, L., Lorenzo, J., Molano, A., del Rio, J., Santos, D. y

de Vicente, M. (2009). Matemdticas aplicadas a las Ciencias Sociales I. Madrid:
Santillana.

Vizmanos, J. R., Herndndez, J., Alcaide, E, Moreno, M. y Serrano, E. (2008).
Matemdticas aplicadas a las Ciencias Sociales 1. Madrid: Ediciones SM.

Colera, J., Oliveira, M. J., Garcia, R. y Santaella, E. (2008). Matemdticas I. Madrid:
Grupo Anaya.

Biosca, A., Doménech, M., Espinet, M. J., Fandos, M. J. y Jimeno, M. (2008).
Matemdticas I. Barcelona: Guadiel — Grupo Edebé.

Monteagudo, M. E.y Paz, J. (2008). 1° Bachillerato. Matematicas. Ciencias y
Tecnologia. Zaragoza: Edelvives (Editorial Luis Vives).

Bescés, E. y Pena, Z. (2009). Matemdticas. 1 Bachillerato. Navarra: Oxford
University Press Espana.

Antonio, M., Gonzdlez, L., Lorenzo, J., Molano, A., del Rio, J., Santos, D. y de
Vicente, M. (2008). Matemiiticas I. 1 Bachillerato. Madrid: Santillana Educacién.

Vizmanos, J. R., Herndndez, J., Alcaide, F, Moreno, M. y Serrano, E. (2008).
Matemdticas 1. Madrid: Ediciones SM.
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Resumen. En este trabajo se analizan los siguientes conceptos asociados con la distribucién de datos
bidimensionales en doce libros de texto espafioles de matemdtica del bachillerato: variable estadistica y
distribucién bidimensional, frecuencia y distribucién marginal y condicional. Para cada uno de ellos se
analiza el lugar y forma de presentacién, y su uso en el tema. También se examinan las representaciones
tabulares y graficas de la distribucién bidimensional. Se concluye que la presentacién es, a veces, incom-
pleta o parcialmente incorrecta; otras veces se equiparan conceptos no equivalentes. Esta informacién
puede ayudar al profesor en su eleccién del libro de texto y para prever las dificultades que con su uso
puedan tener los estudiantes.

Palabras clave: distribucién estadistica bidimensional; libros de texto; bachillerato; definicidn;
representacion.

Abstract. In this paper we analyze the following concepts related to the two-dimensional data distribu-
tion in twelve Spanish high school mathematics textbooks: two-dimensional statistical variable and dis-
tribution; marginal and conditional frequency and distribution. For each of these concepts we analyze
its location, way of presentation; and use along the lesson. We also examine the tabular and graphical
representations of the two-dimensional distribution. We conclude that the presentation is sometimes
incomplete or partly incorrect; other times non equivalent concepts are used as synonymous. This infor-
mation can help the teacher when selecting the textbook and to predict the students’ difficulties when
using the book in this topic.
Keywords: two-dimensional data distribution; textbooks; high school; definition; representation.
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