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Introducao

A geometria é um dos temas do ensino da matemdtica que mais controvérsia tem levan-
tado. Questionam-se os contetidos, as finalidades e também as metodologias a utilizar na
sala de aula. H4, no entanto, grandes linhas de concordéncia sobre o que deve ser o ensi-
no da geometria nas escolas: reforco da intui¢io espacial, recurso a utilizagio dos compu-
tadores, com especial destaque a ambientes de geometria dinimica (AGD) e manipula-
¢do das figuras elementares valorizando a investigacio de algumas propriedades.

De acordo com o Programa de Matemitica do Ensino Bdsico (ME, 2007), em vigor
aquando da realizagio deste estudo, o ensino da geometria centra-se no desenvolvimento
do sentido espacial dos estudantes e o estudo das figuras bi e tridimensionais tem um pa-
pel importante neste tema. Logo desde o 1.° ciclo estudam-se as diversas transformagoes
geométricas, primeiro de forma intuitiva e depois com crescente formalizagio. O ensino
da geometria, no 1.° ciclo, deve privilegiar a explora¢io, manipulagio e a experimentacio
utilizando objetos do mundo real e materiais especificos, devendo os alunos ser capazes
de agir, prever, ver e explicar o que se passa no espago que percecionam, desenvolvendo,
progressivamente, a capacidade de raciocinarem com base em representagoes mentais.

Enquadramento tedrico

Este ponto pretende dar a conhecer alguma da literatura que enquadra este artigo (para
maior desenvolvimento ver Pereira, 2012), realcando o papel das representagées e dos
AGD e materiais manipuldveis na aprendizagem das figuras geométricas 2D, nomeada-
mente propriedades e classificacio dos quadrildteros.
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Representagoes

Existe uma vasta teoria sobre a representagio em geometria, em especial no que se refere
as figuras geométricas. Estas sio, por um lado, usadas para retirar ideias que conduzem ao
conceito geométrico, por outro, sio entendidas como meios para representar um concei-
to geométrico formal, tendo um papel importante no desenvolvimento do raciocinio dos
alunos. A representagio ¢ considerada como uma parte essencial da atividade matemdi-
ca e um veiculo para a apreensio de conceitos matemdticos (ver, por exemplo, Stylianou,
2010). Em geral, pode considerar-se que o termo representagio se refere simultaneamen-
te ao processo e ao produto (NCTM, 2007), j4 que, se for entendida como um processo,
corresponde a0 ato de captar um conceito matemdtico numa determinada forma, se for
vista como um produto, trata-se da forma propriamente dita.

As representagbes podem ser externas, como entidades observéveis que sdo utilizadas
para ilustrar ideias ou conceitos, ou internas, que ocorrem na mente dos alunos e que
simbolizam ideias matemdticas (Goldin, 2008). Mas, “sé6 podemos fazer inferéncias so-
bre as representacoes internas dos alunos através da producio de representagoes externas”
(Goldin & Shteingold, 2001, p. 6). E através das conexoes entre representagoes internas e
externas que a sua utilizacdo em matemdtica assume um contributo significativo no pro-
cesso de ensino e aprendizagem.

Duval (1998) refere que a aprendizagem da geometria envolve trés tipos de processos
cognitivos: visualizacdo, constru¢io e raciocinio. Este autor argumenta ainda que “esses
trés tipos de processo cognitivo estdo intimamente ligados e a sua sinergia é cognitiva-
mente necessdria para a proficiéncia em geometria® (p. 38). Enquanto os alunos dese-
nham, tragam, medem e constroem, desenvolvem a sua capacidade de visualizacio e es-
tdo a aprender a raciocinar.

Embora o processo de visualizagdo seja, geralmente, considerado ttil para apoiar a in-
tui¢io e a formagao de conceitos na aprendizagem da matemdtica, Dreyfus (1991) refere
que uma ﬁgura pode ser, as vezes, enganosa pois os alunos sao muitas vezes influenciados
por figuras paradigmdticas (também designadas por modelos mentais ou desenhos proto-
tipicos) podendo a simples visualizagio baseada nessas imagens paradigmadticas interferir
com o processo de dedugio. Esta é uma das dificuldades reconhecidas jd que os alunos
se fixam, por vezes, em aspetos concretos de uma figura particular, esquecendo que esta
pretende representar uma situagio mais geral, uma classe. Segundo Clements e Battista
(1992), “Os alunos costumam atribuir caracteristicas de um desenho ao objeto geomé-
trico que representam’ (p. 448) ou, frequentemente, conferem atributos e caracteristicas
irrelevantes dos diagramas aos conceitos geométricos.

Na mesma linha, Fischbein (1994) defende que certos assuntos podem ligar uma re-
presentagio particular a um dado conceito o que provoca um forte impacto nas decisoes
cognitivas dos alunos. Este autor propds uma teoria em que o objeto geométrico ¢ trata-
do como tendo duas componentes, uma conceptual e outra figural. A componente con-
ceptual, através da linguagem escrita ou falada, expressa propriedades que caracterizam
uma certa classe de objetos. A componente figural corresponde a imagem mental que
associamos ao conceito e, no caso da geometria, essa imagem pode ser manipulada por
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transformag6es geométricas mantendo invariantes certas relacoes. A harmonia entre estas
duas componentes determina a nogio correta sobre o objeto geométrico. Na formacio da
imagem mental, o desenho associado ao objeto geométrico desempenha um papel fun-
damental. Duval (1998) ¢ Matos (1992) vdo ao encontro desta teoria, mostrando que a
apreensdo percetiva pode constituir-se como um obstdculo a uma interpretagio geomé-
trica, sobretudo os desenhos protdtipos e as interpretagoes a eles associados. O tratamen-
to de objetos geométricos baseado em desenhos particulares, os ditos desenhos prototi-
picos, faz com que os alunos nio reconhecam desenhos desses mesmos objetos quando
diferem desses modelos prototipicos. E mais, para os alunos, a posi¢io relativa do dese-
nho ¢ o seu tragado particular passam a fazer parte das caracteristicas do objeto, quer no
aspeto conceptual quer no figural, estabelecendo desequilibrios na formacio do conceito.

Neste estudo, sdo entendidas como representagoes as imagens construidas pelo aluno
para representar conceitos geométricos e as apresentadas pelo professor e pelo aluno para
identificar propriedades que conduzam ao conceito geométrico.

AGD e Materiais manipuldveis

No sentido de minorar os possiveis desequilibrios na formacio dos conceitos, provoca-
dos pelo tratamento de objetos geométricos com base em desenhos particulares e evitar a
influéncia das imagens paradigmadticas, pode utilizar-se a geometria dindmica. Uma figu-
ra em geometria dindmica é, também, uma representagio visual. Vdrios autores, entre os
quais Laborde e Laborde (1992), defendem o recurso a AGD, por terem a vantagem de
permitir a manipula¢do do desenho no ecra do computador. Num AGD, o aluno pode
arrastar um objeto geométrico como um vértice dum quadrado e alterar a figura dina-
micamente, preservando as condi¢des dadas e os invariantes geométricos, que sio conse-
quéncia dessas condi¢des. Um aluno pode interagir com uma figura dindmica, que for-
nece uma imagem clara das ideias matemdticas abstratas, por meio do arrastamento do
objeto concreto. Assim, e de acordo com Wong, Yin, Yang ¢ Cheng (2011), o aluno pode
comparar multiplas perspetivas fornecidas por diferentes representacoes e alterar conje-
turas e conceitos incorretos. Na descoberta das propriedades, as caracteristicas dindmicas
das figuras (desenhos em movimento) implicam que as particularidades da representagao
fisica mudem, fazendo emergir os invariantes, ou seja, as reais propriedades das figuras.

A utilizagio de materiais manipuldveis no desenvolvimento do pensamento geomé-
trico e espacial em criancas mais novas é sugerida por vérios autores (Clements & Mc-
Millen, 1996; Ponte & Serrazina, 2000), na medida em que fornecem o suporte visual
e experimental e, juntamente com a reflexio sobre as atividades realizadas, tem um pa-
pel primordial na construgao dos conceitos geométricos. Ao nivel do 1.° ciclo do en-
sino bésico, podemos considerar o uso de materiais como fundamental, por um lado,
porque as criangas estio fortemente dependentes do ambiente e dos materiais 2 sua dis-
posi¢do e, por outro, porque sendo os conceitos e relagbes matemdticas entes abstratos,
¢ necessdrio encontrar ilustragoes, representagoes e modelos que facilitem a construgio
desses conceitos.
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No entanto, a utilizacdo de materiais, sé por si, nio garante a aprendizagem (ME,
2007) pois, tal como é referido em Matos e Serrazina (1996), os conceitos matemdticos
que a crianga deve construir nao estdo em nenhum dos materiais de forma a podé-los
abstrair empiricamente, mas “formar-se-3o pela acgdo interiorizada da crianca, pelo sig-
nificado que dd as suas acgoes, as formulacoes que enuncia, as verificagbes que realiza” (p.
197). Assim, os professores tém um papel fundamental neste processo, devendo disponi-
bilizar os materiais e organizar adequadamente o ambiente de aprendizagem, de modo a
encorajar os alunos a explorar as figuras e as suas propriedades.

Também o anterior Programa de Matemitica do Ensino Bésico (ME, 2007) enfatiza
a importancia da utilizagdo de materiais manipuldveis na aprendizagem da geometria e
da medida, por permitirem estabelecer relagoes e tirar conclusoes, facilitando a compre-
ensio de conceitos. O mesmo programa dd énfase & utilizagao da tecnologia, nomeada-
mente aos AGD. O NCTM (2007) também se refere a tecnologia nos seus principios,
mais precisamente, no Principio para a Tecnologia onde se pode ler “A tecnologia ¢ essen-
cial no ensino e na aprendizagem da matemdtica; influencia a matemdtica que é ensinada
e melhora a aprendizagem dos alunos” (p. 26).

Neste estudo, optou-se pelo recurso ao geoplano (5X5) porque ¢ um recurso estimu-
lante que possibilita discussoes ricas acerca das caracteristicas dos poligonos. Também
por se considerar um recurso facilitador na resolugio de problemas geométricos e no
estudo das figuras planas, possibilitando o apoio a representacio mental dessas figuras.
Ainda porque constitui uma etapa no caminho da abstragio e por se adequar as tarefas
da experiéncia de ensino deste estudo, nomeadamente, a representacio de quadrildceros
enfatizando a identificagdo e a nomenclatura e, ainda, a emergéncia de algumas proprie-
dades das figuras.

As figuras geométricas (2D)

Desde 1950, foram feitas pesquisas por psicélogos para observar o desenvolvimento de
niveis na compreensio geométrica (Piaget & Inhelder, 1967). Estes autores teorizaram
que inicialmente as criangas discriminam objetos com base em caracteristicas "topoldgi-
cas", tais como ser fechada ou de outra forma topologicamente equivalente e s6 as crian-
cas mais velhas podem discriminar figuras retilineas de curvilineas e, finalmente, figuras
retilineas fechadas, tais como quadrados e losangos, através de exploracoes sistemdticas
e coordenadas.

A compreensio bdsica das figuras geométricas, conforme teorizado por Hannibal
(1999), é essencial no estudo da geometria e os professores devem ajudar as criangas a de-
senvolver a compreensao de categorias de figuras.

Mas nio podemos falar de figuras geométricas sem pensar no espaco, pois interagir
com figuras reais envolve a compreensido do mundo visual que nos rodeia e também a
interpretacdo da informagio visual e, acima de tudo, compreender as mudancas nas fi-
guras que povoam o nosso espago. O espaco e as figuras, como defendido por Freuden-
thal (1973), fornecem o ambiente no qual o aluno pode obter a percecio de uma teoria
matemdtica. Este ambiente adquire, numa fase mais avangada, um aspeto mais amplo e
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mais abstrato, sem a necessidade de um ambiente real como base. No caso mais abstrato,
lidamos com as figuras e algum tipo de espaco, mesmo quando elas sdo representacoes
visuais, ou seja imagens mentais ou, por outras palavras, representagdes tedricas.

De acordo com Senechal (1990 citada em Hershkowitz, Parzysz & Dormolen, 1996),
a interagdo significativa com figuras reais no nosso espago tem trés objetivos principais:
"Para descobrir semelhangas e diferencas entre objectos, para analisar os componentes
da figura, e para reconhecer as figuras em diferentes representacdes” (p. 161). Ela sugere
que o estudo das figuras deverd ser orientado, em todos os anos de escolaridade, por trés
instrumentos principais: identificagio e classificacio de figuras, andlise de figuras e repre-
sentagoes ¢ visualizagio de figuras.

Considerando a classificacdo como a organizagio de um conjunto de objetos segun-
do um determinado critério (Loureiro, 2008), Smith (1995) descreve o ato de classifi-
car como um processo individual de apelo as representacbes mentais das vérias categorias
para decidir em qual incluir determinado objeto. De facto, o pensamento geométrico dos
alunos nao é apenas visual (Clements ez /., 1999) mas, na verdade, decidem se um ob-
jeto pertence a uma categoria se for suficientemente similar a outro objeto anteriormen-
te observado (Smith, 1995). Inclusivamente, Clements e Battista (1992) sugerem que os
alunos diferenciam as formas através da combinacio de protdtipos visuais (exemplares de
figuras) e algum conhecimento das suas propriedades. Os protétipos sdo importantes na
fase inicial da aprendizagem da geometria, pois proporcionam exemplos que permitem
aos alunos associar nomes a vdrios tipos de figuras (Edwards & Harper, 2010). Porém,
as formas limitadas de protdtipos dos alunos conduzem a centraliza¢io da observagio
numa caracteristica em especial, em detrimento de outros atributos (Clements & Sara-
ma, 2000).

Zaslavsky, Chapman e Roza (2003, citados em Loureiro, 2008) afirmam que a clas-
sificacdo de diferentes objetos matemdticos de acordo com vdrios critérios pode salien-
tar a consciéncia que temos dos modos como eles se relacionam entre si. Embora nio
haja consenso relativamente a classificagio, vdrios investigadores parecem estar de acor-
do quanto ao considerarem a classificagio como um dos aspetos essenciais no ensino da
geometria para os primeiros anos (Albuquerque ez al., 2008; Jones & Mooney, 2003;
Loureiro, 2008).

Virios estudos tém sido realizados acerca da classificagio de formas/quadrildteros,
dando conta de algumas conceptualizagdes erradas das criangas capazes de influenciar as
classificacoes. Fujita e Jones (2007) referem dificuldades dos alunos em classificar qua-
drildteros, indicando que tais dificuldades estdo relacionadas com a complexidade em
aprender a analisar as caracteristicas de diferentes quadrildteros e distinguir entre os aspe-
tos essenciais e nao essenciais, aprendizagem que requer dedugio légica e interagdes ade-
quadas entre conceitos e imagens.

Uma quantidade considerdvel de estudos estabelece a teoria de van Hiele como
uma descrigao geral precisa do desenvolvimento do pensamento geométrico dos alunos
(Clements & Battista, 1992) e do raciocinio nele implicito. De acordo com essa teo-
ria, os alunos progridem através de niveis sequenciais e hierdrquicos de pensamento em
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geometria. No final do primeiro nivel, os alunos sio capazes de identificar retingulos
propriamente ditos, quadrados, losangos ¢ outras figuras. No final do segundo nivel, sao
capazes de enumerar vdrias propriedades de cada uma dessas figuras. Somente no tercei-
ro nivel, concordam com a usual classificagao hierdrquica dos quadrildteros, ou seja, que
um quadrado ¢ um tipo especial de retAngulo e que ambos sdo paralelogramos especiais.
A razao para esta mudanca é que, no terceiro nivel, os alunos sio capazes de compreen-
der a l6gica de conexdes entre as propriedades e, consequentemente, sio capazes de acei-
tar as consequéncias légicas de uma defini¢io (van Hiele, 1984). Mas para os van Hiele
a inclusdo de classes pode ocorrer no Nivel 2 desde que uma crianga possa perceber que
um quadrado é um losango, pois tem todas as suas propriedades, tal como referido em
Villiers e Njisane (1987). Para muitos autores (Craine & Rubenstein, 1993 citados em
Villiers, 2010; Casa & Gavin, 2009), os alunos deveriam desenvolver uma compreensio
s6lida de uma classificacdo hierdrquica (inclusiva) antes de se envolverem com a definicio
formal dos quadrildteros. Esse desenvolvimento pode ser alcancado pelo uso de soffwares
interativos de geometria, onde podem confirmar as propriedades que se mantém duran-
te a transformacio dinimica das figuras (Jones, 2000; Leung, 2008), podendo facilitar a
aceita¢io de uma classificacdo hierdrquica dos quadrildteros, mesmo nos niveis inferiores
de van Hiele.

Metodologia

Opgcoes metodoldgicas

O estudo seguiu uma abordagem qualitativa e interpretativa optando-se pelo estudo de
caso mitltiplo, pois focou-se a atencio especifica em trés diades, no seu ambiente natural.
Procurou estudar-se como viveram as aulas onde se implementou uma sequéncia de ta-
refas com recurso ao GeoGebra e ao geoplano, no sentido de compreender os contributos
de um e de outro na identificagio das propriedades dos quadrildteros e compreensio das
relacoes entre eles (Pereira, 2012).

Participantes

Participaram neste estudo os alunos duma turma de 3.°/4.° anos, constituida por vinte e
cinco alunos (trés de 3.° ano, um dos quais com NEE, ¢ vinte ¢ dois de 4.° ano), duma
escola do concelho de Cascais. A selegao desta turma deveu-se ao facto de a pesquisa ter
sido feita na turma onde lecionava a primeira autora deste artigo, que assumiu as fun-
¢oes de professora e de investigadora. Foram selecionados seis alunos com niveis de apro-
veitamento diferente, na drea de matemdtica: dois com bom aproveitamento, dois com
aproveitamento médio e dois com aproveitamento mais fraco. Como referido, este artigo
incide no trabalho de um destes pares (Luisa ¢ Maria), o par considerado com aprovei-
tamento bom.
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O uso do computador em sala de aula era habitual (uma vez por semana) desde o 1.°
ano de escolaridade embora 0 AGD, GeoGebra, tenha sido usado apenas no 3.° ano, para
trabalhar o tépico “retas paralelas e perpendiculares” e o conceito de “Angulo”.

Técnicas e instrumentos de recolha de dados

Foram utilizadas as seguintes técnicas de recolha de dados: observacio participante, ani-
lise documental (producées dos alunos) e inquiricdo, por entrevista, a alguns alunos.
Como complemento a estas técnicas recorreu-se, também, a gravacio dudio e video (e
respetivas transcrigoes) das discussoes nos grupos e no coletivo da turma. Registaram-se,
ainda, ideias, estratégias, reflexées e palpites, bem como os padroes que emergiram, fo-
ram as notas de campo “o relato escrito daquilo que o investigador ouve, vé, experien-
cia e pensa no decurso da recolha e reflectindo sobre os dados de um estudo qualitativo”
(Bogdan & Biklen, 1994, p. 150).

Sendo, simultaneamente, a primeira autora professora da turma e investigadora, foi
o instrumento principal da recolha de dados, o que permitiu que fossem recolhidos em
situagdo e complementados com a informacio obtida através do contacto direto. O re-
curso a diversas formas de recolha teve como objetivo a triangulagio de dados para dar
maior fiabilidade ao estudo.

A opgio pela observacio participante baseou-se no facto de permitir compreender o
fenémeno em estudo, ver factos que os participantes nao veem, possibilitar a experiéncia
com o fenémeno e favorecer uma abordagem indutiva, reduzindo as preconcegoes. As
notas de campo foram um complemento as gravacdes dudio e video, pois estas nem sem-
pte captaram aspetos significativos como expressoes dos participantes, comentdrios extra,
impressoes, reacoes e ideias do observador ... perante os quais o investigador, no decurso
da recolha, registou ideias, estratégias ¢ fez, até mesmo, alguma interpretagio e reflexio
sobre os dados.

Em conjunto com a observagio participante e a andlise documental, foram utilizadas
entrevistas “para recolher dados descritivos na linguagem do préprio sujeito” (Bogdan &
Biklen, 1994, p. 134). Atendendo ao duplo papel na pesquisa, investigadora e professora,
foi dificil separar as entrevistas das outras atividades de investigagio, dado que ocorreram
no contexto da observacdo participante ¢ em outros momentos considerados pertinen-
tes, nomeadamente, no final das tarefas. Estas entrevistas ocorreram de modo informal,
procurando-se esclarecer apenas situagdes decorrentes da realizacio das tarefas, quando
foi impossivel fazé-lo no momento da ocorréncia.

As produgtes dos alunos, bem como a apresentagio/discussio dos resultados no gru-
po turma, também foram usadas como dados tendo, a sua andlise, contribuido para com-
plementar e aumentar as evidéncias dos resultados.

Recolha e analise dos dados

Foi delineada uma experiéncia de ensino com os seguintes objetivos: (a) implementar
uma sequéncia de tarefas promotoras da construgio de quadrildteros e identificagao das
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suas propriedades; (b) compreender se e como os alunos estabeleciam relagoes entre os
quadrildteros: trapézio, paralelogramo, retingulo, quadrado e losango; (c) compreender
quais as vantagens e/ou limitacées do AGD e do geoplano na compreensio das proprie-
dades e relagoes entre os quadrildteros. Foram elaboradas 18 tarefas, sendo as cinco pri-
meiras resolvidas no geoplano e/ou no papel ponteado, as duas seguintes para explorar o
GeoGebra, as oito a seguir resolvidas no GeoGebra, seguidas de duas que usaram os dois
recursos, sendo a tltima uma tarefa de papel e l4pis.

A teoria de van Hiele sobre a construgio do pensamento geométrico serviu de re-
feréncia a elaboragio da sequéncia de tarefas aplicada, situando-se as tarefas nos dois
primeiros niveis. Na concegdo das tarefas foi dada énfase ao cardter exploratério e in-
vestigativo das mesmas por se adequarem as questoes do estudo e ao tema em causa, a ge-
ometria, e por nio exigirem dos alunos um grande nimero de conhecimentos anteriores.

A sequéncia de tarefas foi pensada de modo a abranger representacio no geoplano
para os alunos se familiarizarem com os quadrildteros; exploragio do soffware; desenho
para fazer emergir as propriedades; construcio para identificar propriedades e construgao
para relacionar as propriedades e fazer emergir a classificagio

As atividades desenvolvidas com o GeoGebra envolveram o desenho e a construgio
de figuras com o soffware e a andlise de construgoes ji prontas de modo que, através da
funcio “arrastar”, os alunos identificassem as propriedades presentes em cada figura. As
propostas para o geoplano envolveram a representagio de quadrildteros, enfatizando a
identificacio e a emergéncia de algumas propriedades das figuras.

A implementacio das tarefas decorreu em janeiro e fevereiro, na sala de aula, utilizan-
do computadores pessoais, na maioria o “Magalhdes”, um por diade, ¢ o geoplano, um
por aluno. As tarefas foram realizadas de forma sequencial englobando trés momentos:
apresentaco da tarefa, trabalho auténomo dos alunos, em pares, e discussao coletiva com
toda a turma.

Parafraseando Bogdan e Biklen (1994), a anilise de dados ¢ o processo de busca ¢
de organizagao sistemdtico de transcrigoes de entrevistas, de notas de campo e de outros
materiais que foram sendo acumulados. Essa anilise “envolve o trabalho com os dados, a
sua organizacio, divisio em unidades manipuldveis, sintese, procura de padrées, desco-
berta dos aspectos importantes e do que deve ser aprendido e a decisio sobre o que vai
ser transmitido aos outros” (Bogdan & Biklen, 1994, p. 205).

A anilise dos dados foi sendo feita & medida que se realizava a recolha, uma vez que
as tarefas ndo estavam completamente definidas a partida, e incidiu sobre o que se foi
descobrindo, nomeadamente aspetos inesperados, evidéncias e regularidades de modo a
proceder a possiveis alteragoes e reformulagdes. No final da recolha, procedeu-se a andli-
se mais formal comecando pela organizacio de todo o material recolhido de modo a po-
der manipuld-lo facilmente. Procedeu-se a vdrias leituras para que os dados pudessem ser
“arrumados” em categorias de codificacio (Bogdan & Biklen, 1994), utilizando palavras e
frases dos sujeitos sem, no entanto, perder de vista o todo recolhido.

Esta andlise nao teve por base um modelo tedrico especifico, pois nio se conseguiu
encontrar nenhum que se adaptasse A natureza do estudo e as caracteristicas dos alunos.
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Assim, os dados foram “arrumados” em categorias emergentes, definidas de acordo com
o objetivo do estudo, as questdes de investigacao e a fundamentagio tedrica. Inicialmen-
te, fez-se uma breve andlise do desempenho dos pares em todas as tarefas e, posterior-
mente, agrupando situagoes semelhantes, encontraram-se regularidades que permitiram
construir cadeias 16gicas de evidéncia. Estas fizeram emergir as categorias: atitude perante
as tarefas, representagoes ¢ identificacio de propriedades e visualizagio ¢ identificagao de
propriedades, que permitiram responder as questdes do estudo.

Fez-se, também, uma andlise indutiva, pois as sequéncias e padroes de andlise nio es-
tavam, a partida, definidos emergindo dos dados recolhidos (Goetz & LeCompte, 1988).
Salienta-se que os dados ndo foram recolhidos com o objetivo de confirmar ou infirmar
hipéteses previamente construidas mas o de construir um quadro que foi ganhando for-
ma & medida que se recolheram e examinaram as partes.

Também nio se pretendia saber se os alunos atingiam um ou outro nivel de desenvol-
vimento mas sim compreender o modo como as aprendizagens ocorriam enquanto resol-
viam as tarefas, utilizando um ou outro recurso diddtico. A par deste propdsito, houve al-
guns cuidados a nio descurar, nomeadamente, o fascinio das propriedades dinAmicas do
software como o “rodar”, o “ampliar” e o “arrastar”. Os alunos focavam-se no “movimen-
to” que acontecia no ecra do computador, esquecendo o propésito da tarefa, & semelhan-
ca do referido em Villiers (2007). Foram a discussao interpares e o registo dos raciocinios
no guido da tarefa e em cartazes coletivos que possibilitaram ultrapassar este constrangi-
mento provocado pela utilizagio do AGD.

O papel de professora e investigadora

A escolha do tema a investigar foi um desafio para a primeira autora, bem como assumir
o papel de professora e investigadora tendo a inexperiéncia neste duplo papel sido uma
das primeiras dificuldades enfrentadas. Ao pretender ensinar, observar, tomar notas, re-
gistar 0 mdximo de ocorréncias..., o papel de investigadora passou para segundo plano
pois a investigacdo decorreu no desenrolar normal das aulas. Isto exigiu grande esforco
para atender s solicitacoes dos alunos, pois todos estiveram envolvidos na experiéncia de
ensino. Outra das dificuldades foi a gravagio video das aulas, jé que a cAmara esteve fixa,
nao captando imagens mais pormenorizadas ¢ discussbes nos grupos que enriqueceriam
os dados. Também, por vezes, a gravagio foi interrompida (falta de bateria, substitui¢ao
do CD...) antes de terminar a tarefa. A grande interacio dos alunos com o computador,
durante a realizacio das tarefas, dificultou o acesso a essas interacées, bem como o acom-
panhamento, mais apertado, dos grupos em estudo. Tal situacio foi minorada com as
apresentagoes/discussoes no grupo turma, onde os resultados foram apresentados e dis-
cutidos, as davidas esclarecidas e a reflexdo sobre as propriedades dos quadrildteros apro-
fundada, tempo que se constituiu um momento privilegiado da tomada de notas.

O receio da professora/investigadora de nio saber responder a alguma questéo rela-
cionada quer com o hardware quer com o software esteve sempre presente pois, apesar de
serem recursos habitualmente usados por estes alunos, nio deixam de constituir verda-
deiros desafios. Foi a natureza das tarefas, exigindo um professor moderador e orientador,
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que criou espago para, juntamente com os alunos mais desenvoltos no uso da aplicacio,
resolver dificuldades relacionadas com estes recursos e ultrapassar os efeitos do receio
sentido.

O caminho para uma classificagao

Maria e Luisa eram alunas com facilidade de aprendizagem em todas as dreas curricula-
res e tinham bom aproveitamento e comportamento. Trabalharam bem em grupo, ten-
do Maria, geralmente, assumido a lideranga. Nas discussées coletivas, levantaram ques-
toes pertinentes ¢ contribuiram para o esclarecimento de davidas e aprofundamento de
conhecimentos.

Representagoes e identificagio das propriedades

Na primeira tarefa os alunos tinham de representar no geoplano e desenhar no papel
ponteado figuras de quatro lados de diferentes formas, indicando os seus elementos: nu-
mero de vértices, Angulos e diagonais. Este par representou diferentes quadrildteros e re-
velou ter bem adquirida a conservagao da forma, pois nao representou figuras repetidas
(Figura 1).
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Figura 1. Representagoes dos quadrildteros, no geoplano,
identificagdo e registo dos seus elementos
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Representaram um ndmero elevado de quadrildteros mas revelaram conhecer um niime-
ro limitado de nomes. Identificaram corretamente o quadrado, o retdngulo ¢ o trapézio
(apenas o is6sceles) e chamaram losango ao paralelogramo propriamente dito.

Os quadrildteros representados foram diversificados mas notou-se a forte influéncia
das imagens protétipos, nomeadamente do quadrado, retAngulo, trapézio, paralelogra-
mo, propriamente ditos, e papagaio reto.

A comparagao das figuras foi feita, maioritariamente, de forma visual e, em alguns ca-
sos, com referéncia & imagem protétipo, como ficou claro na comparagio das representa-
coes feitas (Figura 2).

Prof.: Fizeram diferente? Entio vamos olhar para ali e vamos ver se hd ali algum

repetido.

Maria: Sim hd. H4 dois meios trapézios. ..

Prof.: H4 dois qué?!

Maria: Aqueles que sdo metade do trapézio.

Prof.: Metade do trapézio! Explica l4 isso. O que ¢é isso de meio trapézio? Explica l4.
Maria: E assim professora. E a metade do trapézio.

(Maria foi mostrar a representagdo ao quadro)

Maria: Este ¢ o meio trapézio, professora. [Maria apontava o trapézio retdngulo]
Prof.: Porque é que dizes que é um meio trapézio?

Luisa: Porque se nés fizermos outro ao lado, forma um trapézio. [Completou a Luisa]
(Maria desenhou a outra metade do trapézio isdsceles)

Maria: Eu ndo consigo muito bem, mas assim forma o trapézio.

Figura 2. Representagoes para explicar a ideia de meio trapézio
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O par usou a imagem protétipo de trapézio (isésceles) para o comparar com o trapézio

retAngulo. Na verdade identificaram uma simetria no trapézio isdsceles e visualizaram o

seu eixo de reflexdo e como nio sabiam o nome dessa figura, nomearam-no meio trapézio.
Outro: Professora eu cheguei & conclusio que o “meio trapézio” nio existe.

Prof.: Tu achas que nio existe “meio trapézio”?!
Outro: E trapézio ou nio trapézio.

Luisa: Nelson, nds estamos a chamar “meio trapézio” porque se nds o partirmos em
metade [referia-se ao trapézio is6sceles] ficava como este [referia-se ao trapézio re-
tangulo] e nés nao sabemos como se chama mesmo.

Luisa e Maria compararam as figuras pela aparéncia global, pois nao referiram qualquer
propriedade. Parecem ter tido como referéncia a imagem mental como se pode observar
quando o par representou um trapézio (nio isésceles) (Figura 3), a que se seguiu o se-
guinte didlogo:

Figura 3. Representacio de quadrildteros diferentes

Prof.: Mais alguém tem um diferente?

Luisa: Nés temos dois, professora.

Outro: J4 estd repetido. E o trapézio.

Maria: Nao ¢ o trapézio.

Luisa: Porque tem um lado maior do que o outro.

[Maria comparava os dois trapézios desenhados no geoplano e acompanhava a expli-
cagdo apontando para os desenhos]

Maria: Porque este lado aqui é maior do que este [Referia-se aos lados opostos nio
paralelos do trapézio escaleno] e este ¢ igual a este. [Referia-se aos lados opostos
nao paralelos do trapézio is6sceles]

Foi notdria a influéncia da imagem protdtipo na representagio da ideia de trapézio cons-
truido por estas alunas. Essa representacio influenciou também as propriedades a ela as-
sociadas, pois ficou claro que as alunas formaram a ideia de trapézio como uma figura
com os dois lados nao paralelos iguais.
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Como referido anteriormente, a comparacio das figuras, nas tarefas iniciais, foi feita,
maioritariamente, de forma visual. Rodaram e viraram o geoplano que facilitou a compa-
ragao de figuras representadas em diferentes orientagées, tendo recorrido, frequentemen-
te, & sobreposi¢io. No entanto, sobretudo durante a apresentacio/discussao das figuras &
turma surgiram, juntamente com a comparagio baseada na percecio visual, as primeiras
referéncias a propriedades, como aconteceu na comparagio de figuras dificeis de discri-
minar visualmente. Salienta-se que as propriedades mencionadas tiveram sempre como
referéncia o desenho da figura.

Luisa: A mim parece-me um paralelogramo.

[...]

Luisa: Tem 2 ngulos obtusos e 2 agudos. E este [apontava para o paralelogramo] por-
que este também tem 2 Angulos agudos e 2 Angulos obtusos.

Luisa: Este aqui é mais parecido com um papagaio.

Maria: O Nelson, este aqui [apontava numa representacio] é um angulo reto e este
aqui [apontava na outra representagio] também é um angulo reto.

Em relagdo as propriedades, a mais usada para estabelecerem a comparagio foi a relativa
aos angulos, o que nem sempre foi ficil pois os desenhos nio foram feitos com a precisao
necessdria de modo a permitir uma medi¢do correta da sua amplitude.

Com o objetivo de representar quadrados de diferentes tamanhos e posigoes, a com-
preenderem a conservagdo da forma e identificarem quadrados em representagoes nao
prototipicas, realizaram outra tarefa no geoplano.

A tarefa foi desenvolvida com facilidade e, mais uma vez, a representagao no geoplano
facilitou a estratégia apresentada por este par na descoberta dos quadrados. Usou, para
quadrados com lados na horizontal, as configuragées 1x1; 2x2; 3x3 e 4x4 e descobriu
quadrados com lados nao horizontais partindo dos quadrados em posigao prototipica e
unindo pregos de fronteira (Figura 4).

Figura 4. Descoberta de quadrados diferentes no geoplano
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Numa outra tarefa, onde se pedia que representassem, no geoplano, “quadrildteros com
lados iguais dois a dois”, a representacio apresentada revela a influéncia das imagens pro-
totipicas na imagem mental que as alunas tém dos quadrildteros (Figura 5), também no-
téria na primeira tarefa.

Figura 5. Representagées, no geoplano, de quadrildteros com lados iguais dois a dois

Maria usou as representacoes das figuras e comparou-as recorrendo ao aspeto visual ¢ &
imagem mental que delas tem. No entanto, o par constatou que essa comparagio nio era
suficiente, o que fez emergir as propriedades surgindo, assim, a comparacio baseada no
visual mas, a0 mesmo tempo, baseada nas propriedades das figuras. O mesmo aconteceu
quando compararam duas representagoes diferentes do papagaio:

Luisa: E o papagaio s6 que é mais gordo.

Prof.: E tu achas que t¢ém a mesma forma?

Maria: Nao.

Prof.: Porqué?

Maria: Porque nio tém as mesmas propriedades.
Prof.: Nao? Quais sdo as propriedades que nio tem?
Maria: Aquela do 4ngulo reto.

Luisa recorreu a aparéncia global das figuras, considerando o papagaio com a mesma for-
ma, apenas “mais gordo”, enquanto Maria fez a comparagao recorrendo a propriedades
considerando que nao tinha a mesma forma pois néo tinha apenas um 4ngulo reto como
o0 papagaio representado.

Em sintese, nas tarefas executadas no geoplano, o par representou quadrildceros di-
versificados mas notou-se a forte influéncia das imagens prototipicas, nomeadamente
do quadrado, retAngulo, trapézio, paralelogramo propriamente ditos, e papagaio reto.
A imagem mental que as alunas tinham das formas influenciou as representacoes, ao
mesmo tempo que basearam a identificacdo de propriedades dos quadrildteros nessas
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imagens mentais das figuras e nas caracteristicas visuais das representagoes feitas. As re-
presentagbes surgiram, assim, tanto para retirar ideias que conduziram ao conceito ge-
ométrico, como para representar um conceito geométrico formal. Nas tarefas iniciais, a
comparagio das figuras foi feita, maioritariamente, de forma visual. Rodaram e viraram o
geoplano que facilitou a comparacio de figuras representadas em diferentes orientagoes,
tendo recorrido, frequentemente, & sobreposicao. No entanto, o par constatou que essa
comparagdo nio era suficiente, sobretudo quando se tratava de figuras dificeis de discri-
minar visualmente, facto que fez emergir as propriedades. Surgiu, assim, a comparagao
baseada no visual mas, a0 mesmo tempo, baseada em algumas propriedades das figuras,
embora essas propriedades tivessem como referéncia o desenho da figura.

Foi nas tarefas realizadas no AGD (GeoGebra), que pressupoe representagdes de or-
dem diferente, que a referéncia as propriedades se intensificou, apesar de a imagem men-
tal continuar a ter grande influéncia nas representagoes, como se pode constatar nas
primeiras tarefas realizadas com 0 GeoGebra. Numa das tarefas “Construcio de um pa-
ralelogramo no GeoGebra” e, apesar de seguirem, corretamente, o plano de construcio
dado as alunas representaram as figuras conforme a imagem mental que delas tinham.
Foi o caso do paralelogramo (Figura 6) pois, quando desenharam o terceiro ponto (C),
colocaram-no de modo a obter uma linha obliqua, representando a imagem que tém de
paralelogramo (figura sem 4ngulos retos).

7 Protocolo de Construgio - paralelogramo - ... E=RIGE x 7] 3 c d
(=] A AE =38 B
H- |8 |F & e : 2
Ne [Nome [ Definiggo [Legenda [
1/Panto A -
2Pont B |=
3Refaa  |RetaAB |_
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5Retab Retaparalelaaa
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| \passando por B
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Figura 6. Representagio do paralelogramo realizada com o Geogebra,
seguindo o protocolo de construgio

Ou ainda quando tentavam registar as suas propriedades, como ficou evidente numa das
tarefas em que os alunos, a partir da observagao da deformagiao de “quadrildteros” e do
que se altera e se mantém, identificaram as propriedades comuns:

Outro: Os lados tém medida diferente.

[...]

Prof.: Perceberam esta descoberta?
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Maria: Ela disse...
Prof.: Disse “os lados t¢ém medidas diferentes”.
Maria: Pois tém medidas diferentes.

Luisa: Tém porque o paralelogramo tem 2 parale... tem 2 lados paralelos que sao
grandes, depois os outros 2 sio pequenos.

Luisa identificou, no paralelogramo, a igualdade dos lados dois a dois, basecando essa
identificacdo na sua imagem mental de paralelogramo, uma figura em que os lados con-
secutivos tém comprimento diferente.

A medida que avangavam na concretiza¢io da experiéncia de ensino, o trabalho no
GeoGebra possibilitou que as caracteristicas visuais das representagoes, nomeadamente as
medidas, sobressaissem, o que parece ter facilitado a reflexao das alunas sobre o reconhe-
cimento das propriedades:

Luisa: Sou eu que vou medir os Angulos. 45, 0 mesmo, ¢ igual, 135 ¢ igual. Sio in-

teiros os numeros!

Maria: Vou medir os lados.

Luisa: N6s nao queremos o perimetro.

Maria: Ja vai, Luisa, ja vai!

Luisa: Estou a dizer ao Geogebra.

Maria: Eu sei. Ok. Eu jd vou apagar o perimetro.
Luisa: Olha! Tem os Angulos iguais dois a dois.

Para responder a segunda parte da tarefa “Constru¢ao de um paralelogramo no Geoge-
bra” (Figura 6), onde se pretendia que identificassem as propriedades dos paralelogramos,
o par fez a descricao de tudo o que observou (Figura 7), mencionando caracteristicas des-
necessarias como ¢é o caso da soma dos angulos internos ou os 4ngulos consecutivos, tal
como se pode verificar no registo:

Regista as caracteristicas do paralelogramo?
Quadrilatero: Angulos Lados ; Diagonais -
2 o‘zv‘& 1 2 sbbuaon, to omedida d&\ YQ&O’) Or&}wa ws-olrol o Z;me
OSSO GNANNG | #& Sh@ () g OoNouA A { A
i P " grmn éﬁcﬁgﬁfm ‘Lgéjm A ﬁ? @305 s Y
g LR | eSS g tngule o
s %:& RO 5 ol Q/“[w’ f*O%V“OWB DS

2 obiunsh

360°;

Figura 7. Listagem das caracteristicas do paralelogramo

E de salientar que o par teve sempre presente a representacio visual das figuras pretendi-
das e foi com base nela que identificou as propriedades. Focou a aten¢io no observado
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no ecrd do computador, nomeadamente, as medidas dos lados, 4ngulos e diagonais, mas
também no que fizeram, por exemplo, quando referiram “os lados opostos sao paralelos
2 a2”, condi¢do dada no plano de constru¢ao do paralelogramo.

O recurso as caracteristicas dinAmicas do soffware facilitou a visualizagio das proprie-
dades da figura que se mantém e que se alteram. Nota-se que as alunas analisaram as re-
presentagées dindmicas fazendo uma comparagio rigorosa dos invariantes e das altera-
coes observadas, levando-as a concluir que as figuras partilham muitas caracteristicas, o
que aparenta que compreenderam as regularidades entre as representagoes (Figura 8).
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Figura 8. Registo de alteragoes e invariantes entre o retangulo,
o quadrado, o losango e o paralelogramo
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O par movimentou os pontos da construcio feita (paralelogramo obliquingulo) até ob-
ter um losango (Figura 9). Recorreram as ferramentas do GeoGebra e exibiram o qua-
driculado na folha de trabalho para mais facilmente arrastarem o paralelogramo para a
forma de retdngulo, quadrado ou losango. O recurso ao quadriculado para, através do ar-
rastamento, obterem as representagdes pretendidas parece indiciar a importincia da ima-
gem mental ¢ a sua interagio com o conhecimento de conceitos e propriedades.

As alunas arrastaram a construcio até obterem a representagio mental do retAngu-
lo, do quadrado e do losango (Figura 9), embora associada ao conhecimento das respeti-
vas propriedades, pois 0 movimentar os pontos e transformar a construgio em retangulo
pressupoe o conhecimento de que este tem os 4ngulos retos ou, em relagio ao quadrado,
que este tem os lados congruentes ou, em relacio ao losango, que tem os lados congruen-
tes mas nao os Angulos retos.

Figura 9. Representagio do losango realizada pelas alunas, no GeoGebra,
ap6s arrastarem os pontos do paralelogramo obliquangulo

A utilizagio da geometria dindmica permitiu a experimentagao, exploracio e anélise dos
invariantes, ajudando as alunas a estabelecer conexées entre as propriedades dos parale-
logramos. Referiram que o quadrado mantém quase todas as caracteristicas e quase todas
as alteragdes, como o retangulo.

Como referido acima, Luisa e Maria registaram tudo o que observaram na represen-
tagdo do paralelogramo e foi com base nas propriedades em que se focaram que estabele-
ceram a comparagio entre as suas propriedades e as do losango, dai a conclusio registada
pelas alunas “Concluimos que s6 falta uma para ter todas as caracteristicas” (Figura 8).
Consideraram que o losango tinha todas as caracteristicas do paralelogramo exceto uma
— “as diagonais sao perpendiculares”. Esta conclusao parece indicar que as alunas com-
preendem que os atributos essenciais do paralelogramo estao incluidos nos atributos es-
senciais do losango, aspeto importante na compreensio de uma classificacio inclusiva.
E de salientar que as alunas listaram todas as propriedades observadas no ecra do compu-
tador e referiram, em todas as representagées, o paralelismo dos lados, condi¢io com que
construfram o paralelogramo.
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Como tem vindo a ser referido, as representagdes, quer estdticas quer dindmicas, in-
fluenciaram grandemente a identificagio de propriedades. Porém, foi na utilizagio do
GeoGebra (nomeadamente o recurso a ferramenta “arrastar”) que, através da observagio
do que permanece invariante, as alunas estabeleceram relagoes entre as figuras e suas pro-
priedades, como se pode constatar na resolucio das tarefas realizadas a partir de figuras
(quadrado e losango) pré-construidas e gravadas num arquivo do GeoGebra e onde ti-
nham de relacionar o quadrado com o losango.

Regista as caracteristicas do quadrado?
Quadrilatero Angulos Lados Diagonais
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Figura 10. Listagem das caracteristicas do quadrado

O par analisou o quadrado pré-construido e identificou as suas propriedades. Revelou al-
guma compreensio dos atributos essenciais pois, apesar de lhes ser pedido que medissem
os Angulos internos e as diagonais, a referéncia a medidas jd nio prevaleceu, excluindo
também as propriedades desnecessdrias, nomeadamente, a soma da medida dos 4ngulos
internos.

Luisa: Professora, nds agora sé estamos a por aquelas que nds achamos necessdrias.

Prof.: S6 estao a por quais, Luisa?
Maria: Diga?
Prof.: Nio percebi o que a Luisa disse.

Luisa: Sé estamos a por as descobertas que nds achamos que sio mesmo necessdrias,
porque aquela dos 3600, 180°, nés ontem, sexta-feira, chegdmos a acordo que nao
era preciso porque tém todos.

Luisa e Maria referiram apenas os atributos essenciais. Para isso, muito contribuiu a dis-
Cussao na turma.
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Figura 11. Registo da justificagio do que ¢ um quadrado

As alunas rodaram, ampliaram, reduziram e arrastaram a figura, mas parece ter ficado
claro que, se as caracteristicas se mantém, a figura é a mesma, apesar das diferentes repre-
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sentagoes que fizeram. Também na comparacio do quadrado e losango, as alunas regis-
taram os atributos essenciais.

Existem caracteristicas semelhantes entre o quadrado e o losango? ?;10‘ m
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Figura 12. Registo das semelhangas entre o losango e o quadrado

O par identificou corretamente as semelhancas entre o losango e o quadrado e, tal como
no quadrado, nao referiram semelhancas desnecessdrias, ou seja, as comuns a todos os
quadrildteros.
Pode-se pensar que os registos revelam que as alunas jé nao se focam tanto nas medi-
das registadas no ecra do computador mas sim nas propriedades conceptuais.
Recorrendo s caracteristicas dinAmicas do soffware, as alunas estabeleceram relagoes
entre o quadrado e o losango através da visualizagio do arrastamento dos pontos, como
ficou claro durante a discussao da tarefa:
Outro — Maria tu tens um quadrado e esticas os pontos pra cima e imagina que for-
mas um losango. Logo, as caracteristicas que eram do quadrado... e se tu fores 14
no magalhdes ao mover até as diagonais mudam.

Maria: Mais fécil de ver é que ficam 2 agudos ¢ 2 obtusos... e ndo ¢ igual.
Prof.: E o quadrado tem todas as caracteristicas do losango?

Luisa: O quadrado nio tem o comprimento das diagonais diferente ¢ o losango nao
tem 4 angulos retos.

Maria: O losango nao tem as caracteristicas para ser um quadrado.
Prof.: O losango? E o quadrado tem as do losango?

Luisa: O quadrado nao tem algumas do losango.

Prof.: Nao. Quais sao as que nio tem?

Luisa: Porque o quadrado tem todos os 4ngulos retos e o losango tem 2 agudos e 2
obtusos.

A utilizag¢io da geometria dinimica facilitou a visualizagio das propriedades que se man-
tém invariantes, permitindo estabelecer relacoes entre o quadrado e losango. O movi-
mento ¢ a modificagio das figuras promoveram maior facilidade de visualizagio das suas
propriedades geométricas.
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A interacio com a representagio dinAmica, nomeadamente a observagio da sua defor-
magio, fez emergir as propriedades comuns e contribuiu para a construc¢io de uma ima-
gem mais clara das propriedades das figuras, facilitando a compreensao dessas proprieda-
des e das relagoes entre as formas (Figura 13).
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Figura 13. Caracteristicas comuns ao quadrado, retingulo, paralelogramo, trapézio e losango

O par acabou por fazer uma classificagao inclusiva a nivel dos paralelogramos. Porém, ex-

clufram estes dos trapézios para o que parece ter contribuido, além do exigido na tarefa

(fazer grupos pressupde, a partida, mais do que um grupo), a representagio que fizeram

(Figura 14), onde sobressaem as caracteristicas com que agruparam: “dois pares de lados
bl « b

paralelos” e “apenas um par de lados paralelos”.
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Figura 14. Representagio dos quadrildteros para serem classificados

Nesta representacio, que se revelou facilitadora da classificagio que as alunas fizeram,
foi dado a conhecer o conceito que Maria tem de paralelismo, mais associado a retas
do que a segmentos de reta. Isto talvez porque a representagio do paralelismo estd mui-
to relacionada com retas que nao se cruzam e, como tal, prolongaram os segmentos de
reta para justificarem que sao paralelos pois, mesmo prolongando-os, nio se cruzam (Fi-
gura 14). Também se poderd pensar na influéncia do GeoGebra no estudo do paralelis-
mo pois, quando usam a ferramenta reta paralela, representam retas e nao segmentos de
reta. De qualquer modo, parece que as alunas jd abstrairam a propriedade de paralelis-
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mo comum a estes quadrildteros e usaram as representagdes para tornar esse conceito
mais concreto.

Esta classificagdo revela, também, mais do que um agrupamento baseado no visual
pois, além de agruparem atendendo as propriedades, parece terem compreendido a in-
clusdo de classes, j4 que fizeram uma classificagio inclusiva (Figura 15).

Figura 15. Classificagio dos quadrildteros: trapézio, paralelogramo,
retingulo, losango e quadrado

De igual modo, numa tltima tarefa, onde foi apresentada uma classificagio hierdrquica,
adaptada de Van de Walle (2004), o par identificou o critério presente em cada um dos
grupos, evidenciando compreender uma classificagio hierdrquica (Figura 16).
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Figura 16. Registo do critério de classificagio usado em cada grupo
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Maria e Luisa identificaram corretamente as propriedades dos quadrildteros e estabelece-
ram relagtes entre as figuras revelando compreensao da inclusio de classes, como eviden-
ciado na justificacdo da concordincia com a classificacdo apresentada: “Sim, concorda-
mos com esta classificacio porque faz sentido pois consegue-se perceber bem os grupos.
Ex.: Os quadrados estio nos grupos: retdngulos, losangos, paralelogramos, trapézios e
quadrildteros”.

A semelhanga do evidenciado na tarefa, “Classificar quadrildteros” (Figuras 13, 14
e 15) parece que as alunas tiveram necessidade de prolongar os lados das figuras para
identificarem o paralelismo. Ao contrdrio do que aconteceu na sua classificacio, que ex-
clufa os paralelogramos dos trapézios, aqui e da forma como redigiram o critério, “tém 1
par de lados paralelos”, os paralelogramos estao incluidos nos trapézios.

Em sintese, o recurso as caracteristicas dinAmicas do soffware intensificou a referén-
cia as propriedades, apesar de a imagem mental continuar a ter grande influéncia nas re-
presentagoes. As alunas analisaram as representacdes dinidmicas fazendo uma compara-
¢ao rigorosa dos invariantes que, juntamente com a visualizacdo imediata das alteracoes
produzidas no ecra do computador, contribuiu para o reconhecimento de relagées entre
as figuras e suas propriedades. A utilizagio da geometria dinimica, estimulando a expe-
rimentagio, exploracio ¢ andlise dos invariantes, conduziu a uma correta representagio
mental dos conceitos geométricos envolvidos e facilitou a compreensio da inclusao de
classes.

Contributos do geoplano na compreensao das propriedades e relagdes entre
os quadrildteros

O geoplano foi usado na resolucio das primeiras cinco tarefas e ficou ao dispor dos alu-
nos para a resolu¢io da tarefa “Classificar quadrildteros”, onde agruparam os quadrildte-
ros de acordo com as propriedades que identificaram. Com o recurso ao geoplano, pre-
tendeu-se que os alunos representassem quadrildteros de acordo com as condigoes dadas
de modo a emergirem as suas propriedades. As alunas representaram diferentes figuras e
analisaram as diferencas e semelhancas. Como vantagem deste recurso, sobressai a mani-
pulagio mais “palpdvel” das figuras, permitindo a representagao das imagens mentais des-
sas figuras. O geoplano revelou-se especialmente il nas tarefas iniciais, uma vez que a
referéncia a propriedades era muito reduzida, estimulando a comparagao de figuras atra-
vés da aparéncia global, evidente nas referéncias da Luisa “A mim parece-me um parale-
logramo” ou “E o papagaio s6 que é mais gordo”. Puderam comparar visualmente as figu-
ras e recorrer a sobreposi¢ao para confirmar a igualdade ou nfo entre figuras, servindo de
suporte visual e experimental, 3 semelhanca do verificado em outras pesquisas (Clements
& McMillen, 1996; Ponte & Serrazina, 2000).

O geoplano permitiu ainda trabalhar os atributos irrelevantes das figuras como ta-
manho, orientacio e invaridncia da forma com base nestes atributos. Contribuiu assim
para: a representagao mental das figuras, o desenvolvimento do vocabuldrio geométri-
co ¢ a identificagdo de propriedades comuns aos quadrildteros, evidente nas observacoes
das alunas “tem 2 angulos obtusos e 2 agudos”, quando se referiam ao paralelogramo



52 Maria da Graca Bruno Pereira, Maria de Lurdes Serrazina

propriamente dito ou quando constatavam que duas figuras nio tinham a mesma forma
porque nio tinha a propriedade do “...4ngulo reto”, como referiu a Maria quando com-
parava quadrildteros com lados iguais dois a dois.

Embora os resultados tenham evidenciado a grande influéncia do aspeto visual do de-
senho na comparacio das figuras e na identificacio de propriedades, o geoplano possibili-
tou discussoes ricas ao nivel das caracteristicas dos quadrildteros, tendo contribuido para
a emergéncia das suas propriedades (Pereira, 2012).

Contributos do GeoGebra na compreensao das propriedades e relagoes entre os
quadrildteros

O AGD, GeoGebra, foi usado na resolugio de 12 das 18 tarefas que constituiram a ex-
periéncia de ensino. Como referido, para além do desenho e da construgio, foram ainda
analisadas figuras previamente construidas com o objetivo de, através da experimenta-
¢lo, estabelecer relagées entre os quadrildteros investigando as relagées ou medidas que
se mantém invariantes.

Este recurso permitiu as alunas a construgao fécil de figuras, a determinagio répida de
medidas e a exploracio de caracteristicas dinAmicas deste soffware. As alunas movimenta-
ram os desenhos totalmente ou em partes, contribuindo para a descoberta das proprieda-
des que se mantém e/ou se alteram, aspeto que sem o recurso ao soffware nao poderia ser
trabalhado em sala de aula. Gravaram e reproduziram sequéncias de agoes, que as ajudou
a formar imagens dinimicas.

Deste modo, a utilizagio do soffware permitiu a experimentagio, exploragao e andlise
dos invariantes, ajudando as alunas a reconhecer propriedades e a estabelecer conexoes
entre as propriedades dos paralelogramos. Isto mesmo é defendido por Laborde (1993)
quando refere que 0 movimento e a modifica¢ao dos desenhos possibilitam uma mais fé-
cil visualizagio das propriedades e das relagdes geométricas.

Dessa utilizagdo ressalta ainda a vantagem da representacio precisa ¢ variada das fi-
guras geométricas que, associada as caracteristicas dinAmicas deste soffware, fornecendo
diferentes representacoes através do rodar, reduzir, ampliar e arrastar os elementos das fi-
guras, facilitou a identificagio de propriedades dos quadrildteros. Possibilitou, também,
estabelecer relagoes entre eles e contribuiu para a correta representacdo mental dos con-
ceitos (Abrantes et al., 1999, Ponte & Serrazina 2000) ou corregio/clarificacio de con-
ceitos ja construidos (Wong, 2011). Para Laborde (2008), um AGD, por exemplo, o
GeoGebra, incorpora conhecimento matemdtico que influencia o modo como os alunos
constroem os conceitos. Foi o caso do conceito de paralelismo, associado a retas e nio a
segmentos de reta, evidenciado pelo par em andlise neste artigo.

O facto de os alunos poderem manipular dinamicamente as figuras e as suas relagoes
permanecerem invariantes ao arrastamento, juntamente com a visualizagio imediata das
alteragdes produzidas no écran do computador, facilitou a descoberta das propriedades
dos paralelogramos e das relagdes entre eles.
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Consideragoes finais

Nas tarefas realizadas com o geoplano, as alunas desenvolveram o vocabuldrio geomé-
trico, analisaram e compararam os quadrildteros, trabalharam os atributos irrelevantes
das figuras e identificaram algumas propriedades, embora predominassem as representa-
¢oes conforme as imagens mentais que possufam (protétipos). Nas tarefas realizadas no
GeoGebra, esse facto foi menos evidente, embora também tenha ocorrido, pois arrasta-
ram o vértice do paralelogramo de modo a representarem o paralelogramo obliquingulo,
indo ao encontro do verificado por Jones (1998 citado em Candeias, 2005), que realizou
um estudo onde concluiu que “os alunos tendem a modificar a figura até ficar com a for-
ma pretendida, em vez de fazerem a respetiva construgio” (p. 22) ou Vinner (1991) que
constatou que a imagem do paralelogramo, no conceito dos alunos, ¢ uma figura em que
nem todos os dngulos ou lados podem ser iguais. Parece poder concluir-se que a utiliza-
¢do de materiais diversificados, associada a tarefas adequadas, contribui para o aprofun-
damento na construgio dos conceitos.

A utilizagao de representagdes visuais evidenciou a conce¢io que os alunos tém dos
conceitos e facilitou a sua compreensio, tornando-os concretos e mais claros. Também
foi notéria a influéncia das representagoes na identificagio das propriedades dos qua-
drildteros, pois o par comegou por listar todas as caracteristicas observadas no ecra do
computador, com especial incidéncia nas medidas dos lados, Angulos e diagonais, fac-
to também verificado por Jones (1998 citado em Candeias, 2005) no seu trabalho de
investigagao.

Esta listagem indicia a dificuldade inicial das alunas em considerar uma figura como
representante de uma classe € em distinguir entre atributos essenciais e nao essenciais de
uma figura. No entanto, & medida que se avangou na experiéncia de ensino, o par focou-
se nos atributos essenciais da figura, verificando se as propriedades de uma representagio
particular se confirmavam para outras representacoes do mesmo conceito, estabelecendo
a generalizagdo e avangando, assim, no entendimento da figura como representativa da
classe.

O recurso ao arrastamento dos elementos da figura e o movimento possibilitaram
a constatacio das suas propriedades através da observagio dos invariantes geométricos,
permitindo estabelecer relagées entre os diferentes quadrildteros. Ao mesmo tempo, le-
vou a uma correta representagio mental dos conceitos geométricos envolvidos, facilitan-
do a compreensio da inclusio de classes. Pode dizer-se que as alunas desenvolveram e
aperfeicoaram conceitos geométricos e progrediram no seu raciocinio relativamente as fi-
guras geométricas ¢ respetivas propriedades. O par comegou por fazer uma classificagao
inclusiva, mas ndo hierdrquica. Porém, revelou compreendé-la, o que confirma os resul-
tados de outros estudos (Clements & Battista, 1992) que referem que, embora as crian-
cas mais novas sejam capazes de compreender inclusées de classes, tém dificuldade na sua
aceitagdo. Esta compreensio estd de acordo com resultados obtidos em outros estudos
(Leung 2008; Jones, 2000) que afirmam que o uso de soffwares interativos de geometria
pode facilitar a compreensao de uma classificacio hierdrquica dos quadrildteros, mesmo
nos niveis inferiores de van Hiele.
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Do referido, ressalta também que tanto o geoplano como o GeoGebra foram uma
mais-valia na concretizagio das tarefas sobre classificacao e na evolugio do raciocinio das
alunas podendo dizer-se que, com o auxilio das tarefas de construgio fisica no geopla-
no, com o recurso ao GeoGebra, nomeadamente a possibilidade de visualizar uma mesma
construcdo de diversas formas, juntamente com a reflexdo surgida por meio da discussio
no grupo turma, as alunas avancaram no raciocinio geométrico tendo ido além do ni-
vel visual. Deste modo, desenvolveram uma compreensio mais avangada de quadrildte-
ros, pois identificaram os seus atributos, reconheceram relagoes entre eles, construindo e
aperfeicoando conceitos geométricos.

Nota

' Uma primeira versio deste artigo foi apresentada no EIEM2013.
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Propriedades e relagbes entre quadrildteros: contributos do geoplano e do GeoGebra. Um estudo
no 4.° ano de escolaridade

esumo. Este artigo ¢ parte de um estudo com alunos do 4.° ano de escolaridade, que procurou com-
R Este artig te d tud 1 do 4.0 ano d laridade, q

preender quais os contributos do Ambiente de Geometria Dinimica (GeoGebra) e do geoplano na
compreensio das propriedades e relagoes entre quadrildteros. Para isso produziu-se, implementou-se e
analisou-se um conjunto de tarefas desenvolvidas no GeoGebra e com o geoplano, salientando o papel
das representacoes e da visualizacao na identificagio das propriedades dos quadrildteros: trapézio, para-
lelogramo, retAngulo, quadrado e losango. Atendendo ao problema em estudo, optou-se por uma meto-
dologia de investigacao qualitativa baseada em trés estudos de caso. Este artigo centra-se num dos casos
e no raciocinio que os alunos desenvolveram a volta da identificagao das propriedades de quadrildteros
quer com o geoplano quer com o GeoGebra. Como resultados, salienta-se que os alunos identificaram as
propriedades com base nas representagdes, mas focaram-se em casos particulares, de acordo com a ima-
gem mental que tinham da figura, especificamente o protétipo, indiciando a influéncia da visualizagao.
Sobressai também a dificuldade que os alunos sentiram em considerar uma figura como representante
de uma classe e em distinguir atributos essenciais e nao essenciais. Tanto o geoplano como o GeoGebra
foram uma mais-valia na concretizacao da experiéncia de ensino deste estudo.

Palavras chave: quadrildteros, propriedades, classificagio, geometria dinimica, geoplano.
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Properties and relations between quadrilaterals: contributions from geoboard and geoGebra.

A study in the 4th grade

Abstract. This article is part of a study with 4th grade pupils whose main goal was to understand whi-
ch contributions from Dynamic Geometry Environments (Geogebra) and from geoboard to the un-
derstanding of properties and relations among quadrilaterals. For that was produced, implemented
and analyzed a set of tasks developed in Geogebra and with geoboard, stressing the role of representa-
tions and visualization in identifying the properties of quadrilaterals: trapezius, parallelogram, rectan-
gle, square and rhombus. Given the problem under study, we chose a qualitative methodology based
on three case studies. This article focuses on one of the cases and reasoning that students have develo-
ped around the identification of the properties of quadrilaterals with either geoboard or with Geogebra.
As a result it is stressed that pupils identified the properties based on representations, but have focused
on particular cases, according to his/her mental image of the figure, specifically the prototype, indica-
ting the influence of visualization. It is also evident the difficulty that students felt to consider a figure
as representative of a class and distinguish essential and non-essential attributes. Both the geoboard and
GeoGebra were an added value in achieving the teaching experience of this study.

Key words: quadrilaterals, properties, classification, dynamic geometry, geoboard.
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