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Introducao

O ensino da Matemdtica vem sendo alvo de investigacoes que podem vir a favorecer as
aprendizagens em todos os niveis escolares. Como disciplina cientifica, a Matematica in-
fluencia outras dreas do conhecimento e a sua aprendizagem tem um papel relevante para
a inclusio social e o exercicio da cidadania, na medida em que, justamente, estd presen-
te em muitas das vertentes da actividade em sociedade e concorre para o seu desenvolvi-
mento. A literacia matemdtica inclui a capacidade de identificar e compreender e apre-
ciar o papel que a Matemdtica desempenha na sociedade. Seja dentro ou fora da escola,
esses fatores — a contribuicdo para outras dreas do saber, a inclusio social e a cidadania
— sdo potencializados quando o professor proporciona e faz uso de meios educacionais
eficazes e que facam sentido para o aprendiz, favorecendo, assim, a participagio nas vé-
rias dimensoes da actividade social.

A resolucio de problemas é uma actividade inerente a disciplina de Matemdtica e que
faz uso, muitas vezes, da compreensao de textos para sua resolugao como requisito pri-
meiro, nomeadamente no caso de problemas aqui denominados “verbais”. Para estes, ¢
necessario que o resolvedor ‘recupere’ o pensamento de quem o formulou e, por isso, o
modo esse pensamento foi formulado por escrito tem implicagbes na interpretagio do
resolvedor — podendo até levar a compreensdes outras distintas do idealizado original-
mente. E indicado, portanto, prudéncia na formulagio de problemas verbais a fim de que
o texto com que ¢é apresentado comunique o que se quer.

Ler um problema de Matemdtica apresentado na forma de um texto provoca dife-
rentes operagoes cognitivas, entre elas: compreender o que ¢é solicitado, selecionar dados
relevantes para a resolucdo e associar esses dados ao que jd se conhece sobre o assunto,
estabelecendo uma espécie de didlogo com o autor do texto, por forma a delinear uma
estratégia para dar resposta ao que o problema solicita. Este processo de leitura nio ¢é tri-
vial para estudantes a iniciarem-se na resolucdo de problemas, como denunciam investi-
gacoes de diferentes dreas do conhecimento. Mas, é possivel tomar algumas precaugoes
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na sua formulagio e, com isso, aumentar as chances de sucesso do trabalho docente com
a resolucao de problemas de Matemdtica, dentro ¢ fora de suas aulas.

Com esta motivacio, surgiu este artigo que tem por objetivo analisar diferentes pro-
blemas verbais de Matemdtica, discutir alguns impactos que diversas formulacoes desses
problemas podem causar sobre o desempenho dos resolvedores na sua resolugao e justi-
ficar esses impactos com explicacoes de outras dreas da ciéncia como a Psicologia Cogni-
tiva, Linguistica e Neuropsicologia. O seu foco principal, portanto, estd especificamen-
te na compreensio do texto do problema de Matemdtica, etapa inicial de sua resolugio.
Este artigo busca deste modo fornecer subsidios que apoiem a formulacio escrita de pro-
blemas verbais de Matemdtica a partir do levantamento, andlise e discussdo de contribui-
¢oes de diversos investigadores da Educacdo Matemadtica, Psicologia Cognitiva, Linguis-
tica ¢ Neuropsicologia captados de publicacoes cientificas, incorporando, nessa andlise ¢
discussdo, a experiéncia dos préprios autores.

A busca pela melhoria do conhecimento matemdtico dos alunos fez com que muitos
investigadores procurem novas propostas metodoldgicas que, por fim, foram se afirman-
do no ensino. No que & Matemdtica diz respeito, entre as mais expressivas, ao lado da re-
solugio de problemas (RP), estdo as novas tecnologias no ensino da Matemdtica (Borba
& Penteado, 2003), as aplicacoes ¢ modelagao matemdticas (Blum & Niss, 1991; Blum,
1995; Bassanezi, 2002; Biembengut, 1999; 2000; Skovsmose, 2000), o trabalho de pro-
jeto (Dewey, 1979; Kilpatrick, 1978; Rodriguez, 1988), os jogos matemdticos (Borin,
1998; Smole, Diniz & Milami, 2007), a etnomatemdtica (D’Ambrésio, 1998; 2011),
a matemdtica realista (Freudenthal, 1968, 1973, 1981, 1983) e a educacio matemdtica
critica (Skovsmose, 2001), todas com possibilidades de insercdo no trabalho com proble-
mas verbais.

No que se refere 2 RD, apesar da existéncia de muitas pesquisas sobre a sua utilizagao
no ensino da Matemdtica, alguns aspetos desta utilizagio precisam de ser reforcados ¢ ¢
necessdrio inspirar novas investiga¢des — na verdade, resolver e formular problemas ¢
grande parte do que se faz com os objetos matemdticos. Dedicaremos o préximo pon-
to ao esclarecimento de termos e conceitos necessdrios para, em seguida, apresentarmos
uma discussdo sobre a RP com enunciados verbais que sio os que aqui nos interessam.
Nos pontos seguintes trataremos, nesta ordem, da compreensio do (texto do) problema,
apresentard algumas indicagoes de uso da linguagem verbal em problemas de Matemd-
tica, esclarecerd aspetos da representagio mental na e para a resolugio de problemas na
perspectiva da Educagao Matemdtica, Psicologia Cognitiva, Linguistica ¢ Neuropsicolo-
gia. Logo depois, serdo apresentadas técnicas para o desenvolvimento da competéncia lei-
tora em problemas de Matemdtica em um tdpico intitulado “A RPVM em sala de aula”,
sucedida pela finalizagao do texto em “A concluir”.
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Alguns termos a clarificar

A iniciar, ¢ atil clarificar como alguns termos sao tratados neste artigo, a comegar por
“problema”. Assumimos a visio de Pélya (1945) de que resolver um problema significa
buscar conscientemente alguma agdo apropriada para atingir um objetivo claramente de-
finido, mas nio imediatamente atingfvel. Por outras palavras, estamos perante um pro-
blema quando nos confrontamos com uma questio que nos interessa responder ou resol-
ver e ndo dispomos previamente de uma estratégia, pelo menos completamente definida,
para o fazer. Resulta daqui assim que, por um lado, o que é um problema para alguns,
pode ndo o ser para outros, por outro lado, que todo o problema encerra uma questo,
embora, nem toda a questdo constitua um problema. Se alguém possuir antecipadamen-
te todos os meios para alcancar os fins delineados, nao hd que falar em problema, mas em
exercicio para esse alguém. Um exercicio requer de um sujeito baixo investimento cog-
nitivo, uma vez que ja estd de posse dos meios e mecanismos para o resolver, que apenas
necessita de aplicar, mais ou menos directamente.

Especificamente, problemas verbais sdo vistos aqui como os que sio formulados por
escrito, recorrendo, sobretudo, a linguagem natural, eventualmente permeada por ele-
mentos da linguagem prépria da matemdtica. Em Educagio Matemadtica, problemas ver-
bais envolvem uma narrativa, uma estéria ou um acontecimento, relatado num texto,
prioritariamente em linguagem natural, que contém informagao para os resolver no con-
texto dado, sendo, como dizem Verchaffel, De Corte & Greer (2000), descricoes textuais
de situacées nas quais as questoes matematicas sao contextualizadas. Nio sio, portanto,
o foco da nossa discussao, problemas cujo texto recorra apenas ao vocabuldrio, termino-
logia, notacoes e férmulas matemdticas ou, ainda, a frases do tipo “Determine o valor da
expressdo...” e “Resolva a equagio...” que, apesar de escritas com palavras da linguagem
natural, sdo expressdes muito préximas do vocabuldrio préprio da Matemdtica. Interes-
sam-nos problemas cujo texto seja permeado por terminologia e estruturas frasais das
duas linguagens — a natural e a matemdtica — e que possam causar algum impacto so-
bre a compreensdo desse texto. A essa compreensio, produzida a partir do texto do pro-
blema pelo sujeito que 1¢, chamaremos enunciado.

Desde j4, é importante discutir o termo “enunciado” por poder gerar ambiguidades.
Na lingua portuguesa, quando investigadores e professores de Matemdtica se referem a
problemas em geral, o termo “enunciado” ¢ entendido como a formulagio escrita ou o
texto dos problemas. Ocorre que “enunciado”, neste trabalho, serd visto & luz de um qua-
dro tedrico (Bakhtin, 1997; 2009) que atribui a esse termo uma conotagio de natureza
diferente do que a de simples expressdo escrita. Para evitarmos a confusdo, sempre que
nos estivermos a referir & formulagdo escrita, pura e simples, usar-se-4 o termo “texto”,
caso contrario, utilizaremos o termo “enunciado” no sentido de Bakhtin (1995; 1997).
Um enunciado, segundo este autor, é gerado a partir da compreensio de seu texto (leitu-
ra do texto + compreensio = enunciado). O enunciado faz emergir um conjunto de pro-
cessos psicoldgicos que, coordenadamente, resultam na elaboracio de uma representacio
mental idiossincrética pelo leitor. Esta representacio mental é o suporte interno para a
resolugio do problema. Esquematicamente:
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Assim, a elaboragao de uma representacio mental inadequada pode comprometer todo o
processo de resolugao, do que ainda mais releva a importincia do enunciado. Da leitura
do texto de um problema matemdtico podem resultar compreensoes, ¢ portanto, enun-
ciados e representagdes mentais, diversificados, daf a necessidade e importancia que tais
compreensdes favorecam representagoes mentais apropriadas a resolu¢io do problema
em questio. Kintsch & Greeno (1985) concordam com esta visio e defendem que a eta-
pa essencial na RP é a compreensio do texto do problema, estando em harmonia com o
que afirmam pesquisas que mencionaremos no curso deste artigo e com o proprio Pélya,
que inaugurou o que ficou conhecido como as quatro ctapas da RP, sendo a primeira de-
las, justamente, a compreensio do problema (Pélya, 1945). Mais recentemente, a pesqui-
sa cientifica de Comério (2012) confirmou, a nivel estatistico, a alta correlacio positiva
entre a competéncia em leitura e o desempenho em problemas aritméticos de 136 estu-
dantes regulares do quinto ano do ensino bésico brasileiro, o que pode ter que ver com
a adequagio das suas compreensées textuais (enunciados) e das representagoes mentais
geradas por eles, a partir dessas compreensoes.

Deste modo, a expressio “resolugio de problemas verbais de matemdtica (RPVM)
neste artigo, significa “resolugio de problemas de matemadtica formulados por escrito em
linguagem natural, eventualmente permeada por elementos da linguagem prépria da ma-
temdtica’. Por questdes de comodidade, manter-se-4 a expressio RPVM acreditando que
o leitor terd em mente o sentido aqui explicado.

Como dissemos, o enunciado sera visto neste trabalho no sentido de Bakhtin (1995,
1997) que o concebe como unidade bésica da linguagem e que difere do entendimen-
to de Sausurre (1966) que é o fundador da linguistica. Sausurre (1966) adotou o signo
como o ponto de partida para estudos da linguistica. Ele afirma nio ser possivel estudar
a linguagem, mas sim a lingua que compée a linguagem. A lingua, para ele, seria um ins-
trumento técnico que torna possivel o exercicio da linguagem. Bakhtin nio negou a im-
portancia do estudo da lingua, pelo contrdrio, sem ele o campo da linguagem nio teria
avangado. No entanto, reduzir ao estudo da lingua todo o conhecimento sobre a lingua-
gem, ¢ limitar as possibilidades de conhecimento dos seus usos em sociedade, no nosso
caso, da sociedade dos que lidam com a Matemdtica, por assim dizer.

»
bl

Bakhtin, diferentemente, nao ¢ visto como um linguista, mas como um filésofo da
linguagem humana por ter se debrugado sobre aspetos da linguagem sob o ponto de vista
da filosofia e que Sausurre disse ndo serem passiveis de serem estudados. O exercicio da
linguagem em sociedade — no meio juridico, nas ruas, nas comédias, nos poemas, etc,
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e na Matemdtica — ¢é o que se tem de ‘palpdvel’ para o estudo. O signo, para Bakhtin,
¢ construido a partir da linguagem e, por isso, ele nao tem um significado, mas muitos
significados, que dependem das diferentes situagbes em que seja usado e que se consti-
tuem historicamente. Exemplo disso sao as palavras “honesta” e “viciada” e os contextos
em que sdo geralmente usadas. Dependendo da experiéncia sécio-cultural do individuo
com essas palavras, certamente, os significados sio diversos. Como ilustracio, seguem os
textos de dois problemas de Matemadtica que fazem uso dessas palavras.

A urna A contém 3 fichas vermelhas e 2 azuis, ¢ a urna B contém 2 verme-
lhas e 8 azuis. Joga-se uma moeda “honesta’. Se a moeda der cara, extrai-se
uma ficha da wrna A; se der coroa, extrai-se uma ficha da wrna B. Uma ficha
vermelha é extraida. Qual a probabilidade de ter saido cara no lancamento?
(Morettin, 1999, p.23; sublinhados nossos)

Uma caixa tem 3 moedas: uma ndo viciada, outra com 2 caras e uma terceira
viciada, de modo que a probabilidade de ocorrer cara nesta moeda é de 1/5.
Uma moeda é selecionada ao acaso na caixa. Saiu cara. Qual a probabilidade
de que a terceira moeda tenha sido a escolhida? (Morettin, 1999, p.27; su-
blinhados nossos)

O signo “honesta” é comumente usado para expressar a obediéncia, de alguém ou de al-
guma organizago, as regras morais existentes e isso também pode ser visto como sendo
um padrio, uma normalidade: por exemplo, nio furtar, nao mentir, nao enganar. Ser ho-
nesta, no problema atrds apresentado, ¢ sinénimo especifico de padrao, de normalidade.
Ou seja, ‘normalmente’ uma moeda possui uma face que ¢ uma figura (cara) e outra que ¢
um valor quantitativo (coroa), isto no caso do Brasil. Ou de maneira contraria, como em
moedas antigas de Portugal: um valor quantitativo (cara) e uma figura, brasio ou armas
(coroa). Observe-se que, ainda que o significado seja o de padrio, a mudanca de pais, no
caso considerado, faz com que da compreensio do texto resultem enunciados diferentes,
conforme as normas nos diferentes paises.

A nossa experiéncia na aplica¢ido do problema em questao a estudantes de nivel supe-
rior mostrou que o texto em que estd formulado levanta obstdculos & sua compreensao ao
nivel da linguagem que ocorreram, também, no outro problema, com o signo “viciada”.
Ser viciado, no quotidiano é mais amplo do que o contexto desse texto, em que “viciada”
significa, especificamente, que estd fora dos padrdes normais. Esta compreensio modifi-
caria o resultado do problema, caso eventuais diferencas no significado de cara ou coroa
influenciassem o cdlculo das probabilidades. Dito de outro modo, as palavras “honesta” e
“viciada”, nos contextos dos problemas, guardam significados que impactam ou que po-
deriam impactar directamente sobre o resultado do problema.

Para Sausurre, a unidade bésica da linguagem ¢é o signo; para Bakhtin, o enuncia-
do. Em outras palavras, Bakhtin construiu o entendimento sobre a linguagem a partir
da compreeensio dada aos signos pelas pessoas, uma vez que essas compreensoes estao
associadas a um contexto s6cio-histdrico e isso se constitui na unidade bdsica. Metafori-
camente, Sausurre escolheu estudar o instrumento que emite os sons; Bakhtin escolheu
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estudar os sons. Um enunciado sé existe a partir dos sujeitos do discurso. O signo, con-
trariamente, dispensa esses sujeitos por nao considerar suas variagoes de compreensoes
a partir do contexto. Um enunciado, para Bakhtin e para nds, existe em local e tempo
determinados, produzido por sujeitos histéricos e de maneira idiossincrdtica. O mesmo
texto, lido pela mesma pessoa mais de uma vez, constitui-se, ou pode constituir-se, em
diferentes enunciados. Convidamos o leitor a ler o texto seguinte:

Séo retiradas uma a uma, aleatoriamente, bolas de uma urna, até se obter a
primeira bola branca. Mas, a cada tentativa, duplica-se a quantidade de bo-
las azuis existentes na urna. Sabendo que inicialmente a urna contém 4 bolas
azuis e 6 brancas, calcular a probabilidade de se obter a primeira bola branca,
no mdximo, & terceira tentativa. (Morettin, 1999, p.26)

Convidamos, mais uma vez, a 1é-lo. A segunda leitura deu, ou pode dar, origem a um
novo enunciado, lido em tempos diferentes, por um sujeito histérico e que possui idios-
sincrasias. Isso porque se houver, na segunda leitura, captagio de mais informacgao que
conduza a reformulagio da representagio interna anterior. Dois resolvedores de proble-
mas experientes produziriam enunciados diferentes para o mesmo texto. Investigadores,
como Sternberg (2000), Krutetskii (1976), Johnson-Laird (1983) e Rodrigues, Dias &
Roazzi (2002) constataram que uma das caracteristicas de experientes resolvedores de
problemas ¢ realizar vdrias leituras antes de se lancar nas etapas seguintes da resolucio.
O investimento cuidadoso nessa etapa — a elabora¢io de um enunciado — se constitui,
como dito antes, em termos psicoldgicos, nas condicdes primeiras para a formagio de
uma representagio que apoiard o sujeito nessa tarefa. Em suma, o enunciado é um acon-
tecimento que transcende os aspetos técnicos fornecidos pela lingua, fazendo acontecer a
linguagem nos termos bakhtinianos, dai, a op¢ao por essa teoria.

Para encerrar este tépico, apresentamos na Tabela 1 um resumo dos principais termos
necessdrios para o entendimento deste artigo:

Tabela 1. Termos que esclarecem o entendimento do artigo.

Termos Esclarecimentos/Significados

Enunciado Compreensio produzida a partir do texto do problema.

Problema Questdo que interessa responder ou resolver e nao se dispde previamente
de uma estratégia, pelo menos bem definida, para o fazer.

Problemas Problemas formulados por escrito, recorrendo, sobretudo, a linguagem

verbais natural, eventualmente permeada por elementos da linguagem prépria da

matemadtica, envolvendo uma narrativa, estéria ou acontecimento relata-
do num texto com informacio para os resolver no contexto dado, em que
estdo subjacentes as relacoes matemdticas necessdrias para a sua resolucio.
Por exemplo: Eu tenho o dobro da idade que tu tinhas quando eu tinha a
tua idade. Quando tu tiveres a minha idade, a soma das nossas idades serd
de 45 anos. Quais sao as nossas idades?

Texto Formulagio escrita, pura e simples.
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Sobre a Resolugio de Problemas

E il sublinharmos alguns aspetos relevantes sobre a RP. Autores como Pélya (1945,
1981), Schoenfeld (1985, 1992) e Gagné (1985) consideram que aprender a resolver
problemas ¢ o tipo mais elevado de aprendizagem, nao s6 porque se aprende a resolvé-lo,
como se aprende concomitantemente com a resolucio que se realiza, uma vez que a RP
exige a elaboracio de algo novo para quem resolve o problema. Esse ‘novo’ pode ser, por
exemplo, ao nivel dos conceitos, relagoes, propriedades ou estratégias.

Desde a divulgacio dos estudos de Pélya, a RP vem sendo foco de investigacdes con-
siderada como tema central na Matemdtica e na Educagio Matemdtica. No meio educa-
cional, Schoenfeld (1992) afirma que esse reconhecimento ocorreu a partir dos anos 80
do século passado com insercoes timidas de alguns aspetos nos curriculos matemdticos
que a valorizasse. Os anos seguintes foram marcados por crescentes envolvimentos de
educadores em torno do tema, impulsionados tanto por forgas externas — por exemplo,
avangos na inteligéncia artificial —, como por razdes inerentes ao préprio desenvolvimen-
to curricular e do processo de ensino, como foi no caso da opgio pela Matemdtica Mo-
derna que orientou o curriculo dos anos 50 aos anos 70 do séc. XX — e em alguns paises
chegou mesmo aos anos 80 — ¢ que viria a ser objeto de criticas profundas e variadas ao
nio promover o sucesso dos alunos em Matemdtica, nomeadamente no que concerne ao
desenvolvimento da compreensao e do pensamento matemdticos.

Neste contexto, os estudos de Pélya, ao longo dos tempos, mantiveram-se como
uma sélida referéncia para investigadores e professores interessados no tema. Para Pdlya
(1945), a resolugio de um problema de Matemdtica é um processo composto por quatro
etapas: 1 — a compreensio do problema; 2 — a elaboragio de um plano para sua reso-
lugio; 3 — a execugio do plano, e; 4 — anilise retrospectiva (looking back). Estas etapas
atrafram a atencio, tanto de investigadores em Educacao Matemdtica, como em Psicolo-
gia Cognitiva que, a partir das premissas de Pélya, acrescentaram importantes ingredien-
tes, que a seguir abordamos, trabalhando-os em investigacoes que culminaram em outras
propostas tedrico-educacionais .

Entre os primeiros — os investigadores em educag¢iao matemdtica — alguns viram a
RP como uma estratégia metodolégica capaz de propor o problema como via do proces-
so de ensinar e de aprender objetos matemdticos, favorecendo a producao de significados.
Sdo exemplos, Schoenfeld (1985, 1987, 1992, 1996) e Romanatto (2012), sendo que o
primeiro, a partir dos estudos de Pélya e das suas préprias pesquisas, sugeriu seis etapas
para a andlise dos protocolos na RP: 1 — leitura; 2 — andlise; 3 — exploragio; 4 — planea-
mento; 5 — implementa¢io e; 6 — verificagao (Schoenfeld, 1985, p. 294).

Por sua vez, os psicélogos cognitivistas viram na investigacao envolvendo a RP, uma
possibilidade de estudo da habilidade matemdtica (varidvel psicoldgica), com grandes
possibilidades de influenciar positivamente o ensino e a aprendizagem da matematica es-
colar, pois, como reconhece Romanatto (2012, p. 301), “na aprendizagem matemdtica,
os caminhos iniciais da aprendizagem so de natureza psicolégica”. E o caso de Johnson-
Laird (1983, 1992), psic6logo americano, e de Krutetskii (1976), psicdlogo russo. Kru-
tetskii considera trés grandes processos mentais envolvidos na RP: 1 — compreensio do
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problema; 2 — processamento da informacio e; 3 — retencio da informacao; Johnson-
Laird, por sua vez, foi fiel as quatro etapas de Pélya. Outros investigadores seguiram li-
nhas de pensamento préximas destas, cada um a seu modo, apoiados nas premissas de
Pélya que, pelo seu lado, pode ter inaugurado na Matematica ideias adaptadas de Wallas
em 7The Art of Thought e outros investigadores em Psicologia, como deixa a entender
Mayer (Wallas, 1926, apud Mayer, 1977, p.88).

Sternberg (2000), outro psicélogo cognitivista, desdobrou em sete as etapas de Pélya:
1 — identificagdo do problema; 2 — definicdo e representagio do problema; 3 — formu-
lagdo da estratégia; 4 — organizacio da informacio; 5 — alocacdo de recursos; 6 — moni-
torizagdo, ¢; 7 — avaliagdo. Sternberg nio formulou estas etapas especificamente para a
Matemitica, mas para a RP em geral. Observe-se que, neste tltimo autor, a fase da com-
preensao do problema de Pélya se encontra desdobrada na identificagdo e na definicio e
representagao do problema. H4, contudo, um novo ingrediente — a representagio — e
¢ nesta varidvel que nos apoiaremos teoricamente para reforcar, ou mesmo explicar, a pri-
meira etapa de Pélya, agora, a luz da Psicologia Cognitiva. A representagio mental, neste
trabalho, serd explorada com maior profundidade em meio as andlises dos problemas que
virio mais a frente.

Ainda sobre a primeira fase da RP, importa clarificar que Pdlya nio se debrugou so-
bre aspetos tedricos da linguagem, ou seja, sob a perspectiva da Linguistica, muito me-
nos sobre elementos psicolégicos, mas sobre 0 modo como conduzir essa fase por forma
a auxiliar os alunos na elaboracio de seus enunciados (e, portanto, de suas compreensées)
e, consequentemente, a elaborar suas representagdes mentais necessdrias a resolucio do
problema. Este nosso artigo se preocupa com essa fase, mas restritamente no que diz res-
peito aos aspetos da linguagem. A fase da compreensio do problema, segundo Pdlya, é
mais abrangente do que aqui iremos discutir.

A elaboragio tedrica sobre a RP que procurdmos empreender com este estudo recor-
rerd a todos os investigadores mencionados, cujas opg¢bes na investigagio e teorizagio
neste dominio consideramos harmdnicas, apesar das especificidades de cada uma.

A compreensao do (texto do) problema

Antes de iniciarmos a discussio sobre a compreensio de textos de problemas de Mate-
matica, é Gtil apresentar o resultado de uma pesquisa realizada por Abedi & Lord (2001)
que mostra a importincia da linguagem na RPVM. Esses autores tomaram problemas
verbais de Matemadtica do National Assessment of Educational Progress (NAEP) que ava-
lia 0 desempenho de alunos norte-americanos nessa disciplina escolar, e os reescreveram
com estrutura verbal mais simples, reduzindo a sua complexidade, de acordo com indi-
cagoes de profissionais dessa drea, sem alterar a proposta matemdtica. Em entrevistas in-
dividuais, 36 estudantes do oitavo ano foram solicitados a apenas escolher entre a forma
original e a outra modificada em seu texto (os textos modificados dos problemas nao alte-
ravam a proposta inicial matemdtica) de quatro problemas que lhes foram apresentados.
A escolha deveria estar pautada em uma tomada de decisdo rédpida, sem grandes reflexoes
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sobre os textos dos problemas. Em seguida, o pesquisador pedia que lessem os problemas
em voz alta e identificassem palavras ou trechos que considerassem dificeis ou confusos.

Os resultados revelaram que a maior parte dos estudantes preferiu os textos modifi-
cados, alegando serem mais familiares, por fazerem mais sentido, por darem ideia clara
do que se deve fazer, por serem mais curtos e por nao haver palavras complicadas como
“setor” e “aproximagio’. Por outro lado, os que preferiram os textos originais alegaram
serem mais interessantes ou mais desafiadores. Importa ainda mencionar que, na leitura
dos problemas em voz alta, os pesquisadores observaram que os alunos faziam pausas em
palavras nao familiares ou em expressdes que interrompiam, de algum modo, o fluxo de
compreensao, tais como: “certos’, “referéncia’, “codo” ¢ “particular”, além de relerem tre-
chos substituindo a voz passiva por voz ativa.

Em seguida, esses autores propuseram a resolugio de vinte e cinco problemas de Ma-
temdtica do NAEP a 1.174 estudantes de oitavo ano. Alguns eram proficientes em lin-
gua inglesa, outros nao. Um grupo recebeu dez problemas com textos originais ¢ dez com
textos modificados. Outro grupo recebeu os problemas com textos originais do primeiro
grupo, agora modificados e, os dez problemas com textos modificados deste grupo, ago-
ra originais. Além desses vinte problemas, outros cinco com formulagées consideradas
nao problemdticas em termos textuais, compuseram o teste dos dois grupos com fins de
controle. Os testes foram cuidadosamente avaliados no sentido de apresentarem a maior
similaridade possivel com o tipo ¢ nimero de complexidades verbais, presenca/auséncia
de diagrama ou qualquer outro apelo visual etc.

Os resultados mostraram que os estudantes nao proficientes em lingua inglesa apre-
sentaram desempenho significantemente menor que os proficientes. Além disso, mais de
mil estudantes apresentaram altas pontuagoes nos problemas com os textos modificados.
Por fim, os pesquisadores tendem a crer que os textos linguisticamente reestruturados
afetam o desempenho dos resolvedores, em particular dos nao proficientes.

Sublinhamos a conclusio a que chegaram Abedi & Lord (2001) sobre o fato de, pos-
sivelmente, os textos linguisticamente modificados nio causarem grandes impactos sobre
estudantes com alto desempenho em Matemadtica e/ou com grande habilidade em leitura
e que as modificagoes sugeridas sejam mais eficazes para resolvedores iniciantes. E é com
esses iniciantes que devemos nos preocupar mais, sejam eles do nivel de escolarizacao que
forem, ao os supormos, eventualmente, principiantes em propostas novas de RB mesmo
sendo experientes em outras, como ¢ possivel ter sido o caso dos estudantes de nivel su-
perior que apresentaram dtvidas perante as palavras “honesta” e “viciada’.

A pesquisa de Abedi & Lord (2001) estd em sintonia com outras investigagoes que
tomaram a mesma dire¢io, mas agora com a Lingua Portuguesa (Smole & Diniz, 2001)
e, por isso, servirdo de apoio para a discussio que pretendemos. Para esta discussio —
sobre a compreensio do texto do problema —, considere os quatro problemas verbais de
Matemitica (problemas 1, 3, 4 ¢ 5), e um (problema 2), que a seguir apresentamos por
conterem palavras que requerem significacoes especificas da linguagem matemdtica e que
podem ter comprometido a compreensio dos estudantes. Todos os problemas foram ex-
traidos de itens das Provas Brasil' que se propoem avaliar o desempenho dos estudantes
do quinto e nono anos (estudantes com 10 e 11 anos e com 14 e 15 anos de idade, res-



144 Maria Alice Veiga Ferreira de Souza, Henrique Manuel Guimardes

pectivamente) da educacio bdsica de todas as escolas brasileiras. Os quatro primeiros
problemas (1 a 4) foram extraidos da prova realizada pelos estudantes do quinto ano, o
quinto (5) e o ultimo, da prova para estudantes do nono ano. As provas envolvem ques-
toes de Lingua Portuguesa (ensino e préitica da leitura) e de Matemdtica (resolugao de
problemas) nos dois niveis escolares mencionados e com os resultados dessas provas visa-
se, entre outros objetivos, promover a reflexio de docentes sobre a prética do ensino da
leitura e da resolucdo de problemas de Matemdtica. Na leitura dos problemas, sugerimos
que o leitor “esvazie” sua mente dos conceitos matemdticos que j4 tenha desenvolvido.
Esse exercicio o aproximard do entendimento dos alunos que compuseram a amostra da
Prova Brasil.

Problema 1: Marcelo fez a seguinte planta da sua sala de aula:

Quadro-negro

—1
Professora

Marcelo
1

Carla Marcia Bruna ««—— Janela

Porta ]

Rafael

I I I:!
)

Q

<)

=

<

o

L1
1

Das criancas que se sentam perto da janela, a que senta mais longe da professora ¢
(A) o Marcelo.

(B) a Luiza.

(C) o Rafael.

(D) a Tania.

Aparentemente, este e os préximos quatro textos dos problemas parecem nio conter
qualquer tipo de dificuldade. Além disso, muitos se assemelham com os que costumamos
encontrar em livros diddticos e salas de aula de Matemdtica.

O primeiro problema pede que o aluno de quinto ano identifique a crianga que senta
mais longe da professora, mas restringe a escolha impondo a condicio de que seja a que
se sente perto da janela. Somente 37% dos estudantes disseram ser Rafael e outros 34%
apontaram Ténia. Considerando serem estudantes em processo de formagio como resol-
vedores de problemas, tendo em vista que a elaboragio do enunciado — compreensao
do (texto do) problema — é a primeira etapa dessa caminhada e que o resultado da Pro-
va Brasil de Lingua Portuguesa nao atingiu as metas tragadas para o perfodo, o texto “das
criancas que se sentam perto da janela, a que senta mais longe da professora ¢”, pode ser
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um obstdculo para alguns alunos, além da compreensio da planta. H4 dois segmentos na
frase: “das criancas que...” e “a que senta mais longe” separados por uma virgula. Pelas
indicacoes de Abedi & Lord (2001), bem como de Smole & Diniz (2001), melhor seria
que o texto estivesse em uma ordem mais direta: “Qual crian¢a que se senta perto da ja-
nela estd mais longe da professora?”. O modo como o problema foi apresentado, desta-
cou para alguns o fato de a crianca estar mais longe, ¢ esquecerem que seria somente en-
tre as criancas que estavam perto da janela, provavelmente por isto ser a tltima coisa que
¢ dita na frase e, portanto, a que prevaleceu na meméria de curto prazo.

Analisando com um pouco mais de profundidade e detalhe o texto deste problema,
outras sugestoes de alteragio poderiam tornd-lo ainda mais compreensivo, por exemplo,
ao tornar Marcelo uma referéncia no contexto dado, uma vez que ele se encontra na plan-
ta. Veja-se a seguinte alternativa: “Marcelo desenhou a sala de aula onde ele estuda. Ele
desenhou as carteiras dos seus colegas, a mesa da professora, a porta e a janela. Olhe o
desenho que Marcelo fez e responda: Qual colega que se senta perto da janela estd mais
longe da professora?”.

Problema 2: Abaixo, estao representados quatro poligonos.

Retingulo TriAngulo Trapézio Hexdgono

Qual dos poligonos mostrados possui exatamente 2 lados paralelos e 2 lados nao paralelos?
(A) Retangulo
(B) Tridngulo
(C) Trapézio
(D) Hexdgono

O segundo problema, apesar de nio se tratar exatamente de um problema verbal nos
moldes que antes definimos, ¢ digno de andlise neste artigo pelas relagoes que suscita en-
tre a compreensio de palavras e a compreensao sobre a configuragio de figuras geométri-
cas. O problema pede o reconhecimento de paralelismo e nao paralelismo entre lados de
poligonos. 38% dos estudantes escolheram a resposta considerada correcta: o trapézio.
26% que optaram pelo retAngulo ¢ 14% pelo hexdgono, e 0 que chama a atencio, sob o
ponto de vista da linguagem, sdo justamente estas opgoes.

Considerando os poligonos da figura que acompanha o texto do problema, o retan-
gulo possui dois lados paralelos e quatro pares de lados nio paralelos (os pares de lados
consecutivos). O hexdgono possui trés pares lados paralelos e vérios pares de lados nio
paralelos. Nio fosse a palavra “exatamente”, essas op¢oes estariam corretas. Repare-se
que a palavra “exatamente” no dia a dia também ¢ usada para validar algo (p.ex.: Era
exatamente isso!), ou para dar énfase (p.ex.: Trate-os exatamente como quer que eles o
tratem.). Na Matemdtica, todavia, o uso desta palavra restringe-se ao significado de exa-
tiddo, o que deixa o trapézio como unica possibilidade de resposta correta, no entanto,
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o trapézio possui mais de dois lados nao paralelos. Na verdade, em rigor, nenhuma das
alternativas serve, devia perguntar-se: ‘Qual dos poligonos mostrados possui exatamente
dois lados opostos paralelos e dois lados opostos nio paralelos?’. O fato é que, matemd-
ticos e professores, em situagdes como estas, subentendem que esto a referir-se a ‘lados
opostos’, ou a ‘lados ndo consecutivos’ (no caso dos quadrildteros). De todo modo, acre-
ditamos que o engano tenha se dado, sobretudo, pelo significado (nio) atribuido i pala-
vra ‘exatamente’. O docente pode e deve trabalhar o sentido de palavras como essas em
suas aulas de Matemdtica, pois elas estao carregadas de aspetos conceituais a depender de
cada contexto, inclusive fazendo-os variar. Qualquer reescrita do texto desse problema
que pega ‘exatamente’ dois lados paralelos e dois lados nao paralelos, poderd deixar mar-
gem a dividas, caso ao termo “exatamente” nio seja atribuido um significado por todos
partilhado, no caso que nos interessa, o significado matemdtico.

Problema 3: A figura abaixo foi dada para os alunos e algumas criangas resolveram
amplid-la.

Veja as ampliacoes feitas por quatro criangas:

&AL A A

Ana Célia Bernardo Diana

Quem ampliou corretamente a figura?
(A) Ana
(B) Bernardo
(C) Célia
(D) Diana

O terceiro problema obteve 56% de acertos. Pensando nos outros 44%, vimos que a pa-
lavra “ampliar” pode ter sido a vila para estes alunos. Novamente, no dia a dia, essa pala-
vra significa aumentar, estender, dilatar, acrescentar. Na Matemdtica, em geral, essa pala-
vra significa que o aumento ¢ o mesmo (percentualmente) em todas as dire¢oes. Dizemos
“geralmente”, pois no contexto da Algebra Linear, essa palavra necessitaria ser especifi-
cada, por se poder dilatar objetos em uma dnica diregao, duas, trés ou até mais, como
¢ o caso de objetos ndo euclidianos. Nao ¢ esse o caso, claro, apenas mencionamos para
destacar a importincia da preocupagio com a palavra. Considerando que o problema foi
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proposto para estudantes de quinto ano, e que nio teriam ainda se apropriado do signifi-
cado matemdtico de palavras como ‘ampliar’, que também tém uso corrente, mas distin-
to, uma possibilidade de alteragio do texto do problema, que minimize os efeitos even-
tualmente negativos de compreensoes ‘ndo matemdticas’ de tais palavras, serd explicar o
que significam matematicamente, caso nio haja intervencao direta do docente. No caso
em questdo, uma vez que se trata de um poligono regular, poderia ser: “A figura abaixo
foi dada aos alunos e algumas criancas resolveram amplid-la, ou seja, aumentaram igual-
mente todos os lados da figura”.

Problema 4: Uma pessoa faz caminhadas em uma pista desenhada em um piso quadricu-
lado, no qual o lado de cada quadrado mede 1m. A figura abaixo representa essa pista.

Tm

Tm

Quantos metros essa pessoa percorre a0 completar uma volta?
(A) 36m

(B) 24m

(C) 22m

(D) 20m

O quarto problema diz que a figura representa a pista onde uma pessoa faz caminhadas,
mas nao menciona que ela estd assinalada pela linha preta mais grossa, deixando a cargo
do aluno essa compreensio. Isso pode explicar o fato de 43% dos estudantes terem opta-
do por 36m como resposta, que ¢ a drea do maior quadrado. Apenas 23% responderam
corretamente e, ainda, 24% disseram ser 24m, por terem, provavelmente, considerado o
perimetro do quadrado maior ou contado os quadrados delimitados pela linha mais gros-
sa. E possivel, ainda, para as respostas incorretas tenha concorrido uma confusio muito
corrente: a confusio entre 4rea e perimetro.

Por tudo isso, uma sugestdo que poderd favorecer uma compreensio adequada do
texto seria: “Imagine que vocé estd caminhando dentro de uma sala e o piso dessa sala ¢
de azulejos quadrados. Imagine que essa sala é parecida com o desenho abaixo. Veja que
cada azulejo mede 1m de lado. A linha mais escura é o percurso a caminhar. Observando
a linha mais escura, quantos metros vocé caminhar4 se der uma volta completa?” E pre-
ciso ter cuidado com os conectivos, pois eles subordinam e coordenam novas oragdes, o
que pode acontecer também com os pronomes, ¢ isso, por vezes, confunde o leitor. Re-
pare por exemplo que, no texto do problema dado, a expressio “no qual” se refere a “piso
quadriculado” que antecede essa expressdo. Seria melhor repetir “piso quadriculado”,
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iniciando uma nova frase “No piso quadriculado o lado de cada quadrado...”. O que ¢é
6bvio para uns, pode ndo ser para um iniciante em RPVM.

Problema 5: Num cinema hé 12 fileiras com 16 poltronas e 15 fileiras com 18 poltronas.
O ndmero total de poltronas ¢

(A) 192
(B) 270
(C) 462
(D) 480

O quinto problema foi proposto a alunos do nono ano. Apesar de 57% terem respondi-
do corretamente, Abedi ¢ Lord (2001) observaram que a palavra ‘total’ foi uma das que
interrompeu o fluxo de leitura dos alunos americanos de oitavo ano, demonstrando difi-
culdades em sua compreensao. Baseados nessa pesquisa, o texto do problema ficaria mais
adequado do seguinte modo: “Num cinema hd 12 fileiras com 16 poltronas e 15 fileiras
com 18 poltronas em cada fileira. Quantas poltronas hd nesse cinema?”.

A andlise que atrds apresentamos dos cinco problemas da Prova Brasil estd apoiada em
investigagdes e autores como Abedi & Lord (2001), Aiken (1971, 1972), Butes (1997)
e Smole & Diniz (2001), além das teorias antes mencionadas que sustentam que a ha-
bilidade na compreensio dos textos de problemas matemdticos influencia no desempe-
nho na sua resolugio (Pélya, 1981; Schoenfeld, 1985; Mayer, 1977; Sternberg, 2000;
Johnson-Laird, 1983; Krutetskii, 1976). Investigacoes sobre os efeitos da linguagem no
desempenho na RP tém sido reconhecidos hd anos e merecem ser coletados e sistemati-
zados, tal como sugeriu Aiken na década de 70 do séc. XX. Vém também no mesmo sen-
tido os trabalhos de Abedi e Lord (2001), Suydam (1977), David & McKillip (1977),
Kotovsky, Hayes & Simon (1985), Butts (1997) e de Correia (2013), entre outros, que
serdo objeto de discussio no préximo tépico.

Algumas indicagées de uso da linguagem verbal em problemas
de Matemaitica

Antes de mencionarmos as pesquisas sobre a formulagio de textos de problemas de Ma-
temdtica, vale dizer que ndo se defende aqui que eles devam ser simplesmente alterados
para favorecer a compreensio de alunos principiantes em RP mas, sobretudo, pela ne-
cessidade de agregar ao trabalho docente a formacao de estudantes em RPVM, e isso in-
clui 0 amadurecimento da compreensio de uma linguagem especifica, como ¢ o caso da
linguagem matemdtica, mesmo que escrita verbalmente. E preciso planejar um trabalho
que v4 de problemas com estruturas frasais simples a problemas com estruturas frasais
complexas, como um continuum. As préximas indicacoes fornecem subsidios ao trabalho
docente nesse sentido.
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O trabalho docente é um diferencial importante para iniciar os alunos na RPVM.
Fonseca & Cardoso (2005), por exemplo, reforcam que as dificuldades de alunos em
compreender um problema verbal de Matemdtica estdo também ligadas & auséncia de um
trabalho especifico do professor com o texto do problema. Dizem, ainda, que o estilo de
escrita desses problemas e a insuficiéncia/deficiéncia de compreensio de conceitos e ter-
mos especificos da Matemdtica constituem-se em obstdculos para as fases seguintes da RP.

A simples modificagio dos textos dos problemas sem associagio 4 intervengio do pro-
fessor pode ser inécua. Do mesmo modo pensam Smole & Diniz (2001) ao realgarem
que a aprendizagem depende da compreensio do que ¢é lido, nao bastando pedir aos alu-
nos que leiam e nem que entreguemos essa tarefa as aulas de lingua materna. Todas as dis-
ciplinas devem tomar para si a atribuicdo de formar leitores, muito antes ou em paralelo
a0 ensino especifico de contetddos quaisquer. Assim, concretamente, a Tabela 2 apresenta
caracteristicas linguisticas a serem evitadas/substituidas em textos de problemas ofereci-

dos a estudantes iniciantes em RPVM, seguidas de exemplos, apresentados por Abedi &
Lord (2001).

Tabela 2. Caracteristicas linguisticas a serem observadas em RPVM.

Caracteristicas linguisticas Como é no texto...

do texto

Como sugerem ser...

Evitar palavras ndo familiares  ...certa referéncia de

A companhia de Mack...
a0 vocabuldrio discente ou do  companhia...

cotidiano;

Usar a voz ativa no lugar de
voz passiva; preferéncia pela
sequéncia: sujeito, verbo e
complemento, sempre que

Se uma bola de gude ¢ reti-
rada de um saco...

Se vocé pega uma bola de
gude de um saco...

possivel;

Evitar longas sentencas ou tre- O padrio de ganho O padrio acima
chos que podem ser encurta-  de peso de filhotes de representado. ..
dos sem perdas seminticas; cachorro...

Substituir oracées condicio-
nais por sentengas separadas
ou alterar a ordem da condicao
com a da oracio principal;

Se duas baterias na amos-
tra foram encontradas
descarregadas. ..

Ele encontrou duas ba-
terias descarregadas na
amostra...

Remover as oragoes relativas
ou reformuld-las;

Qual o niimero total de
jornais que Lee entrega em

5 dias...

Quantos jornais ele entrega
em 5 dias...

Alterar complexas frases in-
terrogativas por frases mais
simples;

Qual a melhor aproxima-
¢ao do ntmero...

Aproximadamente,
quantos....

Tornar as apresentagées abs-
tratas ou impessoais mais
concretas.

...2.675 radios foram
vendidos...

...2.675 radios que Jones
vendeu. ..

Fonte: Abedi & Lord (2001)
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Outros avancos seguiram a partir das sugestoes de Pdlya (1945) para a fase da compre-
ensio do problema, ou seja, a formulacio de perguntas do tipo: O que ¢ desconhecido?;
O que é dado?; Qual ¢ a condicionante? etc. Suydam (1997), além de aspetos citados por
Abedi & Lord, informa que a complexidade frasal do texto do problema e a apresenta-
¢io da informagio numa ordem que nio ¢ a mesma da que serd usada para a resolucio
do problema, tornam a compreensio mais dificil. A Tabela 3 exp6e dois textos de pro-
blemas, ilustrativos dos aspectos agora apontados por este autor que podem dar origem a
dificuldades de compreensao por parte dos alunos:

Tabela 3. Caracteristicas linguisticas que dificultam a RPVM.

Caracteristicas linguisticas Texto original

Estrutura frasal complexa Eu tenho o dobro da idade que tu tinhas quando eu
tinha a tua idade. Quando tu tiveres a minha idade, a
soma das nossas idades serd de 45 anos. Quais sdo as
nossas idades?

Informagio nio estd apresentada Em um jogo, Ana ganhou 10 figurinhas e agora estd
na ordem em que serd usada. com 25. Quantas figurinhas ela tinha antes do jogo?

Fonte do problema das idades: www.somatematica.com.br.

O problema das ‘figurinhas’ ¢ da nossa autoria.

A primeira frase do texto do primeiro problema (Eu tenho o dobro da idade...) retine
informacoes do presente ¢ do passado sobre as idades de duas pessoas, tornando a fra-
se complexa para iniciantes em resolucio de problemas. Essa frase relaciona a idade, no
tempo presente, de quem fala, com a idade de quem ouve, hd uns anos atrds. Na sequén-
cia, a segunda frase informa que a soma das idades de quem fala e de quem ouve serd de
45 anos em um tempo futuro, ao usar as palavras “quando” e “serd”, deixando essa con-
clusio a cargo do leitor.

A complexidade do problema nio parece estar nas equagoes matemdticas ali implici-
tas, mas sim, na compreensio da imbricada relagdo textual apresentada pelos diferentes
tempos verbais e do advérbio “quando”, principalmente. A esse propésito, concordamos
com Abrantes (1988; 1989) de que este tipo de problemas tem seu valor educativo, mas
ele deve ser reduzido s suas devidas proporgoes. Nesses casos, a resolucio reduz-se a tra-
ducio textual. Uma alternativa que minimize os efeitos desses constrangimentos poderia
ser: Eu tenho o dobro da idade que vocé tinha tempos atrds. Naquela época, eu tinha a idade
que vocé tem hoje. Quando vocé tiver a idade que eu tenho hoje, as nossas idades somardo 45.
Quais sdo as nossas idades?

O problema das figurinhas nio estd disposto segundo a ordem natural de ocorréncia
temporal, o que dificulta a organizacio mental de resolvedores principiantes. Primeiro
temos figurinhas (1), depois ganhamos/perdemos figurinhas (2) e, por fim, temos um sal-
do de figurinhas (3). O texto original parte do ganho de figurinhas e apresenta o resulta-
do apds um jogo e, s6 depois pergunta a quantidade inicial de figurinhas. Essa proposta



A formulagio de problemas verbais de matemdtica: porqué e como 151

usa as etapas (2), (3) e (1). Uma reescrita que siga a ordem temporal, (1), (2) e (3) seria:
Quantas figurinhas Ana tinha no inicio do jogo se agora estd com 25 e ganhou 10 figurinhas
no jogo?

Suydam (1977) também afirma que a presenga de nimeros grandes pode ser um fa-
tor de dificuldade para iniciantes. Para ilustrar esse caso, recorremos a Davis & Mckillip
(1977) que sugerem problemas com niimeros pequenos e elaboragio verbal que vé do
simples ao complexo, paulatinamente, para resolvedores que se mostrem confusos. A Fi-
gura 2 exibe os modos de tratar o mesmo problema, em que o grau de dificuldade com
nimeros diminui para a direita, por um lado e, o grau de complexidade na leitura dimi-
nui para baixo, por outro.

Simplificando nimeros ---->

<---- Simplificando a leitura

Uma loja de artigos esportivos tem
247 bolas de beisebol ao preco de
2,37 délares cada uma e 142 bo-
las de softball ao prego de 3,84 dé-
lares cada uma. Qual é o prego to-

tal das bolas de beisebol e softball

disponiveis?

Uma loja de artigos esportivos tem 3
bolas de beisebol ao preco de 1 dé-
lar cada uma e 4 bolas de softball ao
preco de 2 délares cada uma. Qual ¢
o prego total das bolas de beisebol e
softball disponiveis?

247 bolas de beisebol a 2,37 délares
cada uma e 142 bolas de softball a

3,84 ddlares cada uma, quanto cus-

tam todas juntas?

3 bolas de beisebol a 1 délar cada
uma e 4 bolas de softball a 2 déla-
res cada uma, quanto custam todas
juntas?

Figura 2. Grandeza dos nimeros versus complexidade de leitura na RPVM.

Fonte: Davis & Mckillip (1977, p.117, com adaptagbes)

Continuando a abordagem sobre os impactos da escrita de textos de problemas de Ma-
temdtica sobre a compreensao de alunos iniciantes como resolvedores de problemas, des-
tacamos a investigagdo realizada por Kotovsky, Hayes & Simon (1985). Esses pesquisa-
dores formularam cinco diferentes textos para o problema da Torre de Hanéi com trés
discos, ou seja, cinco problemas chamados isomérficos — tém a mesma estrutura, mas
diferem na apresentagio — e os propuseram a estudantes. Os resultados revelaram que,
dependendo da maneira como eles eram formulados, os tempos de resolugao variaram
de 1,83 2 29,39 minutos. O problema tradicional de movimentagio de trés discos foi o
que, em média, menos tempo levou o problema intitulado “A Monster Change Problem”
(Tabela 4) foi o que consumiu o mais tempo.
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Tabela 4. O problema da Torre de Handi e seus isomérficos.

Torre de Hanéi Ha4 trés discos todos de didmetro diferente e trés torres. As torres
estao identificadas como A’, ‘B’ e ‘C’. Todos os discos sio colo-
cados inicialmente na primeira torre (torre ‘A’). Nenhum disco
pode ser colocado sobre um disco menor. Vocé s6 pode mover
um disco de cada vez. Passar todos os discos da torre ‘A’ para a

torre ‘C’.
Um problema Trés monstros extraterrestres com cinco maos estavam seguran-
da mudanca dos do trés globos de cristal. Devido as peculiaridades da mecanica
monstros quantica de sua vizinhanga, ambos, monstros e globos, toma-

ram exatamente trés tamanhos, nio havendo qualquer outro:
pequeno, médio e grande porte. O menor monstro segurava o
globo de tamanho médio, o monstro de tamanho médio segu-
rava o globo grande; e o maior monstro segurava o menor glo-
bo. Esta situac¢io feriu o senso de simetria bem desenvolvido dos
monstros, e eles comecaram a encolher e dilatar os globos, a fim
de que cada monstro tivesse um globo proporcional ao seu pré-
prio tamanho.

As regras dos monstros complicaram a resolugio do problema,
uma vez que exigiram que:

1 — Apenas um globo de cada vez pode ser alterado;

2 — Se dois globos tém 0 mesmo tamanho, s6 o globo segurado
pelo maior monstro pode ser mudado; e

3— Um globo nao pode ser alterado para o mesmo tamanho
que o globo do monstro maior.

Por que sequéncia de mudancas conseguiriam os monstros re-
solver este problema?

[Seu primeiro objetivo deve ser o de cuidar do menor monstro
(ou seja, fazer com que seu globo seja o do tamanho certo).] Esta
indicagdo aparece apenas como uma dica.

Fonte: Kotovsky, Hayes & Simon (1985, p.251) para o problema “A Monster Change Problem” e pré-
pria para Tower of Hanoi (tradugio nossa).

O problema da Torre de Hanéi é comumente usado em aulas de Matemdtica ao se pe-
dir a expressao que descreve o niimero minimo de movimentos quando se tem 7 discos.
Apesar de a linguagem nao ter sido exatamente o foco da pesquisa de Kotovsky, Hayes
& Simon, seus resultados vém ao encontro de nossos interesses. Também Butts (1997,
p-32-33) que, do mesmo modo, ndo estudou exatamente a linguagem em problemas de
Matemdtica, nos deixou trés problemas que nos parecem utéis para a nossa discussao:

Problema 1 — Seja d(n) o niimero de divisores positivos do inteiro n. Prove que d(n) é impar
se e somente se n é um quadrado.
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Problema 2 — Quais sdo os inteiros positivos que tém um niimero impar de fatores? (Justi-
Jfique sua resposta).

Problema 3 — Imagine n armdrios, todos fechados, e n homens. Suponha que o primeiro ho-
mem passe e abra todos os armdrios. Depois, que o segundo homem passe e feche um sim, outro
ndo, comegando pelo niimero 2. O terceiro homem, entdo, passa e altera o estado dos armdrios,
de trés em trés, comecando pelo niimero 3 (isto ¢, se este estd aberto, ele o fecha, e vice-versa).
Se esse procedimento tiver continuidade até que todos os n homens tenham passado por todos
os armdrios, quais entdo ficam abertos?

Butts perguntou aos seus estudantes: “Se vocé tivesse de escolher entre um destes trés
problemas para resolver, qual deles preferiria?”. Arriscamos afirmar que as preferéncias
dependeriam do nivel de compreensao da linguagem matemdtica. Butts (1997) defende
que a maneira como o problema é formulado faz diferenga entre levar ou nio a pessoa a
querer resolvé-lo. Apesar de Butts estar, sobretudo, interessado na motivagio de resolve-
dores, ele realizou alguma andlise da estrutura frasal de problemas verbais de Matemdtica.
Os trés problemas sio 0 mesmo com diferentes “roupagens”. O primeiro, Butts chamou
de “estilo matemdtico tipicamente seco”; o segundo, “menos pesado”; o terceiro, ele diz
ser uma forma pitoresca, sendo esta a preferida pelos que necessitam ser motivados, ou
s¢ja, levados & acdo de resolver problemas. Na verdade, levar os sujeitos a resolver proble-
mas verbais de Matemdtica é o que todos esses autores desejam. Mas, o que hd em co-
mum como pano de fundo em todas essas indicagoes pode ser explicado pela Psicologia
Cognitiva.

As representagcoes mentais e a RPVM: algumas contribuigoes
da Psicologia Cognitiva, Linguistica e Neuropsicologia

Muitas pesquisas apontam que a estrutura frasal de um problema verbal interfere nos
modos de resolvé-lo (Vieira, 2001; Smole & Diniz, 2001; Mayer, 1977, 1992; Kotovsky,
Hayes & Simon, 1985; Kintsh & Greeno, 1985; Correia, 2013). Essa interferéncia tem
a ver com os modos como representamos mentalmente eventos externos ou internos e é
conhecida como representagio mental ou representacio interna. As representages men-
tais sio construgoes que elaboramos mentalmente do mundo externo, ou mesmo do in-
terno (imaginacio, por exemplo), por meio de notagdes, sinais ou simbolos.

Imagine que vocé queria propor o problema da Torre de Handi a alguém. Poderia fa-
zé-lo por palavras, por um desenho ou por ambos. Na visao de Johnson-Laird (1983), a
representagio externa possui uma correspondéncia interna que pode ser uma representa-
¢ao proposicional, uma representacio por modelos ou por imagens. A primeira é uma re-
presentacio de uma proposicio verbalmente expressdvel em termos abstratos (neste caso,
seria a explicacdo da Torre de Handi realizada mentalmente unicamente por uma lingua-
gem abstrata); a representagdo por modelos (imagem, diagramas, esquemas etc) ¢ dire-
ta e andloga & maneira com que se percebe um evento (a explicagio poderia ser por uma
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imagem genérica das torres e dos discos). Por fim, as imagens sao modelos particulares ou
especificos (a explicagio seria usando trés torres e trés discos especificos, tais como os te-
nha concebido concretamente ou recorrendo a uma imagem em um livro, por exemplo).
De que maneira as representagoes mentais influenciam RPVM? Ao ler, ¢ também ao ou-
vir, o texto de um problema geramos uma representacio mental. Dependendo da manei-
ra como ela é construida, pode atuar facilitando ou dificultando o processo de resolugio.
Essa construcio depende directamente da maneira como o texto do problema ¢ formula-
do. Veja-se o exemplo do problema proposto por Posner (1973, p.150-151):

Duas estagoes ferrovidrias estio a cinquenta milhas uma da outra. As 14
horas, em um sdbado, dois trens partem, um em dire¢io ao outro, um de
cada estagio. No momento em que os trens deixam as estagdes, um pdssa-
ro langa-se a0 ar na frente do primeiro trem e voa na direcio do segundo
trem. Quando atinge o segundo trem, o pdssaro se volta, voando de novo
na dire¢io do primeiro trem. O pdssaro continua fazendo isso até os trens
se encontrarem. Se ambos os trens viajam a uma velocidade média de vin-
te e cinco milhas por hora, e o pdssaro voa a cem milhas por hora, quantas
milhas voard o pdssaro antes de os trens se encontrarem?

Posner afirma que a elaboragio de uma representagio mental baseada no desempenho
de voo do péssaro ¢ dificultada. Melhor seria perguntar “...quantas horas decorrerio, ¢
quantas milhas terd o pdssaro voado antes que os trens se encontrem?”, pois esta formu-
lagdo fixa-se agora no tempo decorrido e nas milhas voadas, o que facilitaria a construgio
da representagio.

Um outro exemplo relativo a influéncia da linguagem sobre as representagdes é o
apresentado por Maier & Burke (1967), com os dois textos de problemas seguintes:

Problema 1 — Um homem comprou um cavalo por 60 délares ¢ o vendeu por 70 délares.
Comprou, entdo, um cavalo preto por 80 délares e o vendeu por 90. Quanto ele ganhou no
negocio?

Problema 2 — Um homem comprou um cavalo branco por 60 délares ¢ o vendeu por 70
délares. Comprou, entdo, um cavalo preto por 80 délares e o vendeu por 90. Quanto ele ga-
nhou no negdcio?

No primeiro caso, aparentemente mais focado no cavalo, menos de quarenta por cento
dos estudantes apresentaram a solugio correta. No segundo caso, com a pequena mudan-
ca efetuada, todos os estudantes alcangaram a solugio, apenas por se ter realcado mais no
texto tratarem-se de duas negociacdes diferentes.

As alteragdes, em geral, sio pequenas, mas provocam grandes impactos sobre a cons-
trucdo das representagdes mentais por parte dos alunos. Kintsh & Greeno (1985) afir-
mam que durante a leitura é construida uma representacio inicial do problema, capaz de
integrar seus componentes textuais. Se essa integragio nao ocorret, ¢ realizada uma bus-
ca por modelos armazenados na meméria de longo prazo e, portanto, jd internalizadas a
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partir de experiéncia prévia. Caso nio encontre, o processo de construgio da representa-
¢do fica comprometido, podendo gerar sobrecarga na memdria de curto prazo.

No entanto, o que sucedeu com os problemas da Prova Brasil mais se assemelha ao
caso de buscas representacionais dos alunos se terem ligado as experiéncias cotidianas
para que certas palavras os remeteram. Ou ainda, a configuracio frasal pode ter desvia-
do os alunos da representacio mais eficiente para o resolvedor. O ordenamento frasal do
problema 1 da Prova Brasil pode ter prejudicado a constru¢io representacional dos alu-
nos, mesmo tendo a imagem da planta.

O que aconteceu com os outros problemas dessa prova parece ter a ver com certas pa-
lavras utilizadas nos textos ¢ ao fato de essas palavras serem construidas em contextos his-
téricos, conforme explicamos antes na perspectiva de Bakhtin. Pela Psicologia Cognitiva,
e também pela Neuropsicologia (Kandel, 2009), essa histéria se constréi pela geragao de
representagées sendo armazenadas na memoria de longo prazo. No caso da Matemdtica,
¢ preciso que as palavras facam parte do léxico dos alunos em suas diferentes seménticas,
como foi o caso de “ampliar” e “exatamente” usadas no cotidiano e “ampliar” e “exata-
mente” aplicadas no contexto da Matemdtica. Ou ainda, os casos das palavras “honesta”
e “viciada”. Fazer parte do léxico e de seminticas diferentes é fazer parte de sua histéria,
de sua memoria de longo prazo e, portanto, disponivel para futuras representagoes.

Esses casos ndo se coadunam com o do problema da Torre de Handi. Neste, a facili-
dade/dificuldade veio pelas diferentes representagoes, a depender da apresentagio ter tido
apelo imagético, proposicional ou ambos. Estudos em Psicologia (Johnson-Laird; 1983,
1992). afirmam que a representagio proposicional, por ser mais abstrata, gera maiores
sucessos representacionais para aqueles que dominam o evento. Pelo contririo, a repre-
sentagio imagética ou usando modelos tendem a ser mais eficientes ¢, portanto, as pre-
feridas para os principiantes, o que foi igualmente constatado em investigagio realizada
por Souza (2007).

A RPVM em sala de aula

Pélya (1981), Krutetskii (1976), Schoenfeld (1985, 1987, 1996), Abedi & Lord (2001),
Smole & Diniz (2001), Kantowski (1997), Sternberg (2000), Johnson-Laird (1983), Ji-
ménez (2014), Illany & Margolin (2010), Kleiman (2010) e tantos outros investigadores,
cada um a seu modo, reconhecem a RP como uma actividade mental de alto nivel cog-
nitivo e recomendam que os professores elaborem projetos que desenvolvam o potencial
de seus alunos como resolvedores realcando a formulagio de problemas. Os direciona-
mentos indicados por Pdlya para a primeira etapa da RP, muitas vezes nio sio bem cum-
pridos, podendo comprometer as fases seguintes. Por que razdo o estudante nio atinge
a compreensio necessiria? A resposta pode estar na insuficiéncia/deficiéncia do desen-
volvimento de habilidades que sio requisitos para o sucesso dessa fase. Nesse sentido, hd
que se desenvolver tais habilidades, antes/durante a aplicagao das heuristicas de Pélya.
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A operacionalizagio desse desenvolvimento deve ocorrer ainda na fase de compreen-
sdo do problema apresentado por um texto. H4 que se promover estimulos 2 actividade
mental com bons exercicios e boa orienta¢do, parafraseando Krutetskii (1976). As indi-
cagoes que seguem foram propostas por Krutetskii e outros pesquisadores que tanto apri-
moraram, quanto inovaram, a partir de contributos anteriores, para além dos que j4 fo-
ram aqui discutidos.

Davis & McKillip (1997, p.123) sugerem que os professores de Matemdtica modi-
fiquem os problemas dos livros diddticos, comegando por oferecé-los sem nimeros. Por
exemplo, o problema da Figura 2: “Uma loja de artigos esportivos tem 247 bolas de bei-
sebol ao preco de 2,37 délares cada uma e 142 bolas de softball ao prego de 3,84 ddlares
cada uma. Qual é o preco total das bolas de beisebol e softball disponiveis?” teria a se-
guinte primeira versio: “Uma loja de artigos esportivos tem algumas bolas de beisebol e
algumas de softball disponiveis. O preco de uma bola de beisebol nao ¢ igual ao de uma
bola de softball. Qual é o valor total das bolas de beisebol e de softball disponiveis?”. Es-
ses autores sugerem que os professores formulem perguntas, tais como as de Pélya, mas
com ingredientes diferenciados: “O que vocé faria para responder 4 pergunta desse pro-
blema?”; “O que vocé precisaria saber para resolver esse problema — de que informacio
vocé precisa?”.

Observe que nio hd dados numéricos até entdo, embora o texto do problema conte-
nha informagio necessdria para a resolugao. A proposta de Davis & McKillip parece in-
cluir um passo anterior adicional aos que sdo sugeridos por Pélya, Sternberg, Krutetskii,
Shoenfeld, por exemplo. Mesmo sem mencionarem, esse novo ingrediente parece favo-
recer a construgio de uma representagio mental eficiente ao preparar a mente do aluno
para as construcoes seguintes. Nesse mesmo momento, sugerimos trabalhar as palavras
do texto, como “total” que foi apontada como um dos obstdculos & compreensio por
Abedi & Lord (2001).

Outra indica¢ao ¢ a de Krutetskii (1976, p.108-112) que propde que sejam formula-
dos problemas sem perguntas, com informacio incompleta e com excesso de informagio
para estimular e favorecer o desenvolvimento da compreensio sobre a primeira etapa da
RP. Para o caso dos problemas sem perguntas, Krutetskii (1976) observou que, quando a
légica das relagoes era percebida pelo aluno, ele era capaz de formular uma pergunta coe-
rente para o problema por ter dominado sua esséncia. Um exemplo desse tipo seria apre-
sentar ao aluno apenas “Vinte e cinco tubos de 5m e 8m de comprimento foram utiliza-
dos em uma distAncia de 155m.”, esperando-se que o aluno responda: “Quantos tubos
de cada tipo foram utilizados?”.

Os textos de problemas com informacio incompleta visam desenvolver a percepgao
sobre a estrutura formal do problema. Um exemplo desse tipo seria: “Um trem consiste
de carros tanque, carros de carga ¢ vagoes. H4 menos 4 carros tanque que vagoes, e me-
nos 8 carros tanque que carros de carga. Quantos carros tanque, e vagoes o trem tem?”.
O aluno deverd perceber a auséncia da informacio sobre a quantidade total de carros tan-
que, carros de carga e vagoes para responder 3 pergunta.

Na mesma diregao seguem os problemas com excesso de informagio mas agora em
sentido contrrio. H4 mais informagées do que o necessdrio para resolver o problema.
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E comum ouvirmos alunos quererem, a todo o custo, usarem todas as informacoes da-
das em certo problema, ainda que nio seja preciso. Pensam que por estarem ali, devem
ser usadas, caso contrdrio, nio estariam. A proposta de Krutetskii é a de fazé-los perce-
ber a esséncia do problema e extrair dele apenas o necessdrio. Exemplo deste tipo seria:
“Existem 40 veiculos em um estacionamento — carros e motocicletas. Todos juntos tém
100 rodas e 40 volantes. Quantos de cada tipo de veiculo estdo no estacionamento?”.
Sob outra dtica, Davis & Mckillip (1997, p. 125) propéem uma inversio para o caso
de criangas pequenas — propostas de problemas-histdria formuladas pelos préprios alu-
nos. A motivagio poderia ser uma ida & mercearia e o discurso poderia se dar tal como:
Professor: “Amanda, vocé vai sempre & mercearia?

Amanda: “Sim”

Professor: “A que mercearia vocé gosta de ir?”

O resultado da intervengio seria uma proposta de texto de um problema:

“Amanda foi a Handi-Market. Ela comprou 25 centavos de balas e um chi-
clete por 12 centavos. Quanto Amanda gastou?”.

Todas as sugestoes de aplicagio de problemas verbais de Matemadtica a estudantes movi-
mentam moédulos mentais que sustentam a elaboracio dos enunciados. Professores pre-
ocupados em potencializar o pensamento matemdtico devem estar atentos as contribui-
coes da Psicologia Cognitiva, por ser ela a drea que se debrugou sobre essas questoes.
Saber como nossos alunos pensam e (re)formulam suas préprias estruturas, pode dire-
cionar o planejamento docente com maiores chances de sucesso. Afinal, retomando o
que Romanatto (2012) disse sobre o facto de que, na aprendizagem matemdtica, os ca-
minhos iniciais sao de natureza psicoldgica”, vamos além: todos os caminhos da apren-
dizagem sio de natureza neuropsicolégica porque cada (re)configuracio das estruturas
mentais acarretam alteragdes no cérebro (sindpticas), ou seja, alteragdes no nivel orginico
(Kandel, 2009). Esse fato ¢ suficiente para que docentes conhecam, minimamente, essas
varidveis e saibam como lidar com elas.

A concluir

Esse artigo se propds a analisar problemas verbais de Matemdtica, discutir possiveis im-
pactos das formulagdes desses problemas sobre o desempenho dos resolvedores na sua re-
solucio e justificar esses impactos sob a dtica de outras dreas da ciéncia.

Um olhar unilateral, ou de um tnico ponto de vista, pode limitar a abrangéncia de
qualquer andlise e argumentacio sobre a RPVM, em particular, no que se refere aos dife-
rentes aspetos envolvidos primeira etapa da RP. A este respeito, como procuramos mos-
trar, algumas indicacoes da investigagao das dreas da Educagao Matemdtica, da Psicologia
Cognitiva, Linguistica, ¢ Neuropsicologia vao no seguinte sentido: efectuar reformula-
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¢oes na estrutura frasal, como, por exemplo, o uso da voz ativa em detrimento da voz
passiva; a ordem de apresentagdo textual ser a mesma da que serd usada para os cdlculos;
o uso de palavras que tenham sido inseridas semanticamente no repertério dos alunos;
encurtar as frases, sempre que possivel; separar oragées condicionais; remover/reformular
oragoes relativas; nao usar frases complexas, entre outras.

As recomendacdes se prestam tanto para a formulagio escrita de problemas, quanto
para o trabalho de sala de aula. Os problemas propostos para alunos principiantes em
RPVM devem ser apresentados como um continuum em termos do seu grau de comple-
xidade, ou seja, ir do mais ficil ao mais complexo, aos poucos, podendo iniciar por situ-
agdes em que nio sejam explorados ndmeros, mas sim o ambiente em que o problema
serd trabalhado, sobretudo, para o caso de alunos das séries iniciais. Além disso, a ordem
de grandeza ndmeros envolvidos no problemas também deve obedecer a esse continuum,
ou seja, ir dos menores para os maiores.

A principal mensagem da Psicologia Cognitiva e da Neuropsicologia paraa RPVM, e
que explica alguns impactos sobre o desempenho em RP, é que a leitura de um texto gera
uma representagio mental que tanto pode auxiliar todo o processo de resolucio, quanto
o contrério, a depender, também, da maneira como o texto do problema ¢ formulado.
Ao ler o texto do problema, sao realizadas integracoes dos componentes textuais para a
formulagdo da representagio. Se algum obstdculo ocorrer (como o nio entendimento de
uma palavra), a meméria de longo prazo é acionada para suprir a deficiéncia na constru-
¢ao da representagdo. O uso da meméria de longo prazo trard significacdes j4 internaliza-
das para o individuo e que podem nio ser as requeridas para o problema em questao. Isso
explica o nio entendimento de certas palavras contidas no texto de um problema e que
dificultou a representacio de alguns alunos por nao fazer parte de sua histéria, até entio.

De todo modo, as indicagoes que referimos devem estar associadas ao trabalho do-
cente em sala de aula. A intervenc¢ao do professor ¢ essencial para a formagao de alunos
como resolvedores de problemas e, sobretudo, como bons leitores de problemas formu-
lados num texto. Sem isso, as indicagdes podem se tornar palavras vazias.

Nota

' Somente alguns itens da Prova Brasil sao divulgados pelo 6rgio governamental brasileiro e todos sao

de multipla escolha.
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Resumo. A resolugio de problemas é uma actividade inerente a disciplina de Matemdtica
e que requer, muitas vezes, a compreensao de textos para a sua realizagio. Particularmen-
te, o texto de um problema merece atengdo e prudéncia de seus formuladores por ser a
fonte de informagoes para a resolucio e por gerar representagdes mentais que podem fa-
vorecer ou constranger o processo de resolugio, dependendo de como seja proposto. O
objetivo aqui é o de analisar diferentes problemas verbais de Matemadtica, discutir alguns
impactos que diversas formulagoes desses problemas podem causar sobre o desempenho
dos resolvedores na sua resolugio e justificar esses impactos com explicagoes das dreas
da Educacio Matemdtica, Psicologia Cognitiva, Linguistica ¢ Neuropsicologia. Trata-se,
portanto, de uma investigagao que levanta, analisa e discute aspetos teéricos desse conhe-
cimento captados de publicagoes cientificas, e que incorpora, nessa andlise e discussdo, a
experiéncia dos préprios autores.

Palavras-chave: Resolugio de problemas; Problemas verbais de Matemdtica; Enuncia-
do de problemas; Representagdes mentais.

Abstract. Problem solving is an activity inherent in the discipline of Mathematics and of-
ten requires the understanding of texts for their solution. In particular, the text of a pro-
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blem deserves attention and prudence of its makers to be the source of information for
the resolution and for generating mental representations which can facilitate or constrain
the resolution process, depending on how it is proposed. The goal here is to analyse diffe-
rent verbal problems of Mathematics, discuss some impacts that the various formulations
of these problems can have on the performance of solvers in solving them and justify the-
se impacts with explanations of areas of Mathematics Education, Cognitive Psychology,
Linguistics and Neuropsychology. It is, therefore, an investigation that raises, analyzes
and discusses theoretical aspects of that knowledge obtained from scientific publications,
and incorporating in this analysis and discussion, the experience of the authors.

Keywords: Problem solving; Mathematical verbal problems; Problem enunciation;
Mental representations.
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