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Introducao

A Algebra é um tépico matemdtico com um peso significativo nos curriculos de Matema-
tica a partir do 3.° ciclo do ensino bésico. E também reconhecido que os alunos apresen-
tam algumas dificuldades na aprendizagem deste tema, em particular, na aplicagio dos
métodos formais, o que pode estar relacionado com o ritmo a que os tpicos sio estuda-
dos, bem como dever-se 4 abordagem predominantemente formal com que sdo apresen-
tados (Herscovics & Lincheviski, 1994).

A resolugio de problemas apresenta-se como um contexto privilegiado para a abor-
dagem da Algebra tornando a sua aprendizagem mais significativa. As situagoes proble-
mdticas permitem ainda a utilizagio de uma diversidade de representagoes matemadticas
(NCTM, 2000) que contribuem fortemente para a aprendizagem dos métodos algébri-
cos formais. Deste modo, a resolugao de problemas apresenta-se como um excelente ve-
iculo para a aprendizagem de contetidos matemdticos permitindo uma melhor compre-
ensio e aquisicio de conhecimentos matemdticos e auxiliando os alunos a estabelecer
conexoes entre contetdos de diversas dreas.

Neste estudo, elegemos a resolugao de problemas como o tipo de tarefa que melhor
se coaduna com uma aprendizagem dos métodos algébricos assente no seu significado e
na sua aplicabilidade. Por outro lado, pretende-se levar os alunos a entender e ser capazes
de usar a simbologia algébrica e os métodos formais algébricos, tomando como suporte
o uso da folha de cdlculo e a sua forma especifica de funcionamento, que muitos auto-
res consideram ajudar a fazer a transicdo entre a linguagem aritmética ¢ a linguagem al-
gébrica. Por exemplo, a ideia de varidvel é fortemente estimulada pelo processo de gerar
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colunas dependentes de outras e a ideia de solugio de uma equagio corresponde a inspe-
¢io dos valores assumidos por uma dada varidvel — ou seja, a procura do valor da incég-
nita que verifica certas relacoes estabelecidas.

Tendo por base estes dois pilares — resolugao de problemas e uso da folha de cdlculo
— foi implementada uma experiéncia de ensino, assumindo como orientagdo geral a de
proporcionar aos alunos uma compreensiao (aprendizagem com significado) dos méto-
dos algébricos associados aos sistemas de duas equacoes do 1.° grau a duas incdgnitas e a
resolu¢do de equagdes do 2.° grau a uma incégnita.

O quadro tedrico da investigagao apresenta como linhas centrais a resolucio de pro-
blemas na aprendizagem da Algebra e as representagoes matemdticas que estao envolvidas
no uso de métodos algébricos, desde os mais informais aos mais formais.

Debrugamo-nos, em particular, sobre as representagoes matemdticas utilizadas pelos
alunos e sobre a transicio dos métodos informais para os métodos formais algébricos. O
recurso a folha de célculo, pelas suas caracteristicas e linguagem hibrida, parece promover
determinadas representagées que estabelecem uma ponte entre a Aritmética e a Algebra
e, como tal, pode contribuir para uma aprendizagem mais significativa da Algebra. Este
estudo tem como principal objetivo saber de que forma a folha de cdlculo como recurso
para a resolucdo de problemas constitui uma mais-valia na aprendizagem de métodos al-
gébricos estudados no 9.° ano do ensino bdsico.

Enquadramento teérico

A resolugio de problemas na aprendizagem da Algebra

Atualmente, a resolucio de problemas é reconhecidamente um contexto universal de
aprendizagem matemética e é uma das abordagens recomendada para o estudo da Alge-
bra por facilitar o desenvolvimento de processos algébricos. Windsor (2010) destaca a
resolucio de problemas como uma oportunidade para enriquecer e transformar o pen-
samento dos alunos. Tendo como referéncia estas recomendagées, a resolugio de proble-
mas surge nesta investigacdo como uma atividade privilegiada para trabalhar e estimular
o pensamento algébrico, nomeadamente no que respeita ao uso da linguagem algébrica
e a0 dominio de métodos formais de natureza algébrica. A definigio de problema e de
resolugio de problemas adotada neste estudo estd em sintonia com a proposta por Scho-
enfeld (1983), na qual a nogao de problema inclui situagoes que o aluno nio sabe como
resolver ou situagdes para as quais nio possui os procedimentos matemdticos que permi-
tiriam resolvé-la de forma imediata.

Na atividade de resolugao de problemas, em sala de aula, o professor desempenha um
papel fundamental devendo, através de um discurso adequado, incentivar os alunos a
pensar algebricamente ao invés de os conduzir diretamente para uma determinada estra-
tégia ou procedimento. Em particular, a partir do desenvolvimento de diferentes aborda-
gens aos problemas, a discussao das ideias relativas ao pensamento algébrico dos vérios
alunos revela-se fundamental (Windsor, 2010).
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Kieran (2006) afirma que na resolucio de problemas algébricos, os alunos preferem
frequentemente recorrer a métodos aritméticos, mostrando dificuldade em utilizar equa-
¢oes. Embora 4 primeira vista o pensamento aritmético possa parecer um obstdculo para
o desenvolvimento do pensamento algébrico, a verdade é que ele também pode ser visto
como uma via para esse desenvolvimento.

Koedinger, Alibali, & Nathan (2008) consideram que os alunos inicialmente tém
melhor desempenho na resolugio de problemas do que na resolugio de equagdes. Os
problemas ajudam-nos a utilizar o seu raciocinio com quantidades e niimeros, baseando-
se nos seus conhecimentos sem a preocupa¢io de memorizar como manipular os simbo-
los. Esta forma de raciocinar, mais independente da utilizacio de regras, férmulas ¢ do
simbolismo algébrico, pode ser encarada como uma oportunidade para o surgimento de
multiplas representagdes, para o seu tratamento e conversdes, o que pode contribuir para
uma melhor aprendizagem dos métodos algébricos. Esta ideia ¢ defendida por Hiebert
& Carpenter (1992) que consideram que o uso de representagdes simbdlicas nao deve ser
exigido aos alunos numa fase inicial da resolu¢io de um problema. Primeiramente, eles
devem ser envolvidos em experiéncias com multiplas representagoes para que possam fa-
zer conexdes entre elas e os simbolos surjam de forma natural. Para estes autores, os alu-
nos podem desenvolver uma compreensio incompleta quando nio tém oportunidade
para explorar outras representagoes para além das simbélicas. Apesar de haver alunos que
usam apenas representacoes simbdlicas e que conseguem aplicar os simbolos e regras para
encontrar a solu¢io de problemas, a aprendizagem de qualquer procedimento matemiti-
co deve ter por base o conhecimento conceptual que permita uma compreensio profun-
da e completa do que significam os simbolos e as regras.

A utilizagao da folha de cdlculo surge como uma alternativa que permite a explora-
¢io e resolugio de problemas de modo informal. Na resolugio de um problema, este
ambiente acentua a necessidade de identificar todas as varidveis relevantes e, além dis-
so, estimula a procura de relagdes de dependéncia entre as varidveis. A estruturacio das
condi¢des do problema em colunas permite identificar um conjunto de ndmeros com
um dnico nome o que dd uma imagem da varidvel. Esta acdo leva os alunos a refletir e
permite-lhes compreender o significado matemdtico de varidvel (Wilson, 2007). A defi-
nigdo de relacoes intermédias entre as diversas varidveis, por meio de férmulas, isto ¢, a
decomposicio de uma relagio de dependéncia em sucessivas relagoes mais simples ¢ um
dos aspetos a salientar nesta ferramenta, com consequéncias decisivas no processo de re-
solugio de problemas (Carreira, 1992; Haspekian, 2005). A folha de cdlculo permite
ainda dar uma organizacio algébrica a uma resolugio aparentemente aritmética (Has-
pekian, 2005). O reconhecimento dos elementos envolvidos num problema e o estabe-
lecimento de relagoes entre eles constitui um passo fundamental para utilizar a Algebra
na resolu¢io de problemas. Como referem Dettori, Garuti, & Lemut (2001), a folha de
cilculo revela-se bastante dtil para a introdugio da Algebra, podendo ser um novo meio
a integrar na resolucio de problemas, ajudando a compreender o que significa resolver
uma equagio mesmo antes da aprendizagem formal da resolucio de equagées. Pode ain-
da facilitar o raciocinio perante um problema, contribuindo para selecionar a informacio
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relevante, e funcionar de forma a promover as capacidades de generalizagio, abstragao e
sintese, fundamentais na Matemdtica. A resolucio de problemas na folha de cdlculo per-
mite o estabelecimento de relagées entre a linguagem simbdlica neste ambiente digital e
a linguagem simbdlica algébrica, com l4pis e papel. O recurso a folha de cdlculo também
constitui um meio para preencher o hiato entre o pensamento algébrico e a capacidade
de usar a notagio algébrica para expressar tal pensamento, como ¢ descrito por Carreira,

Jones, Amado, Jacinto & Nobre (2015).

Representagdes matematicas

E amplamente reconhecido que representaces matemdticas facilitam a aprendizagem
matemdtica, no sentido em que apoiam a compreensio dos conceitos, ajudam os alunos
a estabelecer e perceber as conexdes entre diferentes conceitos matemdticos, e salientam
a ligacdo entre os conceitos matemdticos e as ideias provenientes da experiéncia, em par-
ticular, num contexto de trabalho assente na resolugao de problemas.

A utilizagao de diversos tipos de representagdes matemdticas permite aos alunos ex-
pressarem e comunicarem as suas ideias, mas sio ainda uma ferramenta que ajuda a atin-
gir a compreensdo de uma propriedade ou conceito (Dufour-Janvier, Bednarz & Belan-
ger, 1987). Por outro lado, permitem compreender o significado envolvido nos processos
matemdticos realizados pelos alunos.

Deste modo, podemos afirmar que as representagbes matemdticas podem ser enca-
radas como poderosas lentes através das quais podemos analisar a forma como os alunos
exprimem o seu pensamento algébrico no estudo dos diferentes tépicos.

Cabe ao aluno, perante uma situacio, optar por um determinado sistema de repre-
sentagio e tirar dele todo o partido. Para isso, deve ter oportunidade para avaliar a eficicia
de determinados modos de representacio e de interiorizar o seu significado: “As represen-
tagoes sdo Uteis para o aluno, desde que ele as consiga usar eficazmente” (Dufour-Janvier
etal., 1987, p. 121). Friedlander e Tabach (2001) consideram que a capacidade para tra-
balhar com vérias representagées permite eliminar as desvantagens de cada uma, tornan-
do o processo de aprendizagem da Algebra mais significativo e efetivo. Assim, estes au-
tores defendem a necessidade de serem proporcionadas aos alunos tarefas que exijam o
recurso a virias representacoes, o estabelecimento de relagées entre elas, para que desta
forma os alunos lhes atribuam significado. A resolucio de problemas parece ser a melhor
opgao para alcancar este propdsito, na medida em que facilita o recurso a uma diversida-
de de representagoes assim como ao estabelecimento de relagoes entre elas.

Para Duval (2006), as representagdes semidticas ¢ a conversio de representacoes sio
fundamentais no processo de aquisigio do conhecimento matemdtico: “nenhuma ati-
vidade matemdtica pode ser realizada sem usar um sistema de representacio semiético,
porque um processo matemdtico envolve sempre a substituicio de uma representacio
semidtica por outra” (p. 107). Para este autor, a dificuldade reside na passagem de uma
representagio para outra. Duval (2003) apresenta duas classes de transformacoes de re-
presentacdes semidticas: conversoes e tratamentos. Assim, considera que os “tratamentos
sdo transformacoes de representagoes dentro do mesmo registo, por exemplo: efetuar um
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célculo ficando estritamente no mesmo sistema de escrita ou representagao” (p. 16), en-
quanto as “conversoes sdo transformacées de representagdes que consistem em mudanca
de registo conservando os mesmos objetos denotados, por exemplo: reconhecer a escri-
ta algébrica de uma equagio na sua representagio grafica” (p. 16). Na sua perspetiva, ¢
a conversdo das vdrias representagbes de um objeto matemdtico que possibilita a cons-
trucdo do conhecimento, afirmando que a “originalidade da atividade matemdtica estd
na mobilizagio simultdnea de a0 menos dois registos de representagao” (Duval, 2003,
p. 14). A conversio de representagoes ¢ uma atividade que deve ser muito trabalhada e
incentivada no ensino da Matemdtica, em particular, no estudo da Algebra. Porém, esta
atividade ndo ¢ simples nem imediata para todos os alunos.

A escolha de um sistema de representagio para efetuar determinado tratamento é
também um aspeto fundamental, tendo em conta as suas potencialidades e os propdsitos
do aluno. Por exemplo, realizar um cdlculo numérico complexo utilizando apenas lingua-
gem natural pode tornar-se numa tarefa impossivel, uma vez que as capacidades de trata-
mento podem ficar de imediato saturadas. Neste caso, é necessdrio um registo simbdlico
de representa¢do numérica para efetuar o cdlculo.

No trabalho com papel e ldpis, consideramos: os registos em linguagem natural, no
sistema de notacdo numérico-SNN, no sistema de notacio algébrico-SNA, as represen-
tagdes pictdricas e as grificas. Na folha de cdlculo, consideramos: a linguagem natural, a
insercdo de valores numéricos, de férmulas (varidvel célula e varidvel-coluna), represen-
tagoes graficas e a formatacio de células especificas, designadamente usando a cor (Has-
pekian, 2005). No estudo das representagdes no ambiente da folha de cdlculo, usamos
também as nogoes de conversio e tratamento propostas por Duval que podem ser esten-
didas as representagoes criadas neste ambiente computacional.

Nas Figuras 1 e 2, apresentamos alguns exemplos de tratamentos na folha de cdlculo:
a construgao de uma sequéncia sem ¢ com o recurso a férmulas, respetivamente. No pri-
meiro caso, obtemos uma sequéncia linear arrastando a al¢a de um conjunto de células.
A mesma sequéncia pode ser gerada com recurso a uma férmula que estabelece a relagio
entre as duas colunas. No segundo caso a introducio da férmula deixa explicita a relagio
entre as duas colunas.

B B C
) 1 3
2 2 &
3 £ ]
a) b)

Figura 1. Construgio de uma sequéncia numérica (a) e construcio de uma sequéncia
estabelecendo uma relacio (nio explicita) com a coluna anterior (b).
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FREQUEMNCIA - X v f =831 3 - £ =B3*3
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o 2 4 2 6
5 3 5 3 9

c) d)

Figura 2. Escrita de uma férmula para o estabelecimento de uma relagdo (c) e construgio de uma
sequéncia estabelecendo uma relacao entre as duas colunas (varidvel-coluna) (d).

Na Figura 1, os tratamentos sio implfcitos uma vez que omitem as relagoes entre as co-
lunas; por sua vez, na Figura 2, os tratamentos sao explicitos por revelarem essas relagoes.
A folha de cdlculo permite ainda a converso entre a tabela numérica e a respetiva repre-
sentagio gréfica. Esta caracteristica é muito relevante na medida em que permite aos alu-
nos relacionarem os niimeros na tabela com a respetiva representagao grafica, possibili-
tando-lhes observar tendéncias e estabelecer conjeturas.

A aprendizagem de métodos formais algébricos

Virios estudos mostram que os alunos tém dificuldades na compreensio e utilizagio de
letras (MacGregor & Stacey, 1997) e, por vezes, nem tentam compreender o seu signifi-
cado, preferindo lembrar simplesmente os procedimentos. A passagem do registo infor-
mal ao formal nio é ficil para a maioria dos alunos. O pouco tempo despendido na fase
informal e a rdpida esquematizagio sio responsdveis por estas dificuldades. Na maior par-
te das vezes, as estratégias sio automatizadas muito rapidamente e, uma vez adquiridos
os procedimentos algébricos e os métodos tornados rotineiros, hd uma grande tendéncia
para os alunos cometerem erros que nio sio capazes de identificar nem corrigir (Wagner,
1983). Os alunos apresentam, por vezes, uma elevada performance na aplicagio de pro-
cedimentos formais, mas revelam uma compreensao limitada do seu significado e mos-
tram dificuldade em lidar com situagbes problemdticas diferentes das habituais. Kiiche-
mann (1981) afirma que os alunos revelam uma reduzida flexibilidade matemadtica para
adaptar procedimentos de resolugio de problemas a situagdes novas, a menos que sejam
capazes de relaciond los com procedimentos informais.

A literatura relacionada com a aprendizagem da Algebra permite-nos conhecer algu-
mas dificuldades sentidas pelos alunos no estudo dos métodos formais, em particular nos
tépicos matemdticos selecionados para esta investigagao.

No estudo de sistemas de duas equagdes do 1.° grau a duas incégnitas estd previsto o
estudo do método de substitui¢io e do método gréfico, podendo ainda ser abordado o
método da adi¢ao ordenada. Algumas investigagoes indicam que a utilizacdo do sinal de
igual pode causar dificuldades na resolugio de problemas que envolvem duas equagées
do 1.° grau a duas incdgnitas (Filloy, Rojano & Solares, 2004). Para estes autores alguns
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alunos resolvem equagdes com uma incégnita, mas nio resolvem problemas com duas
incégnitas, manifestando dificuldades na aplicagao da “transitividade do sinal de igual”,
quando se depararam, por exemplo, com duas equagdes na forma 4x—3=y e 6x+7=}.
Os alunos revelam dificuldade em substituir o y na primeira equacio pela expressio do
1. membro da segunda equagao. Isto pode ser interpretado como os alunos considera-
rem os s como sendo diferentes.

No estudo das equages do 2.° grau a uma incdgnita, para além de outros aspetos,
os alunos devem aprender a utilizar a férmula resolvente e a compreender o significado
das raizes. Vaiyavutjamai e Clements (2006) explicam que os alunos até conseguem ob-
ter as solugdes de uma equacio do tipo (x—a)(x—5) =0 mas dificilmente interpretam o
seu significado. Numa perspetiva semelhante, Didis et al. (2011) afirmam que os alunos
tém dificuldades em compreender o significado dos simbolos nas equagées do 2.° grau ¢
acrescentam que esta compreensio pode melhorar com a apresentagao das equagdes nou-
tras formas, salientando que tal pode ajudar a promover um melhor entendimento das
técnicas de factorizagdo. Por outro lado, salientam a importincia de encorajar os alunos
a recorrerem a diferentes técnicas na resolugao de equagoes do 2.° grau, como forma de
melhorar a compreensio que os alunos tém dessas equagoes. Num estudo, com alunos do
10.° ano, Didis et al. (2011) verificaram ainda que os alunos, ao aplicarem a lei do anu-
lamento do produto, ignoravam o fator nulo. Assim, recomendam que sejam propostas
tarefas levem os alunos a compreender e a assumir este fator em vez de apresentar a téc-
nica da lei do anulamento do produto apenas como uma regra.

Metodologia de investigacao

Opgoes metodoldgicas

Para este estudo adotamos uma metodologia essencialmente qualitativa de cardcter in-
terpretativo. A investigagio segue um design de experiéncia de ensino com recurso a um
estudo de caso, onde a primeira autora assume o duplo papel de professora da turma e
investigadora.

Seguindo as recomendagoes de Yin (2005), ao fazer um estudo multiplo de casos, ¢
importante verificar quais lugares ou pessoas proporcionarao melhor riqueza de dados e
proporcionardo melhor cruzamento de casos (cross case issues), tendo em conta a “légi-
ca do inquérito”. Neste artigo apresentamos parte de um dos casos de um estudo mais
alargado que envolve dois casos em que os participantes foram selecionados de acordo
com: i) a disponibilidade e interesse em participar no estudo; ii) diferentes desempenhos
na disciplina de Matematica; e iii) diversidade de estratégias e/ou representagoes habitu-
almente utilizadas na resolu¢ao de tarefas. A partir dos critérios enunciados foram sele-
cionadas duas alunas de uma mesma turma de 9.° ano. Iremos apresentar um extrato do
caso de Ana, uma aluna com 14 anos, interessada e participativa, que habitualmente nio
revela dificuldades em Matemdtica. Esta aluna manifesta uma grande preocupagio com
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o seu desempenho escolar, em particular, com a realizagio da prova final de avaliagio de
Matemdtica para o 3.° ciclo. Ana tem vindo a utilizar a folha de cdlculo para resolver pro-
blemas nas aulas de Matemdtica sempre que tal é recomendado, como relatado em No-
bre, Amado & Carreira (2012).

Tal como ¢ sugerido por Yin (2005) para a recolha de dados num estudo de caso, foi
privilegiada a observagio direta dos alunos no seu ambiente natural, a sala de aula.

Em sala de aula, procedemos a recolha das produgées da aluna, a captura dos ecris do
computador,  gravacio dudio dos didlogos e & observacio participante registada em no-
tas de campo. Apés o estudo de cada um dos tépicos, foi realizada uma entrevista a Ana
com o objetivo de obter mais informacées acerca das suas aprendizagens. Procurou-se
deste modo recolher dados de diversas fontes, tendo em conta o que é uma prética reco-
mendada na investiga¢do qualitativa ¢ em particular nos estudos de caso.

A andlise de dados tem por base a andlise de contetido (Bardin, 1977) a partir das
produgées da aluna, das transcri¢oes das gravagoes dudio, dos registos de frames no Excel
(obtidos por gravagao do ecra do computador) e das entrevistas. Numa fase inicial foram
identificadas ¢ analisadas as representagdes matemdticas utilizadas por Ana e criadas as
categorias para as representagoes em papel e ldpis (linguagem natural, sistema de notacio
numérico-SNN, sistema de notagao algébrico-SNA, pictéricas e graficas) ¢ na folha de
célculo (linguagem natural, inser¢do de valores numéricos, varidvel-célula, varidvel-colu-
na, formataco). Seguidamente foram identificadas as transformagdes das representacoes
em cada um dos ambientes assim como conversdes entre representacoes do papel e ldpis
para a folha de cdlculo e vice-versa. Em paralelo foram analisados os didlogos que ocor-
reram durante a resolucio e a discussao das tarefas em sala de aula e na entrevista. Foram
ainda analisadas as representagoes utilizadas pela aluna na folha de cdlculo. Esta andlise
permite-nos ter uma visao global da atividade da aluna, em particular da forma como
utiliza e coordena as representagdes matemdticas na aprendizagem dos métodos formais.

A experiéncia de ensino

A experiéncia de ensino teve lugar no ano letivo de 2010/11 na aula de Matemdtica, ten-
do a resolugio de problemas assumido o papel central, embora tenham sido propostas
tarefas de natureza diversa (Ponte, 2005), no estudo do tema Algebra.

Alguns problemas foram propostos para serem resolvidos com recurso a folha de cdl-
culo e como ponto de partida para a aprendizagem de métodos formais. Os alunos dis-
punham de computadores na sala de aula e foi privilegiado o trabalho em pares. Algumas
das tarefas iniciais podem ser vistas como problemas suscetiveis de resolugoes formais do
ponto de vista algébrico, no entanto, foram primeiro explorados com recurso  folha de
cdlculo. Para cada uma destas tarefas, foram promovidos momentos de discussio e de
sintese, procurando promover a construgio de uma ponte entre o trabalho realizado na
folha de cdlculo e o trabalho com papel e ldpis, recorrendo ao simbolismo algébrico, se
possivel a partir dos proprios alunos. Apds a apresentacio das tarefas a turma, o momen-
to seguinte foi dedicado ao trabalho dos alunos — na maior parte das vezes, em pares ou
em pequenos grupos. Dependendo da situagao, existiram momentos de discussao inter-
calados com o trabalho dos alunos. Durante o periodo de discussio, os alunos partilha-
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ram com os colegas o trabalho desenvolvido. Concluida a discussao seguiu-se a sintese
das ideias e/ou conceitos tratados com os contributos dos alunos.

Apresentagao dos Resultados

Analisamos seguidamente o trabalho desenvolvido por Ana no estudo dos dois tépicos.
Debrugamo-nos sobre as representagoes matemdticas que utiliza e sobre a forma como
as articula para obter as respostas 3s tarefas propostas. E dado particular destaque 2 ativi-
dade de resolugio de problemas no ambiente da folha de célculo, em articulagio com o
trabalho com papel e l4pis.

Em cada um dos tépicos focamo-nos nas tarefas resolvidas com a folha de cdlculo.
Apresentamos excertos das produgées de Ana e didlogos ocorridos na sala de aula bem
como dados da entrevista que ilustram 0 modo como a aluna expressa o seu pensamento
algébrico e a forma como utiliza e coordena as representagdes matemdticas na aprendiza-
gem dos métodos formais.

I — Sistemas de duas equagées do 1.° grau a duas incdgnitas

Representagoes, converses ¢ tratamentos. Analisamos as producoes de Ana nas tarefas B1,
E1 e F1, propostas para resolver na folha de cdlculo, visando a aprendizagem dos méto-
dos formais de substitui¢io e grifico de resolucdo de sistemas.

Tarefa BI.

A Sofia gosta muito de colocar desafios aos colegas. L.ogo na primeira aula de

Matematica, apresentou a seguinte proposta:

- Para descobrires o0 meu dia de aniversario basta multiplicares o dia do meu nascimento
por 12 e o més por 30 e adicionares os dois valores obtidos. Se o resultado for 582 ¢

esse 0 dia e 0 més do meu aniversario!

Consegues descobrir o dia do aniversario da Sofia?

Figura 3. Problema “Adivinhar o dia de aniversirio”.

Ana e a colega iniciam a resolucdo do problema convertendo a informacio do enunciado
para a folha de cdlculo. Selecionam como varidveis independentes: o dia e 0 més. Apés
diversas tentativas, decidem estabelecer relagoes intermédias: o produto do niimero cor-
respondente ao dia por 12 e o produto do nimero correspondente ao més por 30, ob-
tendo de seguida a soma. Nomeiam a coluna C como “dia do nascimento” e constroem
uma coluna de niimeros entre 1 e 31, através do arrastamento. Na coluna D, apresentam
o produto dos valores da coluna C por 12, conforme a condic¢io do enunciado. Segui-
damente, as alunas iniciam um processo para determinar o produto dos diferentes meses
por 30 e as respetivas somas com o valor obtido na coluna D (Figura 4).
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£ D E E G H 1 J K
dia do nascimento més do meu nascimento/laneiro Soma Fevereiro Soma
1 12 1 30 42 2 60 72
2 24 1 30 54 2 60 84
3 36 1 30 66/ 2 60 96
4 48 1 30 78 2 60 108
5 60 1 30 90 2 60 120
G (v] E F G H 1 J K
dia do nascimento més do meu nascimento/Janeiro Soma Fevereiro Soma
1 =1*12 1 =1*30 =D3+F3 2 60 =60+4D3
2 =2*12 (1 =1*30 =F4+D4 2 60 |=M+D4
3 =3*12 1 =1*30 =F5+D5 2 50 =IS+D5
4 =4*12 1 =1*30 =F6+D6 2 60 | =60+D6
5 =5*12 1 =1*30 =F7+D7 2 60 |=60+D7

Figura 4. Excerto da produc¢do de Ana para a tarefa B1.

As alunas geram sequéncias numéricas (com incremento constante ou nulo) assim como
férmulas para estabelecer relacdes, criando varidveis-coluna. Como o procedimento se
revela moroso, as alunas julgam que estdo a seguir um caminho incorreto, abandonam a
sua resolucdo, aguardando pela discussio onde ¢ apresentada tabela de dupla entrada e a
respetiva férmula para a obter. Na entrevista, Ana reconhece que a estratégia selecionada
nao foi a melhor, o que as levou a desistir.

Na discussdo na turma, os alunos concluem que existiam trés datas possiveis para o
aniversdrio. Como sintese, os alunos escrevem a relacio algébrica entre o dia e o més,
12d+3m=582, tendo feito a verificagio das solucoes encontradas.

Esta tarefa destaca-se por ter proporcionado a resolugio de um problema que possi-
bilita o estabelecimento de relagoes entre varidveis na folha de cdlculo e, posteriormente,
a conversio dessas representagoes para o SNA. Os alunos lidam com uma equacio linear
envolvendo duas incdgnitas, o que os leva a dar sentido as incdgnitas numa equagio in-
determinada e perceber que estas equagdes podem admitir vdrias solugoes.

Na aula seguinte foi proposta a resolu¢ao de outro problema na folha de cdlculo que
inclui o trabalho com vérias condicées e o estabelecimento de relacoes entre diferentes
varidveis. Da discussao e sintese surge a escrita das condi¢ées do problema na forma de
sistema de equagdes e a formalizagido do termo “sistema de equagoes”.

larefa E1.

Problema: A corrida de cavalos

O Russo e o Relinchdo sdo dois cavalos que participam numa corrida de 2400 metros. O
Russo teve um bonus de 140 metros e partiu com esse avango em relag@o ao relinchao.

O Russo correu a uma velocidade de 11m/s e o Relinchdo a 14m/s.

Qual dos dois cavalos ganhou a corrida?

Figura 5. Problema “A corrida de cavalos”.
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Na resolugao deste problema, Ana converte a informagao do enunciado para a folha de
célculo, seleciona o tempo como varidvel independente e a distancia percorrida por cada
cavalo como varidvel dependente. A aluna opta por gerar sequéncias numéricas, com in-
cremento fixo (Figura 6).

tempo (5] Relinchio Russ0 e
0 o 140 duu ~
1 14 151 e
z ZE 162 o N
2520 —RdlA
3 42 173 e N
170 3380 2010 1o
171 2394 2071 Yoo
172 2408 2032 wen
172 2422 2043 0 ,
o plai] 20 o 400

Figura 6. Excerto da producio de Ana para a primeira situagio da Tarefa E1.

Ana converte depois a tabela para uma representagio grafica relacionando o tempo e a
distincia percorrida por cada um dos cavalos no mesmo referencial. Segue 0 mesmo pro-
cesso nas duas situagoes colocadas posteriormente, em que os cavalos correm a4 mesma
velocidade, sendo que numa delas o Russo mantém um avango (Figura 7) e na outra nao
leva qualquer avanco (Figura 8).

tempo  Relinchdo Russo 3000
o 14 140
1 2E 154 00
2 ] 168 o
3 56 182
4 70 156 130 ——Relinchia
5 B 210 — s
& =] 224 o
7 112 238 500
2 126 252 /
3 140 256 _
10 154 26D o 50 100 1340 200 234

Figura 7. Excerto da produgdo de Ana para a segunda situagao da Tarefa E1.
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Figura 8. Excerto da produgio de Ana para a terceira situagio da Tarefa E1.

Apés a discussao, os alunos convertem o trabalho realizado na folha de célculo para o
ambiente de papel e ldpis onde escrevem a equagio que representa a distincia percorrida
por cada um dos cavalos e os respetivos sistemas associados, passando depois a sua clas-
sificagio. Na entrevista, Ana reconhece a importancia desta tarefa na aprendizagem do
método gréfico “... foi dai que obtivemos os graficos para aprender a resolver sistemas
graficamente”.

Tarefa F1.

Numa quinta ha galinhas e coelhos. Ao todo siio 212 cabegas e 700 patas. Quantas

galinhas e quantos coelhos existem na quinta?

O problema "galinhas e coelhos"

Figura 9. Problema “Galinhas e coelhos”.

Na resolugio deste problema (Figura 9), Ana converte a informagio do enunciado paraa
folha de cdlculo e comeca por escolher como varidvel independente o niimero de coelhos
¢ estabelece a relacoes entre esta e as outras varidveis. Utiliza a coluna “Soma das patas”
para controlo (Figura 10).

Coelhos Galinhas Soma das Cabegas

B won e

137
138
139

211
210
209
208
75
74
73

212
212
212
212
212
212
212

4
8
12

422
420
418
416
150
148
146

Coelhos  Galinhas  Soma das patas

426
428
430
432
698
700
702

Coelhos Galinhas

1
2
3
4
137

138
139

211
210
209
208

75
74
73

Soma das Cabegas
212
212
212
212

212
280
212

Coelhos
=F4*4
=F5*4
=F6*4
=F7*4
=F140%4
=F141*4
=F142%4

Figura 10. Excerto da produgio de Ana para a Tarefa F1.

Galinhas
=G4*2
=G5*2
=G6%2
=G7*2
=G140%2
=G141%2
=G142%2

Soma das patas
=L4+K4
=L5+K5
=L6+K6
=L7+K7

=L140+K140
=L141+K141
=1142+K142
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Ana apresenta a sua resolugio a turma e a tradugio algébrica ¢ feita a partir do didlogo
entre a professora e os alunos.

£ £ A Ll K = o 136 76 212 544
137 75 212 548
13| _74 212 552
Coelhosj Galinhas | Soma das Cabegas Coelhosfll Galinhag| Soma das patas 139 v 212 556
1 211 212 =Fa*a a*2  fl=La+ka 140 7 212 560
2 210 212 =F5*a 5°2  fl=ts+ks
3 209 212 |=F6"4 G6*2 =L6+K6
4 208 212 =F7"4 72 =L7+KT
g=212-¢ £=212-138 g= 74
+®7ﬂ‘0 4¢ +2|212 - ) 700 c=138 c=138

Figura 11. A tradugao da folha de cdlculo para papel e ldpis.

O objetivo foi relacionar o trabalho na folha de cdlculo com o método de substituicio
(Figura 11). Esta conversao das representagoes da folha de cdlculo para o sistema de no-
tagio algébrico serve de suporte para a formalizacdo do método de substituigio.

A primeira coluna, nomeada “Coelhos”, é a varidvel independente e a segunda co-
luna, “Galinhas”, é uma varidvel dependente. Ana constréi a segunda coluna através de
uma sequéncia numérica com incremento fixo (—1). No trabalho com papel e l4pis, a le-
tra g designa o ntimero de galinhas e a ¢ de coelhos, g=212—¢. A quarta coluna “Coelhos”
(corresponde ao ntimero de patas dos coelhos) e a quinta coluna “Galinhas” (correspon-
de a0 nimero de patas das galinhas) surgem como dependentes das duas primeiras, res-
petivamente. A sexta coluna (correspondente ao total de patas dos animais) surge como
outra relagio de dependéncia das duas anteriores. A esta tltima coluna cabe o papel de
dispositivo de regulagao para a procura da solugio, ou seja, no trabalho com papel e ldpis
procuramos valores de g e ¢, onde ¢ representa o nimero de coelhos, tais que 4¢+2¢=700.
Obtém-se assim as duas equagbes que constituem o sistema. Através do arrastamento, a
folha de cdlculo efetua automaticamente os cdlculos que correspondem a substitui¢io dos
valores correspondentes em cada célula de acordo com a férmula inserida, levando assim
a solucdo. Este trabalho de conversdo da folha de célculo para o SNA ¢ fundamental para
que os alunos se apropriem do significado de cada coluna construida na folha de cdlculo
e tenham oportunidade de compreender a correspondéncia que existe entre os procedi-
mentos habituais na folha de cdlculo e 0 método de substitui¢io na resolucio de sistemas
de equagbes. A partir da resolugdo deste problema e da formalizagao realizada através da
conversdo do trabalho realizado na folha de cdlculo para o papel e ldpis, Ana comeca a
utilizar o método de substitui¢io para resolver sistemas de equagdes, embora ainda com
pouca fluéncia como a aluna refere na entrevista.

Na resolu¢ao destes problemas verificamos que a linguagem natural estd sempre pre-
sente. No trabalho com a folha de cdlculo, Ana utiliza a linguagem natural para nome-
ar colunas, explicar os procedimentos e apresentar a resposta aos problemas. Por vezes,
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recorre ao registo numérico usufruindo da geragio automdtica de sequéncias com in-
cremento constante ou nulo, em outros casos para inserir férmulas gerando varidveis-
coluna. As representagoes gréficas surgem apenas quando solicitadas. Na parte final das
resolugdes, para procurar ou realcar as solucoes, a aluna vale-se do realce colorido ou da
formata¢io automdtica para colorir as respetivas células.

A atividade na folha de célculo permite a Ana uma evolucio na aprendizagem dos
métodos formais de resolugao de sistemas, que comeca com a escrita de equagdes com
duas incdgnitas, seguida pela escrita de um sistema e da sua resolu¢ao pelo método grafi-
co e pelo método de substitui¢do. As conversdes, das tabelas para a respetiva representa-
¢do gréfica e do trabalho realizado na folha de cdlculo para o SNA revela-se fundamental
em todo o seu percurso de aprendizagem.

11 — Equagées do 2.° grau a uma incdgnita
Representagoes, conversies e tratamentos. No estudo deste topico sdo propostas trés tarefas
para resolver na folha de cédlculo. Apresentamos de seguida excertos do trabalho desen-
volvido por Ana na resolugio dessas tarefas.

Tarefa B3.

Resolve o seguinte problema no Excel. Explica todo o ten raciocinio de forma clara, apresen-
tando todas as justificacées.

1. O Carlos, a Ana e o Ricardo sio trés irm3os. A Ana tem um ano a mais do que o Carlos ¢ um ano
a menos do que o Ricardo.

No outro dia a Ana estava a fazer operagies com os mimeros que correspondem as suas idades e
disse para os irmios:

- Comparei o produto das vossas idades com o quadrado da minha idade e descobri uma coisa muito
interessante! Vejam se também conseguem descobrir!

Figura 12. Problema “As idades dos irmaos”.

Este problema (Figura 12) coloca aos alunos a questao “O que poderd Ana ter descober-
t0?”. Ana comega logo por escrever na folha de célculo “Ao lermos o enunciado, repara-
mos que o irmio mais novo ¢ Carlos, Ricardo é o mais velho ¢ Ana é a irma do ‘meio”.
Converte depois a informacio do enunciado para a folha de cdlculo. Seleciona a idade
de Ana como varidvel independente, na célula E5, ¢ utiliza as f6rmulas “=E5-1” para a
idade de Carlos e “=E5+1” para a idade de Ricardo. Insere, posteriormente, as respetivas
férmulas para o “produto das idades dos irmaos” e para o “quadrado da idade de Ana”
(Figura 13).
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Carlos

Carlos
=E5-1
=E6-1
=E7-1
=E8-1

Ana Ricardo
-1 0
1] 1
1 2
2 3
3 4
4 5

Ana  Ricardo
=E5+1
=E6+1
=E7+1
=E8+1

[E S =]

Produto das idades dos irm3os

(=", I R TR N

Produto das idades dos irm3os
=F5*D5
=F6*D6
=F7*D7
=F8*D8

-1
0
3
8

15

24

quadrado da idade da Ana
0

1

4

9

16

25

quadrado da idade da Ana
=E5*E5
=E6*EB
=E7*E7
=EB*EB

Figura 13. Excerto da resolugdo de Ana na folha de cdlculo.
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Apbs arrastar as alcas das células, observa os valores e descobre a relacio entre as idades

dos irmaos que regista em linguagem natural (Figura 14).

A ana e {)démo feoddls U 1odos den imamam @ ,?oagmdo o quadnado dov sua
“1dode weahieeu @ W Sownamme UM a0 produks don idades 0B LYY sloternos

o dde da Peg .

Figura 14. Resposta de Ana.

No entanto o didlogo que estabelece com a professora mostra alguma inseguranga.
Ana: Eu fiz isto...

Professora: Isso é vilido para qualquer idade?

Ana: Sim ... [Com o rato, na folha de cdlculo, comeca a apontar e a comparar os va-
lores das colunas “Produto das idades dos irmaos” ¢ “quadrado da idade de Ana”

1-1,0;0,1; 3, 4; 8, 95 15, 16 ... Acho que nao é isto!

Professora: Mas por que nio?

Ana: E um bocado esquisito. ..

A questio seguinte pede a explicacio algébrica do resultado obtido. Tal como a maioria

dos alunos, Ana converte a informagao da folha de cdlculo mas nio apresenta explicita-
mente a relagdo que existe entre as idades dos trés irmaos, pois ndo contempla a diferenca
entre as suas idades (Figura 15).
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1.2. Explica algebricamente o que verificaste.

Wade é\u [ATEN
2 <1 < prodabodan amm.mmm _— e )
0 e
@ - dode I Ricods oy phm \

i
G- idede do Conller ‘
Uy + 4 = qued»ade do 1hde da Awa

Figura 15. Resposta de Ana.

A aluna apresenta uma legenda com o significado das varidveis e escreve igualdades utili-
zando um misto de linguagem natural e expressoes algébricas. Por fim, como resposta a
questdo, apresenta duas equagoes equivalentes. Nenhum aluno da turma expressa a rela-
¢ao desejada pelo que a professora os interroga a partir da resolugio de uma aluna.

Apds o questionamento da professora acerca das relacoes entre as idades dos irmaos e
relacionando-as com o trabalho efetuado na folha de cdlculo, os alunos chegam 2 igual-
dade que a professora escreve no quadro, (¢—1)(a+1)=a’~1. A professora tenta depois
que os alunos reconhegam a igualdade.

Professora: Ao olharem para ali ndo reconhecem esta igualdade?

Patricia: E uma equagio do 2.° grau.

Carolina: Conhecemos, conhecemos. .. E uma coisa... que...

Ana: Lei do anulamento do produto...

Carolina: E aquilo que a professora deu...

Ana: E a lei do anulamento do produto! #—1=4—1 ou 2—1=a+1

Patricia: Isto ¢ a lei do anulamento do produto?! E do quadrado do binémio!
Carolina: Oh p4, eu ja disse isso!... Eu nio sei nada disso do quadrado do binémio!
Ana: Nao, nio! Isso ai ¢ outra coisa... A diferenca de quadrados!

Professora: E a diferenca de quadrados, serd?

Ana: E sim, por causa que... A professora até deu isso no exemplo no ano passado. ..
Eu lembro-me um pouco disso, por causa do teste intermédio.

Este didlogo retrata alguma confusio no reconhecimento da igualdade. Ana é uma das
alunas que nio a reconhece de imediato, mas aos poucos parece recordar-se de que este
exemplo tinha sido tratado no ano letivo anterior.
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Ao avangarem para a situagdo seguinte, na qual os irmaos tém 5 anos de diferenca,
Ana tal como a maioria dos colegas, decide utilizar a folha de cdlculo e descobre que a di-
ferenca é de 25. Uma aluna antecipou-se e generaliza, dizendo bem alto para toda a tur-
ma: “E sempre a diferenga ao quadrado!”

Por fim, na questdo em que a diferenca das idades entre os irmaos é k, os alunos ja niao
recorrem 2 folha de cdlculo.

Professora: Se a diferenca entre as idades deles, em vez de ser 1, em vez de ser 5, for
k, 0 que é que acontecerd?

Ana e Carolina: 2>~ #* [resposta em simultineo].

Alguns alunos: a—k vezes a+k é igual a a*— £
Patricia: é s6 substituir o 5 pelo 4.

Este didlogo com a turma conduz os alunos a generalizagio da condi¢ao que tinham en-
contrado anteriormente.

O problema envolvendo as idades levou os alunos a deduzirem a férmula da diferenca
de quadrados através de um processo de generalizagao. Nas duas primeiras situagoes Ana
recorre a conversio dos enunciados para a folha de cdlculo, o que lhe permite observar
a variagdo através da comparagio dos diferentes valores numéricos nas colunas e a leva a
escrever as relacoes. Na dltima situacdo a aluna jd ndo sente a necessidade de recorrer a
folha e cdlculo e converte a informagio do enunciado diretamente para o SNA.

Tarefa D3.

1. A Carlota atirou uma bola que embateu por diversas vezes no chio.

A bola a partir do momento que tocou no chio desereven uma trajectéria em que a sua altura, em
cada instante £, ¢ dada por uma funcio quadratica.

Na primeira vez, que tocou no chio, a altura A da bala é dada por Alf)=-20¢"+160¢ (4 em
centimetros e t em segundos).

Na segunda vez, a altura B da bola é dada por Bit)=-20¢" +120¢ (B em centimetros e ¢ em
segundos).

Na terceira vez, a altura C da bola & dada per €{t)=-201* +801 (C em centimetros e ¢ em segundos)

Na quarta vez, a altura D é dada por Dit)= -20¢* +40¢ (D em centimetros e ¢ em segundos).
Por fim, a bola rolou no chio e parou.

Figura 16. Problema “A bola saltitona”.

Na primeira questdo (Figura 16), ¢ pedida a simulacio na folha de cdlculo do 1.° salto da
bola e a representacio grafica. Ana comeca por inserir os dados na folha de cdlculo, con-
tudo a aluna utiliza a primeira expressio algébrica para substituir no instante 0, a segunda
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para o instante 1 e assim sucessivamente. Estas representacoes revelam uma compreensio
ainda pouco nitida do enunciado, pois ¢ pedida a simulagio do primeiro salto ¢ a aluna
recorre também as expressoes algébricas das fun¢oes que definem os restantes saltos. Ap6s
a intervengio da professora, Ana assim como alguns dos seus colegas recorrem correta-
mente as expressoes para os diferentes saltos.

Depois, Ana introduz corretamente os dados na folha de célculo, recorrendo a uma
varidvel-coluna, como se mostra na Figura 17, com os quais obtém, de seguida, a repre-
sentagio grifica.

Tempo | Altura Tempo Altura
0 0| 0 =20"D472+160°D4 Altura
1 140 1 =20*D5"2+160*D5 400
2 240 2 =-20*D6*2+160*D6
300 ——
3 300 3 =20"D7/2+160°D7 / '\\
4 320] 4 =-20*Dg"2+160*D8 200 / \ +—Altura
5 300 5 =20*D9"2+160*D39 100
6 240 6 =-20"D10/2+160°D10 o \
7 140 7 =20*D11°2+160*D11 5 s . . ; or
8 0] H =-20*D1242+160*D12

Figura 17. Excerto da produgio de Ana na folha de cdlculo.

Nas questoes seguintes, em articulagdo com o trabalho realizado na folha de célculo, os
registos com papel e ldpis tém também lugar, nomeadamente para indicar a altura maxi-
ma que a bola atinge ¢ o instante em que isso acontece, bem como o tempo que a bola
demora até embater de novo no chao. Ana nio mostra qualquer dificuldade em respon-
der a estas questoes.

Noutra questao (Figura 18), pretende-se que os alunos indiquem os valores de # para
os quais A(#) =0 e que expliquem o seu significado no contexto do problema. Ana facil-
mente interpreta a condi¢ao ¢ aquando da sua discussio a professora pede ainda aos alu-
nos para justificarem algebricamente os valores de 7, ou seja, para utilizarem a notagao
algébrica para resolver a equagio A(#) =0. Contrariamente & maioria dos colegas, Ana ra-
pidamente resolve a equagio, recorrendo corretamente a lei do anulamento do produto
(Figura 26), sem omitir o fator nulo.

st * AE0d. Wi

= L (-pot 1 160) =0z

= E=o N -~ RO L + b0 =02

etz -—pot =z -160s

G ok wier W B B
) o t - & Py EO" g}

Figura 18. Resposta de Ana.

A professora reforca ainda a conexio entre as representagdes que os alunos tém presentes
(dados da tabela, representacio grafica e algébrica) para uma ampliagio da compreensio
do significado da solugio da equagao.
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Professora: ... Vocés j tinham respondido a esta questio observando a tabela e obser-
vando o grafico. Agora tém uma resolugao algébrica. ... No vosso grifico quando
¢ que a pardbola interseta o eixo dos xx?

Turma: No 0 e 8.

Professora: Portanto, significa que 0 ¢ 8 so as raizes ou as solugoes daquela equagio
que ali estd.

Na resposta a questdo 1.5 (Figura 19), Ana, indica corretamente os valores para ¢, mas
revela dificuldade na explicagio do significado dos valores encontrados. Esta dificuldade
parece ter sido ultrapassada no momento da discussdo com a turma.

1.5. Indica para que valores de ¢ se verifica a condiglio A(f)=240. Explica o significado desses
valores no contexto do problema.
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Figura 19. Resposta de Ana & questao 1.5.

Muitos alunos demonstram dificuldade na resolucio da questdo 1.6 (Figura 20) e nio a
resolvem. Ana consegue resolver até ao penultimo passo. Dadas as dificuldades dos alu-
nos e uma vez que alguns j4 tinham conseguido resolver esta questao, a professora pede
a uma aluna para ir a0 quadro apresentar a sua resolucio e explicar o seu processo de
resolugdo. A professora indicou, por fim, que ¢ possivel escrever uma equagio do 2.°
grau como um produto de fatores, deixando visiveis as suas solugdes, ou seja, na forma
c(x—7)(x—r,) =0, onde ¢ é uma constante e 7, e 7, so as raizes.

1.6.Verfica, algebricamente, que (A4(:))-240=0 é uma equagio equivalente & equaglo
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Figura 20. Resposta de Ana a questao 1.6.
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Noutra aula, os alunos resolvem ainda outro problema na folha de cdlculo envolvendo
uma fun¢io quadrdtica, cuja representagio grafica é uma pardbola com a concavidade vi-
rada para cima, sem raizes, contrariamente ao que acontecia na tarefa D3. Ana nio ma-
nifesta dificuldades acerca do cdlculo de imagens e vice-versa bem como a respetiva inter-
pretagdo no contexto do problema. Na entrevista revela que, com esta tarefa, “foi onde
ficdmos a conhecer o outro gréfico, a outra pardbola...”, referindo-se & pardbola com
concavidade virada para cima. A professora colocou questées acerca do valor da tempe-
ratura inicial e final da substincia para que os alunos interpretassem os valores da tabela
ou do gréfico construidos na folha de cdlculo e Ana ndo tem dificuldades em responder.
S6 posteriormente foi apresentada a férmula resolvente e os alunos comegaram a utilizé-
la para resolver diferentes tarefas.

Ao longo do estudo deste tépico, os problemas propostos para explorar na folha de
célculo e em articulagdo com papel e ldpis revelam-se importantes, em particular para o
estudo da diferenca de quadrados, para a compreensio do significados das raizes de uma
equagio do 2.° grau, para a sua interpretacio gréfica, para a factorizagio, para a aplicagao
da lei do produto e para a escrita de equagdes equivalentes. Para além das conversoes que
foram incentivadas da folha de cdlculo para o sistema de notacdo algébrico com papel e
lapis os alunos também tém oportunidade de atribuir significado aos tratamentos efetu-
ados no sistema de notagao algébrico. Todas estas conversdes sao importantes e servem
de base para o trabalho que ¢ realizado a seguir, nomeadamente envolvendo a férmula
resolvente.

Resultados e conclusoes

As produgoes de Ana evidenciam que a resolu¢io de problemas na folha de cdlculo no
estudo dos sistemas de equagoes do 1. grau a duas incdgnitas ¢ das equagdes do 2.° grau
promoveram o desenvolvimento do seu pensamento algébrico, levando-a, a partir de ex-
periéncias informais, a uma aprendizagem gradual dos métodos formais, como sugerem
Herscovics & Lincheviski (1994) e Hiebert & Carpenter (1992). O trabalho com dife-
rentes representagdes, assim como as conversoes para o SNA e os tratamentos neste regis-
to, revelam-se muito importantes para a aprendizagem dos métodos formais algébricos.
Na resolugio de problemas, as representagdes geradas por Ana na folha de célculo se-
guem habitualmente um mesmo padrio. A aluna comeca por nomear colunas, identifi-
cando as varidveis. Este processo de nomeacio de colunas, permite identificar um con-
junto de nimeros com um dnico nome, d4 uma imagem da varidvel, fornece um suporte
importante para a atividade de papel ¢ ldpis, sendo uma a¢io que ajuda os alunos a com-
preender o significado matemdtico das varidveis envolvidas no problema (Wilson, 2007).
Apés nomear as colunas, Ana prossegue para o estabelecimento das relacoes de depen-
déncia entre as varidveis identificadas, usando o registo numérico para gerar sequéncias
de incremento constante ou nulo ou procede ao registo de férmulas para gerar vardveis
coluna. Este procedimento associa-se 4 facilidade de experimentagio que o Excel oferece
no arrastamento de varidveis-célula, assim como a necessidade de um processo de refle-
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xdo (Wilson, 2007). Neste trabalho, temos evidéncias de que a aluna assume uma gran-
de proximidade dos significados entre o trabalho que realiza na folha de cdlculo ¢ o que
executa com papel e ldpis. Em particular, a aluna relaciona as varidveis na folha de cdlcu-
lo com as varidveis que utiliza no papel, o que lhe permite facilmente efetuar conversoes
para o SNA. Estas representagoes na folha de célculo, assentes no estabelecimento de re-
lacoes funcionais, possibilitam-lhe a obtenc¢ao das respostas pretendidas, como defendem
Dettori et al. (2001) relativamente ao estabelecimento de relagdes entre varidveis presen-
tes nos problemas, observado na folha de cdlculo. Por outro lado, a folha de cdlculo induz
a aluna num processo de generalizacio, caracteristico deste recurso computacional, que
também ¢ destacado por Dettori et al. (2001). Além disso, a resolucio de problemas com
a folha de cédlculo nos diferentes tépicos proporciona a Ana a andlise de representagdes
graficas de sistemas de duas equagoes do 1.° grau e de pardbolas, em simultdneo com a
observacio da variagao numérica nas tabelas.

Os métodos formais dos tépicos em andlise apresentam caracteristicas distintas pelo
que o trabalho com a folha de cdlculo também se revela diferenciado. No caso dos sis-
temas de equagdes, por exemplo, o recurso a0 método de substitui¢io implica um co-
nhecimento sélido da escrita de equagoes, da sua resolugio e da substituicao de varidveis
pelo que foram propostos problemas especificos para etapas consideradas cruciais para
uma melhor compreensio do método. Quanto as equagoes do 2.° grau, os problemas
propostos na folha de cdlculo levam os alunos & compreensio do significado da diferenca
de quadrados, da factorizagio, da lei do anulamento do produto e da escrita de equagdes
equivalentes, o que é fundamental para a aprendizagem da resolugao da equagao do 2.°
grau e do significado das suas solugdes. A férmula resolvente nio é diretamente trabalha-
da a partir dos problemas propostos na folha de cdlculo, contudo estes revelam-se impor-
tantes e servem de base para uma melhor compreensio da aplicacio deste método formal
de resolugao de equagoes do 2.° grau.

Na resolugio dos sistemas de equagoes, no método de substitui¢dao, Ana comega por
desenvolver a compreensio da escrita de relagoes no ambiente hibrido da folha de cil-
culo e, por fim, na linguagem algébrica, o que a leva, com a intervencao da professora, a
nogio de sistema de equagdes. Posteriormente, para além do estabelecimento de relagoes,
a ideia de substituicdo surge naturalmente por parte da aluna, tendo sido formalizada na
discussio com a turma, ao estabelecer uma ponte entre o trabalho na folha de célculo ¢
com papel e ldpis. No que respeita a0 método grafico de resolucio de sistemas, o trabalho
na folha de cdlculo ¢ crucial na medida em que possibilita rapidamente a representagao
grafica o que parece ser uma forma bastante eficaz para os alunos compreenderem o sig-
nificado desta situagao e estabelecerem uma comparacio entre diferentes representagoes.

No estudo das equagdes do 2.° grau, a resolu¢io de problemas na folha de cdlculo,
em articulagio com o trabalho com papel ¢ ldpis, proporciona a Ana a compreensio do
significado das solu¢des de uma equagio, do significado de escrever uma equacio do 2.°
grau como um produto de fatores a partir das suas raizes ou zeros, da aplicacio da lei do
anulamento do produto e do significado do fator nulo em que habitualmente os alunos
manifestam dificuldades (Didis et al., 2011; Vaiyavutjamai & Clements, 2006).
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O tempo despendido na fase informal de aprendizagem parece ter sido suficiente para
Ana desenvolver a compreensio na aprendizagem dos métodos formais de resolugio de
sistemas e de equagdes do 2.° grau e assim evitar cometer determinados erros como re-
fere Wagner (1983).

A resolugao de problemas na folha de cdlculo incentiva as conversdes para o sistema
de notacio algébrico no ambiente de papel e l4pis, sendo que este tipo de conexdes ¢é es-
sencial para o desenvolvimento do seu pensamento algébrico, como ¢é destacado por Det-
tori et al. (2001). Este estabelecimento de relagoes entre a linguagem simbdlica, na folha
de célculo, ¢ a linguagem simbdlica algébrica, com ldpis e papel, vem ao encontro daqui-
lo que ¢é destacado por Carreira et al. (2015) e revela-se preponderante na aprendizagem
dos métodos formais. Outro aspeto a salientar é que uso das expressées algébricas nio
surge de forma isolada, mas sim em conjugagio com representagoes tabulares ou gréficas.
Sdo bastante visiveis as conexdes que a aluna faz entre as vdrias representagoes e a faci-
lidade que mostra nas conversoes entre elas, o que constitui uma forte evidéncia do de-
senvolvimento do seu pensamento algébrico (Schoenfeld, 2008). Tal como ¢é descrito na
literatura, Ana, apesar de inicialmente nao utilizar a linguagem algébrica formal nio estd
inibida de desenvolver o seu pensamento algébrico (Carreira et al. 2015; Kieran, 2007;
Zazkis & Liljedahl, 2002). Para além disso, a aluna ganha destreza nessas conversées, o
que ¢ fundamental no processo de aquisi¢io de conhecimento (Duval, 20006).

Em sala de aula revelam-se ainda cruciais os momentos de discussao (Ponte, 2005),
servindo de suporte para Ana e os seus colegas desenvolverem uma perspetiva algébrica
acerca de métodos de resolucao. Estas discussoes permitem ainda refletir sobre as estraté-
gias surgidas e desenvolver diferentes formas de entender e abordar os problemas propos-
tos (Windsor, 2010).
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Resumo. Neste estudo, a resolucio de problemas apoiada na utilizagio da folha de cdlculo é o contex-
to privilegiado para promover a aprendizagem de métodos formais da Algebra. Foi implementada uma
experiéncia de ensino, numa turma do 9.° ano de escolaridade, tendo como propésito proporcionar aos
alunos uma compreensao dos métodos algébricos associados aos sistemas de duas equacoes do 1.° grau
e 4 resolugio de equagdes do 2.° grau a uma incégnita. Apresentamos o caso de Ana, analisando as re-
presentagoes a que esta aluna recorre na atividade de resolugio de vdrios problemas com recurso a folha
de célculo que, pelas suas caracteristicas e linguagem hibrida, parece promover determinadas represen-
tagbes que contribuem para a transi¢io entre a Aritmética e a Algebra e, como tal, contribuem para a
aprendizagem do simbolismo algébrico e dos métodos formais.

Os resultados do estudo realizado permitem concluir que Ana recorreu frequentemente a ‘conver-
soes’ para o sistema de nota¢ao numérico ao abordar os problemas propostos. No entanto, o recurso a
folha de cédlculo encorajou o uso da notagio algébrica e no decurso da experiéncia de ensino observou-
se que as ‘conversdes’ foram sendo progressivamente efetuadas para o sistema de notagio algébrico. A
resolucio de problemas contextualizados revelou-se til para o estabelecimento de relagées entre a lin-
guagem simbdlica, na folha de cdlculo, e a linguagem simbdlica algébrica, com ldpis e papel. Contri-
buiu para dar sentido aos métodos formais algébricos tendo por base abordagens informais as situacoes
colocadas nos problemas.

Palavras-chave: Resolugio de problemas; Folha de cdlculo; Pensamento algébrico; Representagoes
matemdticas; Conversdes e tratamentos; Métodos formais algébricos.

Abstract. In this study, students’ problem solving supported by the use of the spreadsheet is the privile-
ged context to promote the learning of formal algebra methods. A teaching experiment was implemen-
ted in a 9 grade class with the purpose of providing students insight and understanding into the alge-
braic methods associated with solving systems of 1* degree equations and 2™ degree equations. Here we
present the case of the student Ana through the analysis of the representations that she produced when
solving several of the problems in the spreadsheet, taking into account that this tool has special charac-
teristics and presents a hybrid mathematical language that may facilitate the transition from arithmetic
to algebra and therefore promote the learning of the algebraic symbolic language and formal methods.

The results of the research study showed that at an early stage Ana often resorted to ‘conversions’ to
the numeric notation system when addressing the given problems. However her work with the spread-
sheet encouraged her use of the algebraic notation and throughout the teaching experiment her conver-
sions become mostly to this notation system. Solving contextualized problems also proved to be useful
for the establishment of relations between the symbolic language of the spreadsheet and the algebraic
symbolic language performed with paper and pencil. It helped to make sense of the algebraic formal
methods based on informal approaches to the problem situations.

Keywords: Problem solving; Spreadsheet; Algebraic thinking; Mathematical representations; Con-
versions and treatments; Algebraic formal methods.
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