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Introduccién

El Concurso Canguro Matemdtico (CCM) es un concurso internacional que consiste en
la resolucién de 30 problemas en un tiempo médximo de 75 minutos. Estos problemas se
presentan con cinco posibles respuestas y, de ellas, una y sélo una es correcta. Los con-
cursantes deben marcar una sola respuesta y no pueden escribir ninguna justificacion,
aunque puedan hacer anotaciones en papel aparte (tampoco pueden usar calculadoras)
y pueden no. Hay una prueba para cada uno de los seis niveles de educacién secunda-
ria. Cada prueba estd organizada en tres bloques con orden creciente de dificultad. Cada
bloque tiene diez problemas y cada problema se valora positivamente con una determi-
nada puntuacién y una penalizacién si la respuesta es incorrecta. Estos problemas son
propuestos por una comisién internacional de profesores vinculados a Le Kangourou sans
Frontiéres (KSF) y no pretende evaluar conocimientos curriculares, sino capacidad de ra-
zonamiento y el uso de estrategias para resolver problemas que involucran conocimien-
to matemdtico de cursos previos. Este tipo de problemas se ajusta a lo que Kantowski
(1977) denomina ejercicios y a la primera acepcidn de Schoenfeld (1992). Su resoluci-
6n es inmediata, ya que o bien se aplican modelos muy bésicos o estrategias muy bdsi-
cas (conteo, ensayos, tanteos, repartos, ...). En Castilla y Ledn, este concurso tiene gran
aceptacion. Los datos de participacién (www.canguromat.org.es) muestran que la parti-
cipacién por cursos disminuye a medida que aumenta el nivel académico, especialmente
en los cursos de bachillerato.
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Los objetivos principales de esta investigaciéon son dos: por una parte, se valora los
contenidos matemdticos presentes en los enunciados de los problemas del CCM de 1.0
y 2.° de Educacién Secundaria Obligatoria ESO, entre los afios 2007 y 2012, con el re-
ferente de la Ley Orgdnica de Educacién (LOE); por otra parte, se analiza la actuacion
de los alumnos de 1.2 ESO en la resolucién de una seleccién de problemas del concurso.
En concreto, se pretende analizar el uso de estrategias heuristicas, y observar y categori-
zar el conocimiento intuitivo que se desarrolla para la resolucién de dichos problemas,
bajo el marco tedrico que propone Fischbein (1987). Stavy y Tirosh (2000) creen que los
estudiantes reaccionan de forma similar en una amplia variedad de tareas matemdticas y
cientificas que no tienen relacién matemdtica alguna y estas mismas autoras en 2004 ar-
gumentan que aplican las mismas estrategias resolutorias.

Para el desarrollo de la investigacidn, se elabora un marco tedrico en el que se caracte-
riza la resolucién de problemas, se pone de manifiesto la importancia del uso de estrate-
gias heuristicas para la resolucién de problemas, como la estrategia de visualizacidn, y se
caracteriza el conocimiento intuitivo que puede desarrollar el alumno desde su experien-
cia y conocimiento previo.

Se trata de una investigacién educativa experimental que se desarrolla con un grupo
de alumnos de 1.2 ESO. A estos alumnos se les implementa un cuestionario elaborado
con problemas seleccionados de las pruebas del CCM con el objetivo de caracterizar el
desempefio de los alumnos en su resolucién.

Finalmente, entre las conclusiones de la investigacién destacamos la necesidad de una
docencia que aborde la ensefianza y ejemplificacion de estrategias de resolucion o heuris-
ticas, ya que, al no haber recibido una docencia especifica con esta orientacién, no son
muchos los alumnos que ponen en prictica alguna estrategia heuristica.

Antecedentes y marco teérico

En este apartado, se presentan ideas de investigaciones previas que caracterizan la resolu-
cién de problemas, el uso de estrategias heuristicas y el desarrollo de conocimiento intui-
tivo en la resolucién de problemas.

Para Kantowski (1977) un problema no se resuelve de forma evidente y requiere el
uso de informacién no rutinaria y cierto nivel de razonamiento, pero para resolver un
ejercicio sélo se necesita usar datos recordados o aplicar directamente un algoritmo co-
nocido, sin mds procesos de razonamiento. Schoenfeld (1992) identifica varias concep-
ciones de resolucién de problemas segn sus usos, entre ellos preparar a los alumnos para
competiciones y, de forma general, considera dos definiciones del término problema:
una, como algo que requiere el uso de las matemadticas y, otra, resolver una cuestién ma-
temdtica que es confusa o dificil. Polya (1990) indica que aunque el objetivo estd clara-
mente definido, el método de solucién no es inmediatamente accesible. Ortega, Pechar-
romdn y Sosa (2011) sefialan que un problema presenta un bloqueo inicial, y desde la
aceptacion del problema, el método de resolucién se basa en la exploracién de estrategias
de actuacién.
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La resolucién de problemas es uno de los estdndares curriculares del National Council
of teachers of Mathemiticas NCTM) vy, sin duda, su publicacién (NCTM, 1991) ha re-
forzado el interés como contenido curricular y como campo de investigacién.

El curriculo de Educacién Secundaria Obligatoria de Castilla y Leén (2007) contem-
pla entre sus objetivos la resolucién de problemas, no sélo desde el uso de contenidos ma-
temdticos, sino también para el desarrollo de estrategias de actuacion ante los problemas.
La resolucién de problemas y el uso de estrategias heuristicas especificas se encuentran en
el bloque de contenidos comunes del curriculo de todos los cursos. Por ejemplo, en 1.0
ESO se mencionan estrategias bdsicas como el andlisis del enunciado y comprobacién de
la solucién obtenida, pero en 2.° ESO, ademds, se consideran estrategias heuristicas es-
pecificas como el ensayo y error o la descomposicién del problema en partes.

La importancia de la resolucién de problemas también se manifiesta en las pruebas
para la evaluacién de la competencia matemdtica (PISA o pruebas de diagndstico), en
las que principalmente se propone resolver problemas de la vida cotidiana. Asimismo, la
existencia de alguna actividad o concurso como el “Canguro Matemdtico”, proporciona
una orientacién para que tanto alumnos como profesores se den cuenta de que es nece-
sario conocer estrategias heuristicas de resolucién de problemas para el desarrollo de la
competencia matemdtica en este dmbito. Ademds del Canguro Matemadtico, en Espana,
la Federacién de Profesores de Matemdticas organiza dos “olimpiadas matemdticas™ una
en la ESO, que trata de despertar en los alumnos interés por la matemdrica, y, otra, de ca-
rdcter internacional, en Bachillerato. El proyecto Problem@Web de Portugal tiene como
objetivo la resolucién de problemas de matemdticas mediante competiciones on line;
participan alumnos de 10 a 12 afnos en un nivel y de 12 a 14 en otro. A nivel interna-
cional destacan las 20 comunicaciones presentadas en el Zopic Study Group 15 “Problem
solving in mathematics education” del pasado ICME 12 que se celebré en Seul. Por otra
parte, la Federaciéon Mundial de Matemdticas Nacionales Competiciones publica una re-
vista que contiene articulos sobre competiciones reales, resultados de competiciones, y
articulos matemdticos ¢ histéricos de utilidad para los académicos y profesores de todo el
mundo interesados en competiciones matemadticas y resolucién de problemas. En Espafia
se han publicado numerosos trabajos sobre resolucién de problemas (Almeida, Bruno &
Perdomo-Diaz, 2014; Ferndndez Verdd, Callejo de la Vega, & Mdrquez Torres, 2014;
Gascon Chavarri, 2014), entre otros, pero se ocupan de temas diferentes (estudiantes del
Grado de Matemdticas, estudiantes para maestro, y estrategias de aprendizaje y resoluci-
6n en ESO) y su orientacién es completamente diferente.

Algunas estrategias heuristicas especificas que proponen Polya (1990) y Arthur
(2009) para resolver problemas son: dibujar figuras o diagramas; ensayo-error; generali-
zar; particularizar; razonamiento regresivo desde la suposicién del problema resuelto; in-
duccién matemdtica; reduccion al absurdo; analogia, utilizacién de la simetrfa, ... Dado
el gran ndimero de herramientas heuristicas, surge el problema de elegir la mejor estrate-
gia para cada problema. Esta investigacion se desarrolla en el nivel de 1. ESO, en el que
principalmente se ponen en préctica o se necesitan estrategias especificas bdsicas como el
ensayo-error y la visualizacién, pero no se requiere aplicar ningtin modelo especifico de
resolucién.
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Dada la influencia de la visualizacién en la resolucién de problemas, se comentan al-
gunas caracteristicas de este proceso cognitivo. Segin Presmeg (2000), la visualizacion
incluye procesos de construccién y transformacién de imdgenes mentales y representa-
ciones espaciales implicadas en la actividad matemdtica. Esta caracterizacién incluye la
interpretacién de informacién figurativa y el procesamiento visual (conversién de infor-
macién abstracta o no figurativa en imdgenes visuales y proceso de transformacién de
imdgenes visuales), conceptos introducidos por Bishop (1983). Una imagen visual es
una representacion mental que describe informacién visual o espacial. Presmeg (1986)
ofrece una clasificacién de las imdgenes visuales: imdgenes concretas (imdgenes de obje-
tos fisicos), imdgenes cinéticas (incluyen movimiento fisico o gestual), imagen dindmica
(la propia imagen se mueve o transforma), imdgenes de férmulas, imdgenes de patrones
(interpretacién esquemdtica, carente de detalles, del significado de contenido abstracto,
no figurativo, relacional, ...). La propia Presmeg senala que en matematicas la eficacia de
las imdgenes visuales se observa cuando van acompafiadas de procesos analiticos. Esto es
algo que se pone de manifiesto constantemente en la resolucién de problemas, la visuali-
zacion se presenta como medio que conduce a la resolucién del problema. Consideramos
que la interpretacién visual de los enunciados de problemas facilita la resolucién del pro-
blema y, sobre todo, la comprensidn del enunciado. La visualizacién es un proceso cog-
nitivo que orienta la eleccién de la estrategias de resolucién del problema, o proporciona
en si mismo una estrategia.

La resolucién de problemas es un espacio favorable para el desarrollo de conocimien-
to intuitivo que pasa a formar parte del proceso de resolucién del problema, pues unas
veces justifica la eleccién de la estrategia de resolucién vy, otras, reinterpreta los resultados
obtenidos tras un procedimiento matemdtico. Fichbein (1987) considera a la intuicion
como un tipo de conocimiento evidente y cierto para el individuo. El conocimiento in-
tuitivo abarca interpretaciones o representaciones que elabora el individuo desde su evi-
dencia y certeza, sin necesidad de una demostracién analitica o una prueba empirica. La
fuente principal del conocimiento intuitivo es la experiencia. Entre las caracteristicas del
conocimiento intuitivo que propone este autor mencionamos las que hemos utilizado
para reconocer el conocimiento intuitivo que desarrolla el alumno en la resolucién del
problema: evidencia, que surge de la interpretacién que el alumno hace del enunciado
desde su conocimiento o experiencia previa; certeza, que en nuestro caso no viene dada
por una fuente extrinseca (profesor, demostracidn, ...), sino que consideramos que es el
conocimiento previo del individuo que da un grado de certidumbre al conocimiento in-
tuitivo desarrollado; coercidn, porque el conocimiento intuitivo dirige el razonamiento
del individuo y, consecuentemente, la eleccidn de la estrategia de resolucion, ademds es
conocimiento que prevalece frente al conocimiento formal; globalidad, en el sentido de
que el conocimiento intuitivo desarrollado se corresponde con la interpretacién inicial
y global del problema. Ademds, mencionamos dos mecanismos en el proceso de gene-
racién de intuiciones que ayudan a reconocer este conocimiento: /a clausura prematura,
desde el momento que la informacién desarrollada es aparentemente cierta e intrinseca-
mente consistente; y e/ efecto de primacia, el individuo tiende a optar por las primeras in-
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terpretaciones y evitar interpretaciones alternativas que pueden atentar contra el equili-
brio del conocimiento.

Para la interpretacién y clasificacién del conocimiento intuitivo que observamos que
desarrolla el alumno, elegimos una de las clasificaciones del conocimiento intuitivo que
propone Fischbein (1987):

Intuiciones de afirmacidn, que son representaciones o interpretaciones de ciertos he-
chos aceptadas como ciertas, evidentes por si mismas y consistentes. En nuestro caso,
consideraremos intuicién de afirmacidn a la idea o creencia que manifiesta el alumno,
dotada de las caracteristicas anteriores, y que justifica la eleccién de su respuesta (entre
las cinco posibles), pero no hay un andlisis o procedimiento matemdtico posterior que
refuerce esta eleccién.

Intuiciones conjeturales, que estdn asociadas a la sensacion de certitud sobre hechos fu-
turos. Las intuiciones conjeturales son mds o menos evaluaciones y predicciones general-
mente no incluidas en una actividad sistemdtica de resolucién. Consideramos esta intui-
cién cuando la respuesta del problema no procede ni de la interpretacién del enunciado,
ni de un andlisis o proceso matemdtico de resolucidn, sino de una catalogacién o evalua-
cién del tipo de problema.

Intuiciones de anticipacion, que también son conjeturas pero que pertenecen explicita—
mente a la resolucién de problemas. Una intuicién de anticipacién es la visién preliminar
de la solucién a un problema, que precede al andlisis y al desarrollo completo del mismo.
No todas las hipdtesis son intuiciones, solamente aquellas que se asocien desde el inicio
con alguna sensacién de certeza o evidencia. Una intuicién de anticipacién es una solu-
cién preliminar a un problema especifico, mientras que una intuicién de afirmacién re-
presenta una actitud cognitiva estable respecto a una situacién mds comtn y general. En
nuestro caso, consideraremos intuicién de anticipacion a la idea o creencia que manifies-
ta el alumno, que justifica un andlisis o procedimiento matemdtico explicito del que se
extrae la respuesta del problema, y que estd dotada de las caracteristicas de conocimiento
intuitivo mencionadas.

Intuiciones de conclusion, que resumen, de forma global y estructurada, las ideas esen-
ciales de la solucién de un problema previamente resuelto. Esto afiade a la construccion
formal y analitica una sensacién de certeza directa e intrinseca. En nuestro caso, conside-
raremos intuicién de conclusién a la reinterpretacién del dato obtenido tras un anilisis
o procedimiento matemdtico de resolucién del problema, dotada de las caracteristicas de
conocimiento intuitivo que propone Fischbein (1987).

Aunque en nuestro caso consideramos exclusivamente el modelo de Fichsbein (1987),
evidentemente hay otros autores que se ocupan de modelos intuitivos. Asi Stavy y Ti-
rosh, (2000) y Tirosh, Stavy y Tsamir (2001) encontraron que los estudiantes reaccionan
de manera similar y aplican las mismas reglas intuitivas en una amplia variedad de tareas
matemadtica y cientificas que, sin estar relacionadas conceptualmente, tienen algunas ca-
racteristicas externas comunes. Mds reciente es el trabajo de Dane y Prat (2007), que re-
visan el concepto de intuicién y relacionan caracteristicas de las tareas con la eficacia de
la intuicién.



32 Cristina Pecharromdn Gémez, Tomds Ortega del Rincén, Verdnica San Miguel Pérez

La produccién de modelos es una forma de desarrollar conocimiento intuitivo. Se-
gan Fischbein (1987) si una nocién no es representable intuitivamente se tiende a pro-
ducir un modelo que pueda reemplazar dicha nocién en el proceso de razonamiento por
un modelo intuitivo. El modelo es un puente entre lo intelectualmente inaccesible y lo
intelectualmente aceptable y manipulable. El autor considera modelos que estdn en re-
lacién de analogfa con el original y distingue los paradigmaticos, en los que el modelo
es una subclase de una categoria de entidades a la que pertenece el original (puede ser
un ejemplo que sea representativo; es decir, que inspire el significado, las relaciones, los
usos, ..., del original), y los analdgicos, cuando el modelo y el original pertenecen a dos
sistemas conceptuales distintos, aunque con un grupo de propiedades estructurales co-
munes. Finalmente, el autor considera modelos diagramdticos o representaciones graficas
de relaciones o procesos. Un diagrama ofrece una representacion sinéptica y global de
una estructura o proceso que contribuye a su comprension. Para Fischbein (1987), no
toda representacién visual proporciona conocimiento intuitivo. Para ello, la imagen debe
ser una representacion dindmica. Es decir, ademds de ser representaciones que ofrecen
evidencia, inmediatez (la realidad es directamente percibida) y globalidad, deben guiar el
desarrollo analitico hacia la solucién.

Objetivos

Las ideas expuestas en el apartado anterior, nuestra experiencia docente y el cardcter de
los problemas con los que trabajamos en esta investigacién, nos llevan a formular los si-
guientes objetivos especificos de la investigacion:
O1. Analizar los contenidos matemdticos curriculares presentes en los enunciados de
los problemas del CCM de 1.0y 2.0 ESO, entre los anos 2007 y 2012, con el re-
ferente del curriculo LOE.

O2. Observar la necesidad del uso de estrategias heuristicas en la resolucién de pro-
blemas del CCM en los cursos de 1.2y 2. ESO.

O3. Analizar y valorar el uso de estrategias heuristicas en la resolucién de los problemas
del CCM, en concreto, las estrategias especificas de visualizacién y ensayo-error.

O4. Analizar y clasificar el conocimiento intuitivo presente en las respuestas de los
alumnos.

Marco metodolégico

El estudio que aqui se presenta es una investigacion educativa de cardcter cualitativo. Para
su desarrollo se ha utilizado como referente el marco metodolégico cualitativo conocido
como estudio de casos. Desde que Stake creara esta metodologia (Stake, 1998) han sido
muchos los autores que han escrito sobre ella y la han aplicado. Asi, Coller Porta (2005)
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tras una resefia histdrica presenta numerosos ejemplos en los que se aplica esta metodo-
logfa; Mendoza-Nunez (2006) realiza una interpretacidn cognitiva de la obra de Stake;
Simone (2011) escribe sobre el concepto, disefio de investigacién andlisis de resultados y
generalizaciones; Wassermann (1994), y Donoso-Vézquez y Sdnchez-Marti (2013) uxili-
zan el estudio de casos como metodologia de ensenanza y aprendizaje. Sin embargo, para
nosotros es insuperable el articulo de Stake (2005) y de los tres tipos de casos que consi-
dera (intrinseco, instrumental y colectivo) el aqui tratado se ajusta al caso instrumental.
A continuacién se describe el caso de estudio, pero el desarrollo de la investigacién que
aqui se describe propiciard la comprensién del mismo.

En primer lugar, de la pdgina www.canguromat.org.es se descargan las pruebas del
CCM de 1.0y 2.2 ESO, entre los anos 2007-2012, ambos incluidos, para el anilisis del
contenido matemdtico presente en los problemas de dichas pruebas.

En segundo lugar, se llev6 a cabo una experimentacién con un grupo de 48 alum-
nos que se presentaron al concurso del CCM. El objetivo de esta exploracién era obte-
ner informacién sobre las opiniones de estos alumnos sobre el propio concurso (grado
de motivacidn, preparacién previa, dificultades encontradas en el desarrollo, relacién con
contenidos estudiados, satisfaccién). Para tal fin se elaboré un cuestionario que fue cum-
plimentado por estos alumnos. Su contenido y el andlisis correspondiente se presentan
después.

Finalmente, con intencién de valorar el conocimiento intuitivo y uso de estrategias
heuristicas en la resolucién de problemas se elaboré y se pasé un cuestionario a un grupo
natural de 38 alumnos de 1.° ESO. Este cuestionario tenfa 12 problemas del CCM para
que lo resolvieran durante 50 minutos. Estos alumnos, que eran todos los integrantes de
1. de ESO, no tenian instruccién previa sobre resolucién de problemas y uso de estra-
tegias heuristicas. Pertenecian a un centro de secundaria donde la mayoria de los padres
tenfan alta formacién y estaban muy interesados por los aprendizajes de sus hijos. Se pi-
dié a los alumnos que escribiesen sus ideas y/o proceso seguido hasta la eleccién de una
de las cinco posibles soluciones del problema, para poder luego evaluar estos procesos
y valorar la presencia de conocimiento intuitivo. La prueba elaborada estd dividida en
tres bloques presentados en orden creciente de dificultad, de forma similar a las pruebas
del CCM. Cada bloque consta de cuatro preguntas seleccionadas entre los bloques cor-
respondientes de las pruebas del CCM desde 2007 hasta 2012. El tnico criterio que se
utilizd para la seleccién de los problemas fue el de abarcar los bloques de contenido del
curriculo de acuerdo con los porcentajes de presencia de los contenidos que se ha obser-
vado en el andlisis del contenido de las pruebas del CCM. Los problemas de esta prueba
también se presentan junto con el andlisis de los datos obtenidos de cada problema.

Contenidos matemdticos en las pruebas Canguro Matemdtico

En este apartado, se analizan los contenidos curriculares presentes en la prueba del CCM
de 1.0y 2.2 ESO, entre los anos 2007 y 2012. También se observa si es necesario el uso
de alguna estrategia heuristica especifica para resolver el problema.
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Se consideran los seis bloques de contenido del curriculo: contenidos comunes (B1),
nameros (B2), dlgebra (B3), geometria (B4), funciones y graficas (B5), y estadistica y
probabilidad (B6). Los contenidos fuera del curriculo oficial en el curso correspondiente
los denominamos (FC), y si la resolucién del problema requiere del uso de una estrategia
heuristica especifica se sefiala con las siglas (EH).

La tabla 1 presenta una clasificacién del contenido matemdtico presente en los pro-

blemas de las pruebas del CCM entre los afios 2007 y 2012 para el curso de 1° ESO.

Tabla 1. Clasificacién de los contenidos de las pruebas del CCM
en 1.2 ESO entre los afios 2007 y 2012

ANO % Bl % B2 % B3 %B4 %B5S %B6 %FC  %EH

2007 33,33 26,67 0 26,67 0 0 13,33 13,33
2008 50 46,67 3,33 16,67 0 0 3,33 10
2009 50 36,67 0 20 0 0 10 6,67
2010 56,67 30 0 13,33 0 0 3,33 10
2011 66,67 26,67 3,33 13,33 0 0 6,67 20
2012 36,67 33,33 6,67 23,33 0 0 3,33 13,33

Totales 48,89% 33,34%  2,22% 18,89% 0% 0% 6,67% 12,22%

Se observa que los contenidos del bloque de dlgebra son reducidos. De hecho, en algunas
pruebas no hay preguntas asociadas a este bloque de contenidos. Esto puede ser porque
los contenidos curriculares de 1.2 de ESO en dlgebra son muy escasos y principalmente
introductorios.

Los bloques de contenido de funciones y graficas y estadistica y probabilidad, en ge-
neral, no aparecen en las pruebas. S6lo estdn presentes en una de las 180 preguntas anali-
zadas y, en este caso, ademds, son contenidos fuera de curriculo del curso correspondien-
te. Esto puede deberse a que la prueba se realiza en el mes de marzo de cada afio, antes
de que haya habido tiempo a ensefiar estos contenidos, segin la secuenciacién curricular
y la que contemplan los libros de texto.

El porcentaje de preguntas que requieren de una estrategia heuristica especifica (en-
sayo-error, dibujo diagramas) para su resolucién es reducido, aunque no despreciable.
Por el contrario, un importante porcentaje de ellas, cerca del 50%, requiere de la uti-
lizacién de contenidos comunes (B1), entre los que se encuentran las estrategias heu-
risticas bdsicas (interpretacién enunciados, comprobacién solucién, perseverancia y
flexibilidad, ...).

La mayoria de los contenidos fuera de curriculo corresponden al bloque de conteni-
dos de geometria (figuras en el espacio), aunque hay una pregunta que es del bloque de
estadistica y probabilidad (medidas de centralizacién). Estos contenidos suelen estar con-
templados en los libros de texto de dicho curso, sin embargo, atendiendo a la temporali-
zacién usual de los contenidos en la programacién, son contenidos que todavia no se han
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desarrollado en la fecha de realizacién de la prueba del CCM. Los organizadores de las
pruebas entenderdn que son contenidos que pueden tener un aprendizaje o un reconoci-
miento no formal a través de la experiencia, intuicién o el razonamiento del individuo, o
incluso pueden ser contenidos que forman parte del conocimiento del alumno por haber
sido aprendidos en primaria.

La tabla 2 presenta una clasificacién del contenido matemdtico de los problemas de

las pruebas del CCM entre los afios 2007 y 2012 para el curso de 2.° ESO.

Tabla 2. Clasificacién de los contenidos de las pruebas del CCM
en 2.° ESO entre los afios 2007 y 2012

ANO 9% Bl % B2 % B3 %B4 %B5 %B6 %FC %EH

2007 26,67 50 10 23,33 0 0 0 10
2008 36,67 33,33 6,67 33,33 0 0 0 10
2009 46,67 26,67 3,33 26,67 0 0 3,33 6,67
2010 43,33 43,33 10 13,33 0 0 3,33 10
2011 40 33,33 0 23,33 0 0 3,33 6,67
2012 30 43,33 10 20 0 0 0 16,67

Totales 27,22% 38,33%  6,67% 23,33% 0% 0% 1,66% 10%

Al igual que en 1. © ESO, se observa que los contenidos del bloque de 4lgebra son pocos.
Predominan los contenidos relativos al bloque de ndmeros y geometria.

Aparecen contenidos fuera de curriculo, pero el alumno debe conocerlos, porque son
contenidos que aparecen en el curriculo en el curso de 1.2 ESO: sistemas de numeracién.
También aparece una pregunta relativa al bloque de funciones y gréfica que corresponde
a contenidos impartidos en 1.2 ESO (coordenadas cartesianas), luego, el alumno no de-
biera tener dificultades en resolverla.

El nimero de preguntas que necesita del uso de una estrategia heuristica especifica
para su resolucién es reducido, en cambio, es elevado el niimero de preguntas que nece-
sitan de estrategias generales o bésicas.

En ambos cursos se observa que la distribucién de contenidos no varia demasiado, en
los anos analizados. En 1. ESO predominan los contenidos del bloque de contenidos
comunes y en 2.° ESO predominan las preguntas del bloque de nimeros.

En ambos niveles se observa que las preguntas que tienen asociada mayor dificultad
corresponden a aquellas que, ademds de necesitar de un contenido especifico, necesitan
del desarrollo de una estrategia heuristica para su resolucion.

Anilisis de resultados de cuestionario de opinién sobre el CCM

La tabla 3 resume los datos obtenidos en el cuestionario de opinién de alumnos partici-
pantes en el CCM, sobre dicho concurso:
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Tabla 3. Resumen de la valoracién del CCM por alumnos participantes

Pregunta Nada Poco Bastante Mucho

Las preguntas que han

aparecido en el concur-

so estdn relacionadas con 5,36% 41,07% 46,43% 7,14%
temas que se ven en mi

curso en clase.

Participar en el Canguro
me ayuda a mejorar en 7,14% 50% 35,71% 7,14%

matematicas.

El concurso del Canguro 23.21% 50% 23.21% 3.57%

me parece fécil.

Antes del concurso, he
estudiado por mi cuenta 39,29% 46,43% 8,99% 5,36%

para hacerlo mejor.

En mi centro se nos ani-
ma a participar en el 3,57% 14,29% 64,29% 17,86%

concurso.

Me siento satisfecho con
mi dltima participacién 7,14% 33,99% 46,43% 12,5%

en el concurso.

Resulta sorprendente que mds un 40% de los encuestados considere que las preguntas del
concurso estdn poco relacionadas con los contenidos que se ven en clase cuando, como
hemos visto al analizar las pruebas, la relacién directa con contenidos curriculares se da
en casi la totalidad de las preguntas. Esto puede ser porque los contenidos curriculares
que se necesitan forman parte del conocimiento previo arraigado del alumno y no son
contenidos recién aprendidos en el curso. También ocurre que los problemas propues-
tos en el CCM no se asocian directamente con un concepto matemdtico, como ocurre
usualmente en la préctica del aula, sino que muchas veces requicren del uso de estrate-
gias heuristicas o combinacién de varios conceptos o procedimientos matemdticos para
su resolucién.

También es llamativo el alto porcentaje que considera que el concurso es nada o poco
facil. Esto nos lleva a preguntarnos, ;por qué la prueba les resulta tan complicada?. Cre-
emos que la presencia de preguntas que requieren la utilizacién de una estrategia heuris-
tica especifica puede ser una causa. Es decir, en general, no son ejercicios o problemas a
los que estdn acostumbrados en el aula, en los que identifican de inmediato el concepto
o procedimiento (modelo) matemdtico a utilizar y, en ellos, no suele ser necesario el uso
de estrategias heuristicas especificas. Este tipo de estrategias no es usual que se ensefien o
practiquen en el aula. Ademds, se requiere experiencia y practica para llegar a dominarlas.
Por tanto, el alumno encuentra dificultades en la resolucién de los problemas del CCM



Andlisis de las estrategias heuristicas y valoracion del conocimiento intuitivo en la resolucion de problemas 37

por su desconocimiento de estrategias heuristicas de resolucién de problemas que le per-
mitan utilizar su conocimiento para resolver los problemas.

Los datos también ponen de manifiesto que los problemas del CCM son una forma
de presentar conocimiento matemdtico que resulta novedosa para muchos alumnos vy,
por tanto, les resulta enriquecedor, porque les obliga a razonar, descubren otra forma de
utilizar su conocimiento matemdtico y les permite reconocer su falta de préctica en la re-
solucién de problemas. Otros alumnos opinan que este concurso no les ayuda en su for-
macién matemdtica, quizd porque no reconocen la presencia del contenido matemdtico
ni las habilidades que éste implica.

Anilisis de datos del cuestionario de resolucién de problemas del CCM

Los resultados de este cuestionario se presentan por problema, siguiendo el orden en el
que aparecen en el cuestionario. Aunque se dijo a los alumnos que justificasen sus res-
puestas, no todos lo hicieron, por tanto, muchas de estas respuestas pueden ser respuestas
al azar. Ademds, nos interesa observar el uso de estrategias heuristicas especificas, en con-
creto las estrategias de ensayo-error y visualizacién, y valorar la eficacia de este uso. Por
tanto, el andlisis de datos se realiza presentando el porcentaje de respuestas correctas (RC)
y de respuestas incorrectas (RI) segtin la estrategia utilizada en la resolucién del problema
y segun su ausencia de justificacién. También se presentan los porcentajes totales de RC,
RI y el porcentaje de respuestas no contestadas (NC). A estos datos les acompafiard una
reflexion que valora el uso de las estrategias heuristicas y el conocimiento intuitivo que
se observa desarrollan los alumnos en sus respuestas a partir del enunciado del problema.
Dado que los problemas no son muy elaborados, el conocimiento intuitivo, sobre todo,
se observard entre las respuestas incorrectas justificadas. Es decir, se van a poder interpre-
tar los errores desde el conocimiento intuitivo desarrollado. Se observa que los alumnos
que responden bien y justifican sus respuestas hacen razonamientos directos o cdlculos
precisos, manifiestan un adecuado conocimiento matemdtico. No se ha observado que
las respuestas correctas y justificadas tengan lugar a través del desarrollo de conocimiento
intuitivo aunque, sin lugar a duda, estd presente, ya que éste conocimiento estd asociado
a las operaciones bidsicas, las relaciones que establecen entre lo que perciben y lo que co-
nocen, y en utilizar lo que conocen para ordenar, manipular, transformar, ..., lo que per-
cibe. A priori, nos plateamos buscar o identificar el conocimiento intuitivo a través de la
pregunta, ;qué conocimiento (conceptual, procedimental) asocia el alumno al enuncia-
do?. Este conocimiento intuitivo se clasificard y caracterizard segtin el marco tedrico que

proporciona la obra de Fischbein (1987).
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Problema 1

El Canguro va directamente del zoolégico a la escuela. Cuenta todas las flores que encuentra
en su camino. ;Cudl de los niimeros siguientes NO puede ser la cantidad de flores que puede
encontrar?

A)9 B) 10 Q)11 D) 12 E) 13

Escuela

Canguro Matemitico 2010. Pregunta n.° 3 del nivel 1

Tabla 4. Andlisis respuestas problema 1

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Ensayo/Error 21,05 7,89 0
Visualizacién + Ensayo/Error 10,52 0 0
Interpretacion y explicacién verbal 0 26,31 0
Sin justificar 18,42 15,79 0
Totales (%) 50 50 0

Sobre la estrategia de resolucion

Se observa que algunos alumnos optan por el uso de una estrategia especifica de resoluci-
6n y, en la mayoria de estos casos, se llega a la solucién correcta del problema. Todos los
alumnos que optan por la estrategia de visualizacién resuelven bien el ¢jercicio.

Interpretacion de algunas respuestas incorrectas justificadas
Ninguna de las opciones de respuesta que ofrece el problema: no se interpreta bien el
enunciado. Se cuenta la totalidad de las flores de los tramos, que son 19. Es posible que
haya una focalizacién en una parte del enunciado “Cuenta todas las flores...” (2 alumnos).
Elige la cantidad mds pequefa de entre las respuestas dadas: no prueban caminos ni
cuentan flores. El alumno observa que hay bastantes flores luego es “evidente” que de las
posibles respuestas no ocurra la de menor cantidad (por descarte). Se trataria de una in-
tuicién de afirmacién porque no hay un posterior andlisis del problema, se trata de un
conocimiento que surge tras la lectura del enunciado (5 alumnos).
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Imagen 1. Intuicién afirmacién — Respuesta del alumno 21

Elige la cantidad mds grande: no se prueban caminos ni cuentan flores. El alumno tiene
un planteamiento acumulativo. Para él es evidente que llegado a una cifra, se llega a las
anteriores. Entonces, procediendo por descarte, al que no se llegard es al nimero mayor
que ofrece las respuestas. Se tratarfa de una intuicién de afirmacién porque no hay un
posterior andlisis del problema, se trata de un conocimiento que surge tras la lectura del
enunciado (1 alumno).
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Imagen 2. Intuicién afirmacién — Respuesta del alumno 30

Problema 2

Se tienen tres cajas, una blanca, otra verde y la tercera roja. Una de ellas contiene una barra
de chocolate, otra una manzana y la iltima estd vacia. Se sabe que la barra de chocolate estd
en la caja blanca o en la roja, y que la manzana no estd ni en la blanca ni en la verde. La
caja donde estd el chocolate es:

A) Blanca B) Roja C) Verde D) Roja o Verde E) imposible saberlo

Canguro Matemdtico 2009. Pregunta n.° 5 del nivel 1

Tabla 5. Andlisis respuestas problema 2

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Visualizacién 10,52 2,63 0
Interpretacién y explicacién verbal 34,21 18,42 0
Sin justificar 10,52 23,68 0
Totales (%) 55,26 44,73 0
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Sobre la estrategia de resolucion

Son pocos alumnos los que optan por una estrategia de visualizacidn, aunque resulta
efectiva. Realizan un esquema que recoge los datos del enunciado y le utilizan para inter-
pretar dicho enunciado. En general, la mayoria de los alumnos optan por una interpreta-
cién y explicacién verbal del problema.

Interpretacion de algunas respuestas incorrectas justificadas

Mala lectura o interpretacién del enunciado (3 alumnos) — Intuicién de afirmacién.
Focalizacién en parte del enunciado y omisién del resto o falta de comprensién del resto
del enunciado: “/a barra de chocolate estd en la caja blanca o en la roja”. Se indica que es
imposible saberlo porque el chocolate puede estar en la caja blanca y en la roja (3 alum-
nos) — Intuicién conjetural.

Problema 3
Un cuadrado de papel se corta en dos partes, mediante un sinico corte recto.
sCudl de las siguientes no puede ser la forma de ninguna de las dos piezas
en que se ha dividido el cuadrado?
A) Cuadrado B) Rectdngulo C) Tridngulo rectdngulo
D) Pentdgono E) Tridngulo isdsceles

Canguro Matemdtico 2011. Pregunta n° 3 del nivel 1

Tabla 6. Andlisis respuestas problema 3

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Visualizacién + Ensayo/Error 26,31 13,15 0
Interpretacién y explicacién verbal 2,63 10,52 0
Sin justificar 15,79 31,57 0
Totales 44,73 55,26 0

Sobre la estrategia de resolucion

Algunos alumnos optan por una estrategia de visualizacién, aunque no siempre resulta
efectiva debido a que no hay un andlisis visual completo de las posibilidades que ofre-
ce el enunciado. Bastantes alumnos optan por la interpretacion y explicacién verbal del
problema.

Interpretacion de algunas respuestas incorrectas justificadas
Se presentan varias respuestas, incluida la del cuadrado. El alumno prueba o visualiza al-
gunas posibilidades, pero no todas. Andlisis insuficiente de la figura y las posibilidades
(3 alumnos), a lo que hemos llamado Intuicién de anticipacién.

Respuesta-Pentdgono: No se acepta que pueda surgir una figura de més lados que el
cuadrado al realizar un sélo corte (3 alumnos). Se trata de una intuicién de afirmacién
porque no motiva ningtin andlisis que confirme esta idea.
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Imagen 3. Intuicién afirmacién —Respuesta del alumno 24

Respuesta-Tridngulo isésceles: El alumno afirma que de una figura regular, como es el
cuadrado, no se puede obtener dos tridngulos irregulares. Es una intuicién de afirmaci-
6n, porque no estd asociada a ningtn andlisis posterior. Ademds se observa otro error:
el alumno no sabe lo que son tridngulos isésceles (2 alumnos). Otro alumno afirma que
no se puede obtener un tridngulo isdsceles con un solo corte. Aqui se ha producido un
mal andlisis o un insuficiente andlisis motivado por la tendencia a la clausura prematura.

Problema 4
La abuela de Victor y Miguel les ha dado manzanas y peras para que las lleven a casa. En
total son 25 piezas de fruta. En el camino, Victor se come 1 manzana y 3 peras, y Miguel 3
manzanas y 2 peras. Al llegar observan que llevan tantas peras como manzanas. ; Cudntas pe-
ras les dio la abuela?

A) 12 B) 13 Q)16 D) 20 E)21

Canguro Matemdtico 2012. Pregunta n° 8 del nivel 1

Tabla 7. Andlisis respuestas problema 4.

Estrategia resolucion RC % RI % NC %
Cilculo numérico 23,68 44,73 0
Sin justificar 10,52 18,42 0
Totales (%) 34,21 63,15 2,63

Sobre la estrategia de resolucion
No se observa el uso de una estrategia especifica de resolucién. Se lleva a cabo un célculo
numérico derivado de la interpretacién que hace cada alumno del enunciado.

Interpretacion de algunas respuestas incorrectas justificadas

Respuesta 8 (no estd entre las posibles): Célculo incompleto derivado de una lectura in-
completa o parcial del enunciado — Focalizacién en una parte del enunciado: “/levan
tantas peras como manzanas’ (5 alumnos). Intuicién de afirmacién.

Respuesta 20: Célculo erréneo derivado de una insuficiente interpretacion del enun-
ciado. Focalizacién en una parte del enunciado: “;Cudntas peras les dio la abuela? . Tiene
lugar una parcialidad de los datos, focalizacién en las peras y se ignoran las manzanas (2
alumnos) — Intuicién de conclusién.
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Respuesta 12: El alumno 11 focaliza su atencién en la frase “/levan tantas peras como
manzanas’. Entonces divide la cantidad inicial entre dos y, aunque no le da exacto, toma
el resultado del cociente (redondeando por defecto) como solucién. Como su resultado,
coincide con una de las respuestas, lo da por bueno. Se tratarfa de una intuicién de con-
clusién fundamentada en unos cdlculos y en la aproximacién a una de las respuestas, la
orientada desde el cilculo de la divisién.

Respuesta 13 (interpretacidn errénea): Igual que en el caso anterior, un alumno foca-
liza su atencidn en la frase “levan tantas peras como manzanas”. Hace un cdlculo mental
aproximado de la mitad. Se tratarfa de una intuicidén de conclusién fundamentada en el
cdlculo aproximado de la mitad y en la aproximacién a una de las respuestas. Otro alum-
no, también por medio de una intuicién de conclusidn, elige 13 porque se han comido
una pera mds que manzanas.
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Imagen 4. Intuicidn conclusién — Respuesta del alumno 29

Respuesta 16: Hay un célculo incompleto derivado de una interpretacién insuficiente
del enunciado y quizd porque en el desarrollo se encuentra una de las posibles respues-
tas. Hay una clausura prematura del problema (6 alumnos) — Intuicién de anticipacién.

Problema 5

Ana, Blanca, Cecilia y Diana practican cada una un deporte diferente: kdrate, fiitbol, volley-

ball y judo, no necesariamente en este orden. A Ana no le gustan los deportes de pelota, la ju-

doka Blanca a menudo asiste a los partidos de fiitbol para ver jugar a su amiga Diana. ;Cudl

de las siguientes proposiciones es verdad?

A) Ana juega al volleyball ~ B) Blanca juega al fiirbol C) Cecilia juega al volleyball
D) Diana hace kdrate E) Ana hace judo

Canguro Matemdtico 2007. Pregunta n° 12 del nivel 1

Tabla 8. Andlisis respuestas problema 5

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Visualizacién 7,89 0 0
Interpretacién y explicacién verbal 31,57 21,05 0
Sin justificar 10,52 26,31 0

Totales (%) 50 47,36 2,63
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Sobre la estrategia de resolucion
Un pequefo porcentaje de alumnos utiliza la estrategia de visualizacién con buenos re-
sultados. Realizan un esquema que recoge la informacién e interpretacién del enunciado.

Interpretacion de algunas respuestas incorrectas justificadas
Respuesta E: Insuficiente interpretacién del enunciado. Focalizacién en una parte del
enunciado: “A Ana lo le gustan los juegos de pelora”. No consideran o no se dan cuenta de
la informacién que se extrae de la expresidn “la judoka Blanca” (7 alumnos) — Intuici-
6n de afirmacién.

Otras respuestas también manifiestan una insuficiente interpretacion del enunciado.
No se relacionan bien todos los datos que contiene el problema.

Problema 6
Harry suelta una paloma mensajera a las 7:30 de la manana, para mandarle un mensaje a
Ron. La paloma le da el mensaje a las 9:10 de la manana, volando 4 km. cada 10 minutos.

s Qué distancia hay entre Harry y Ron?
A) 14 km.  B)20km. C)40km. D)56km. E)G64km.

Canguro Matemitico 2007. Pregunta n° 17 del nivel 1

Tabla 9. Andlisis respuestas problema 6

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Cilculo numérico 15,78 36,84 0
Interpretacién y explicacién verbal 0 2,63 0
Sin justificar 21,05 18,42 0
Totales (%) 36,84 57,89 5,26

Sobre la estrategia de resolucion
No se observa el uso de una estrategia especifica de resolucién. Se lleva a cabo un cdlculo
numérico derivado de la interpretacién que hace cada alumno del enunciado.

Interpretacion de algunas respuestas incorrectas justificadas
Errores en el planteamiento. Estos errores y los siguientes estdn ligados a hechos futuros
(6 alumnos). Intuicién conjetural.

Errores en el calculo del tiempo (4 alumnos) — Intuicién conjetural.

Respuesta 14 Km: Error en los cdlculos del tiempo. Da la respuesta que mds se apro-
xima al resultado de sus cuentas — Intuicién de conclusién (1 alumno).

Respuesta 40 Km: Multiplican 10 minutos por 4 Km. Consideran que se obtienen
kilémetros y el tiempo lo ignoran. Hay una interpretacién muy particular de los datos,
posiblemente buscando una solucién entre las dadas como posibles. Se observa clausura
prematura (2 alumnos) — Intuicién conjetural.
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Imagen 5. Clausura prematura — Respuesta del alumno 28.

Respuesta 64 Km: No hace cdlculos. Considera que la paloma tarda mucho, de ahi de-
duce que la distancia que recorrerd serd la mayor — Intuicién de afirmacién (1 alumno).
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Imagen 6. Intuicién afirmacién — Respuesta del alumno 23

Problema 7
El tridngulo y el cuadrado tienen el mismo perimetro. ;Cudl es el perimetro
de la figura completa (un pentdgono)?
A)12cm B)24em  C)28cm D) 32cm
E) Depende de las medidas del tridngulo

dcm

Canguro Matemitico 2008. Pregunta n° 13 del nivel 1

Tabla 10. Andlisis respuestas problema 7

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Cilculo numérico 5,26 26,31 0
Interpretacién y explicacién verbal 0 21,05 0
Sin justificar 7,89 39,47 0
Totales (%) 13,15 86,84 0

Sobre la estrategia de resolucion

Se lleva a cabo un cdlculo numérico derivado de la interpretacién que hace cada alumno
del enunciado. Sin embargo, la interpretacién del enunciado necesita de la interpretacion
de una figura, por tanto, interviene un proceso de visualizacién. Se observan dificultades
en la interpretacion global de la figura como pentdgono, hacen una interpretacién discre-
ta de cuadrado y tridngulo, lo que dificulta el reconocimiento de perimetro de la figura.
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Interpretacion de algunas respuestas incorrectas justificadas

Respuesta D: (5 alumnos) Calculan el perimetro del cuadrado y lo multiplican por dos
porque en el enunciado se dice que tienen el mismo perimetro. No se dan cuenta de que
las figuras comparten un lado — Interpretacién discreta de la figura.

Respuesta B: 1 (alumno) Consideran seis lados, incluido el lado comdn, y todos igua-
les de 4 cm. Hay 3 alumnos que calculan el perimetro del cuadrado sin contar el lado
comun con el tridngulo (12 cm) y luego dicen que éste es el perimetro del tridngulo, fi-
nalmente, suman ambas cantidades. Intuicién de anticipacion, pues se modifica el con-
cepto de perimetro.

A) 12 em C) 28 em .
D} 32em E).Depende de las medidas del tridngulo 4em]
W do es lrem
Porave el perimete i&} caadra ;
Pﬂ:?(&‘) 'bu\‘tg si el del ‘\’Tm«ff’ﬁi&lﬂ es del misme
pevimetve es oledr, otros 12 sumen 2Hem.

Imagen 7. Intuicién anticipacién — Respuesta del alumno 30

Respuesta C: (1 alumno) Interpreta bien la figura pero hace los cdlculos mal. Intuicién
de conclusién.

Respuesta E: No hacen ningtin cdlculo porque consideran que faltan las medidas del
tridngulo. No saben calcularlas. Se produce una insuficiente interpretacién del enuncia-
do (7 alumnos) — Intuicién de afirmacién.

En general, se observan errores en el planteamiento de los cdlculos debidos a una inter-
pretacién incorrecta del enunciado y de la figura adjunta. Por ejemplo, para el cdlculo del
perimetro se considera el lado comun de las figuras que configuran la figura entera. Falta
de visualizacién de la figura de forma conjunta.

Problema 8
Rebeca quiere poner todos sus CDs en una bolsa, pero un tercio de ellos no le caben. Esos CDs
que no le caben los pone en tres cajas. Pone siete en cada caja, pero todavia le sobran dos.
;Cudntos CDs tiene Rebeca?
A) 23 B) 21 C) 20 D) 19 E) 69
Canguro Matemidtico 2008. Pregunta n° 17 del nivel 1
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Tabla 11. Andlisis respuestas problema 8

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Visualizacién + cdlculo numérico 2,63 0 0
Cilculo numérico 28,94 21,05 0
Interpretacién y explicacién verbal 2,63 5,26 0
Sin justificar 15,78 23,68 0
Totales (%) 50 50 0

Sobre la estrategia de resolucion

En general, se lleva a cabo un cdlculo numérico derivado de la interpretacién que hace
cada alumno del enunciado. El alumno 1 elabora un esquema con los datos del problema
desde el que realiza los cdlculos de forma correcta — Intuicién de conclusién

4) 23 B 21 020 D)9 @9)
'\ e ’
EANGRnE
73

Imagen 8. Modelo diagramdtico a través del que tiene lugar el proceso de resoluciéon
del problema — Respuesta del alumno 1

Interpretacién de algunas respuestas incorrectas justificadas
Respuesta 23: Calculos incompletos (6 alumnos) — Intuicién de anticipacién.

Respuesta 21: Error de planteamiento de las operaciones. (1 alumno) — Intuicién de
afirmacion.

Respuesta 69: Hay 1 alumno que no realiza operaciones. Da esta respuesta argumen-
tando que no es nimero pat, pero tampoco lo son otras posibles respuestas de la opcidn
multiple — Intuicién de conclusién.

Sin respuesta: Otro alumno considera una cantidad inicial de 100 CD's, a partir de
la que opera siguiendo las instrucciones del enunciado. Intuicién de anticipacién, pues el
alumno da una cifra inicial de CD's que utiliza para su posterior andlisis. En el proceso
de cdlculo no considera los datos que da el problema.
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Imagen 9. Intuicién anticipacién — Respuesta del alumno 26
Problema 9

Para decidir quién se va a quedar con el tiltimo pedazo de la tarta de
cumplearios de Lena, ésta, juntamente con Addn, Helena, Pedyo y Sara
Sformaron un circulo, conforme al dibujo. Usan la frase CAN-GU-RO-
FUE-RA-TU para contar en sentido antihorario, una silaba cada uno,
de modo que sale de la rueda el que dice: TU. Repiten el recuento has-
ta que solo queda uno. Lena fue la encargada de elegir quien empieza
a contar. ;Con quién debe comenzar, de modo que el iltimo pedazo de tarta sea para Addn?
A) Addn B) Lena C) Helena D) Sara E) Pedro

Canguro Matemitico 2010. Pregunta n° 23 del nivel 1

Tabla 12. Andlisis respuestas problema 9

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Ensayo/Error 10,52 44,73 0
Interpretacién y explicacién verbal 0 7,89 0
Sin justificar 2,63 34,21 0
Totales (%) 13,15 86,84 0

Sobre la estrategia de resolucion

Aunque se utiliza la estrategia de ensayo-error de forma mayoritaria, las respuestas er-
réneas ponen de manifiesto que, en general, no se ha interpretado bien el enunciado
(10 alumnos) o siguen mal las instrucciones del mismo (3 alumnos). En la interpretaci-
6n de la figura tiene lugar un proceso de visualizacién, regido por las instrucciones del
enunciado.

Problema 10 ’—‘—\

La figura representa un moévil en equilibrio. Sin contar el peso | L &l

de las barras horizontales y el de los hilos, el peso del movil es
112 gramos. ;Cudl es el peso en gramos de la estrella?
A7 B)6 C) 12 D) 14 E) 16

Canguro Matemitico 2010. Pregunta n. © 21 del nivel 1
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Tabla 13. Anélisis respuestas problema 10

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Cilculo numérico 5,26 42,10 0
Interpretacidn y explicacién verbal 0 7,89 0
Sin justificar 5,26 34,21 0
Totales (%) 10,52 84,21 5,26

Sobre la estrategia de resolucion

En general, se lleva a cabo un cdlculo numérico derivado de la interpretacién que hace
cada alumno del enunciado. La interpretacién del problema necesita de una interpreta-
cién del enunciado y de una visualizacidn del grafico que lo acompana. El alumno debe
interpretar el equilibrio de la figura como la existencia de una igualdad de peso entre am-
bos brazos del movil.

Interpretacion de algunas respuestas incorrectas justificadas
Respuesta 16: Suponen que todas las piezas pesan igual (intuicién de anticipacién).
A continuacién, dividen el peso total entre el nimero de piezas (14 alumnos),

=
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Imagen 10. Intuicién anticipacién — Respuesta del alumno 21

Respuesta 16: Hay 1 alumno que toma como respuesta el peso mayor porque considera
que la estrella “es lo que més abulta del dibujo” — Intuicién de afirmacién.

Respuesta 14: No interpretan bien la figura. No acaban el proceso de cdlculo (2 alum-
nos) — Intuicién de anticipacién.

Respuesta 6: Considera el menor peso porque interpreta a las figuras como pequefas
— Intuicién de afirmacién (1 alumno).

47 @g) Q12 D4 EI6 At_lj
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Imagen 11. Intuicién anticipacién — Respuesta del alumno 23
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Respuesta 12: El alumno observa que hay equilibrio, y ese equilibrio le condiciona la
eleccién de su respuesta: la que estd en la posicién del medio de las dadas (“porque si no,
se caerfan”) — Intuicién de afirmacién (1 alumno).

Problema 11
Alex dice que Pedro miente. Pedro dice que Marcos miente. Marco dice que Pedro miente.
Toni dice que Alex miente. ;Cudntos de los cuatro chicos mienten?

Ao B) 1 g2 D)3 E)4

Canguro Matemdtico 2011. Pregunta n° 24 del nivel 1

Tabla 14. Andlisis respuestas problema 11.

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Visualizacién 5,26 7,89 0
Interpretacién y explicacién verbal 2,63 36,84 0
Sin justificar 7,89 36,84 0
Totales (%) 15,78 81,57 2,63

Sobre la estrategia de resolucion

Son dos chicos los que mienten, pero el planteamiento de este problema es confuso, por-
que la solucién tiene dos interpretaciones. Si se considera que Toni, sobre el que no se
dice nada, dice la verdad, entonces Pedro dice la verdad y Alex y Marcos mienten. En
cambio, si se considera que Toni miente, entonces Pedro miente y Alex y Marcos dicen la
verdad. Dos alumnos que han respondido bien y han sefialado quién mentia, han optado
por la opcién de que Toni miente.

Asimismo, el problema trae una errata en el nombre de Marcos, lo que ha confundido
a tres alumnos pues han creido que son cinco chicos, pese a que la pregunta del enuncia-
do da a entender que son cuatro chicos.

En general, las respuestas de los alumnos no estdn suficientemente justificadas, ni
visualmente, ni verbalmente. Se observa falta de comprension y andlisis del enunciado.
Muchos se fijan en los nombres, pero no en las relaciones que produce la accién de men-
tir. Algunos alumnos esquematizan la informacién que les da el enunciado e intentan re-
solver el problema a través de este esquema, pero llegan a la respuesta correcta, el esque-
ma es insuficiente para interpretar el enunciado.
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Imagen 12. Modelo diagramdtico a través del que tiene lugar el proceso
de resolucién del problema — Respuesta del alumno 3

Interpretacion de algunas respuestas incorrectas justificadas

Respuesta 4: (1 alumno) “Porque es lo mds légico” — Intuicién conjetural. Hay una lec-
tura del enunciado que motiva al alumno la categorizacién del problema. No hay una
interpretacién ni andlisis del enunciado.

oo e e (B
P«:»)) AV ﬁ o (aem / a;f,rm
1 4 2

Imagen 13. Intuicidn conjetural — Respuesta del alumno 23

Respuesta 3: Interpretacion sesgada del enunciado: “nadie dice que Toni mienta”. Intui-
cién de conclusidn que surge tras un andlisis del enunciado (7 alumnos) — Intuicién de
conclusién.

A)0 B) 1 C)2 D3 E)4

@’t?’m wa‘l.’;ze, Ja,@ et o wm»%nf&;, N

Imagen 14. Intuicién de conclusién — Respuesta del alumno 36

Respuesta 1: Interpretacién sesgada del enunciado: “mds de una persona ha dicho que Pe-
dro miente”. Intuicidn de conclusién que surge tras un andlisis del enunciado (1 alumno).

Problema 12
Inés tiene 10 anos de edad. Su madre, Luisa, cuadruplica su edad. ;Qué edad tendrd Luisa
cuando Inés tenga el doble de la edad que tiene ahora?

A) 40 arios B) 50 aios C) 60 arios D) 70 arios E) 80 arios

Canguro Matemidtico 2007. Pregunta n° 21 del nivel 1
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Tabla 15: Andlisis respuestas problema 12

Estrategia resolucién RC % RI % NC %
Visualizacién 2,63 0 0
Célculo numérico 2,63 60,52 0
Sin justificar 10,52 23,68 0
Totales (%) 15,78 84,21 0

Sobre la estrategia de resolucion

Aunque un alumno recurre a la esquematizacién de la informacién del enunciado y llega
a la respuesta correcta, la mayoria de los alumnos realiza un cdlculo numérico que surge
de la interpretacién directa del enunciado verbal.

Interpretacion de algunas respuestas incorrectas justificadas.
Respuesta 80: Considera que si la hija dobla su edad, la madre también (3 alumnos) —
Intuicién de anticipacion.

Respuesta 80: Realizan el problema bajo la consideracién de que la madre cuadrupli-
ca siempre la edad de la hija (16 alumnos) — Intuicién de anticipacién.

A) 40 afios B) 50 afios C) 60 afios D) 70 afios E) 80_127_0&
PO('QO@ I \/u Se Cuqc(r\'(?{n'cn l @C(QC{ C(e Fnes 4“;2/)2 (o 0,7705‘/
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Imagen 15. Intuicién de anticipacién — Respuesta del alumno 37

Respuesta 60: Realizan los cdlculos de manera que para la madre pasan tantos afios como
la edad de la hija, en vez de sélo los afios que pasan para la hija. Ademds, el proceso de
resolucién del alumno 4 manifiesta una actuacién por analogfa, ya que cuando tiene
que calcular la edad de la madre por segunda vez, utiliza la edad de la hija como referen-
te de los cdlculos, como hizo en el primer cédlculo, aunque las operaciones son distintas
(3 alumnos) — Intuicién de conclusién.

A)40afos  B) 50 aifos @6ﬂaﬁm D)70afios  E)80 afios

Tres Ao Thés—=20
)‘(«-A.V‘Q—:) 10- 4= 4o MW—“)'E“ +40=- €4

Imagen 16. Actuacién por analogia — Respuesta del alumno 4
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La tabla 16 muestra un resumen en porcentajes de las estrategias utilizadas en la resolu-
cién de los problemas propuestos.

Tabla 16. Resumen de las estrategias utilizadas

Estrategia resolucién RC % RI%  TOTAL
Calculo Numérico 12,45 32,23 44,69
Interpretacién y explicacién verbal 10,26 20,88 31,14
Visualizacién + Ensayo/Error 5,13 1,83 6,96
Ensayo/Error 4,40 7,33 11,72
Visualizacién 3,66 1,47 5,13
Visualizacién + cdlculo numérico 0,37 0,00 0,37
Totales (%) 36,26 63,74 100,00

Como se puede apreciar, las respuestas incorrectas son casi el doble las respuestas correc-
tas, las estrategias que mds han utilizado, por este orden, han sido la de cdlculo numérico
y la de interpretacién y explicacién verbal. Por otra parte, la proporcién entre respuestas
correctas e incorrectas es mas desfavorable en cdlculo numérico y las mds favorables cuan-
do interviene la visualizacién.

Tabla 17. Clasificacién del conocimiento intuitivo encontrado en las respuestas
de los problemas — Porcentajes de cada tipo en cada problema y totales

CONOCIMIENTO INTUITIVO

Problemas Afirmacién  Conjetural  Anticipacién  Conclusién Ef;l;(g)rrzrcrilin
Problema 1 3,92 0,00 1,31 0,00 St
Problema 2 1,96 1,96 0,00 0,00 Si
Problema 3 3,27 0,00 2,61 0,00
Problema 4 3,27 0,00 3,92 3,27
Problema 5 4,58 0,00 0,00 0,00 Si
Problema 6 0,65 6,54 1,31 0,65
Problema 7 4,58 0,00 5,88 0,65
Problema 8 0,65 0,65 3,92 1,96 St
Problema 9 6,54 1,96 0,00 0,00
Problema 10 2,61 1,96 9,15 0,00
Problema 11 0,00 0,65 0,00 5,23 Si
Problema 12 12,42 0,00 1,96 0,00 Si

Totales (%) 44,44 13,73 30,07 11,76
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A la vista de la tabla que resume el conocimiento intuitivo es notorio que el mds abun-
dante es el conocimiento intuitivo de afirmacién, seguido del de anticipacién, pero con
una diferencia sustancial y, en tercer lugar, con frecuencias parecidas, pero muy alejados,
los conocimientos intuitivos conjetural y de conclusién. La distribucién en la tabla de
este tipo de conocimientos es muy irregular y, dependiendo del tipo de tarea, abundan
mds unos u otros. Sin embargo, cabe afirmar que el conocimiento intuitivo de afirmacién
estd presente en todas las tareas excepto en una, el conocimiento intuitivo de anticipacién
en ocho, el conocimiento intuitivo conjetural en seis y el conocimiento intuitivo de con-
clusién sélo en cinco estrategias. Finalmente, aun viendo la efectividad de la elaboracién
de diagramas, s6lo los elaboran en la mitad de las tareas propuestas.

Conclusiones y problemas abiertos

En este apartado, se presentan las conclusiones de esta investigacién siguiendo los obje-
tivos propuestos y atendiendo a los resultados obtenidos.

La valoracién de los contenidos curriculares del CCM pone de manifiesto que en ge-
neral, los contenidos que se requieren para resolver los problemas del CCM forman parte
de los contenidos curriculares del curso correspondiente al nivel de la prueba o de cursos
anteriores. No se ha observado la presencia de los bloques de contenidos de dlgebra (en
1.e de ESO), funciones y gréficas y estadistica y probabilidad (en 1.0y 2.°), quiz4 por ser
contenidos que se suelen ensefar al final de curso, segtin la temporalizacién usual de las
programaciones y los libros de texto, y la prueba del CCM se realiza con anterioridad,
aunque se podrian poner contenidos de estos bloques de cursos anteriores. Por tanto, el
alumno puede utilizar su conocimiento matemdtico en el proceso de razonamiento y de
elaboracién de estrategias de resolucién. Sin embargo, la resolucién de algunos proble-
mas requiere del uso de estrategias heuristicas especificas, como ensayo-error y visuali-
zacién. En concreto, los problemas més dificiles de la prueba (los tltimos) se caracteri-
zan porque, en muchas ocasiones, es necesaria la aplicacién de una estrategia heuristica
especifica, ademds de un conocimiento matemdtico concreto. La falta de conocimiento
de estas estrategias puede generar dificultades en la resolucién de los problemas de este
concurso, ya que no siempre la aplicacién de una estrategia surge de forma innata de la
intuicién o conocimiento del alumno. Finalmente, es llamativo observar que muchos
alumnos consideran que no hay relacién entre los problemas planteados en el CCM vy los
contenidos matemdticos que se ensefian en clase. Se considera que la falta de experiencia
en la resolucién de problemas, el no reconocer un concepto o procedimiento matemdti-
co de uso habitual por el alumno tras la lectura del enunciado y la necesidad del uso de
estrategias heuristicas especificas pueden ser algunas razones de esta creencia.

En relacidn a la valoracién del uso de estrategias heuristicas al resolver problemas del
CCM, se observa que hay alumnos que si las utilizan, en concreto las estrategias de en-
sayo-error y uso de diagramas o figuras, para resolver problemas que asi lo requieren. Sin
embargo, es posible que no sean conscientes de que lo estdn haciendo. En algunas pre-
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guntas, la utilizacién de la estrategia ha llevado a contestar correctamente a casi todos
los alumnos que la han utilizado, lo que es otra muestra de su importancia y utilidad. Se
considera que la estrategia heuristica es una gufa o camino entre el conocimiento que dis-
pone el alumno y el saber usar este conocimiento para resolver el problema. Sin embar-
go, es elevado el porcentaje de alumnos que no saben poner en practica una estrategia y,
o bien, no saben contestar, o bien, utilizan otros procedimientos como la interpretacion
verbal del proceso de resolucién o cdlculos numéricos a partir de los datos del problema.

El proceso cognitivo de visualizacién se ha manifestado en forma de procesamiento
visual. Es decir, ha tenido lugar la interpretacién visual de enunciados verbales. Tienen
lugar conversiones de la representacién verbal del problema a una representacién gréfi-
ca o esquemitica de los datos que ofrece dicho enunciado. Siguiendo la clasificacién de
Presmeg (1987) se elaboran imdgenes patrones que se utilizan para la resolucién del pro-
blema. Se observa que el alumno elabora imagenes desde la informacién que aportan los
enunciados como forma de expresar la interpretacién y comprensién de este enunciado.
También se ha observado que los alumnos utilizan las imdgenes elaboradas para la reso-
lucién del problema y, en algtn caso, esto ha implicado la transformacién o manipulaci-
6n de la imagen (problemas: 1, 2, 5, 8, 11, 12). Por otra parte, también ha tenido lugar
la interpretacién de informacién figurativa, en concreto, la interpretacién de los gréficos
que acompafaban al enunciado de los problemas. Es en este caso donde se han observado
los mayores errores y dificultades, porque la interpretacién del alumno no se correspon-
difa con la que orientaba el enunciado del problema. Se hacian interpretaciones discretas
o insuficientes de la figura (problemas: 3, 7, 9, 10). En general, se puede decir que el uso
de la estrategia de visualizacién ha facilitado la resolucién del problema.

Entre otras dificultades observadas destacamos la interpretacién inadecuada del enun-
ciado, en concreto, la interpretaciéon parcial o focalizacién en una parte del enunciado
(problemas: 1, 2, 4, 5).

Finalmente, la justificacién de las respuestas ha permitido observar el desarrollo de
conocimiento intuitivo. Este conocimiento se manifiesta como evidencias que surgen
tras la interpretacién personal del enunciado, y cuyo grado de certidumbre viene avalado
por el conocimiento previo del alumno. Este conocimiento justifica la respuesta y con-
diciona la estrategia de resolucién del problema o la interpretacién final de la solucién.
También se ha observado que hay una tendencia a la clausura prematura y el efecto de
primacia, es decir, a admitir las primeras ideas que le vienen a la mente al individuo sin
tendencia al replanteamiento de las mismas. Esto viene reforzado por el hecho de que
predominan las intuiciones de afirmacién, ideas que le surgen al individuo no justifica-
das por un andlisis posterior, frente a las de anticipacién. En la tabla 16 presentamos la
clasificaciéon del conocimiento intuitivo que hemos encontrado en las respuestas.

El cardcter de los problemas, poco elaborados, ha propiciado el desarrollo de intuicio-
nes de afirmacién y conclusién. Por esta misma razén, no se observa el uso de modelos
paradigmdticos o analdgicos, aunque en el problema 12 se ha observado una actuacién
por analogia. En cambio, si se ha observado la produccién de modelos diagramdticos,
como forma de expresar la informacién que transmite el enunciado del problema e in-
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terpretar y utilizar dicha informacién. En términos de Presmeg estos modelos son lo
que hemos denominado imdgenes patrones, porque no se trataba de imdgenes estdticas,
sino de imdgenes que se utilizaban para interpretar el enunciado y probar las distintas
posibilidades.

Finalmente, de este estudio surge un problema abierto. En NCTM (1991) se sena-
la que la resolucién de problemas debe constituir un objetivo prioritario de la educaci-
6n matemidtica y una parte integral de la actividad matemadtica. Perales (1993) advierte
que en muchas ocasiones se pide a los alumnos que resuelvan problemas-tipo similares a
los hechos en clase, lo que favorece la evaluacién de los saberes declarativos y no de los
procedimentales. Considera que hay una gran ausencia de metodologfas especificas para
la resolucién de problemas en los programas oficiales y en los libros de texto educativos.
Profundizando en estas ideas, la experiencia en el aula y, en concreto, el desarrollo de esta
investigacién ponen de manifiesto que la resolucién de problemas muchas veces requiere
del uso de estrategias heuristicas especificas, que no todos los alumnos saben desarrollar
o poner en practica de manera auténoma y eficiente. Por tanto, como problema abierto
para futuras investigaciones se propone la elaboracién de un disefio de ensefianza de es-
trategias heuristicas. Es decir, la docencia debe contemplar la ensenanza y ejemplificacion
de estrategias heuristicas en la resolucién de problemas. Es evidente que habrd un disefio
de ensefianza especifico para cada estrategia y su docencia es necesario realizarla a través
de la resolucién de un problema concreto. A priori, la ejemplificacion pone unos limites
a la generalizacién del aprendizaje de la estrategia, pero estos limites se pueden subsanar
con la prictica en la resolucidn de problemas que necesiten de la estrategia heuristica que
se estudia. Esta enseflanza debe capacitar a los alumnos para el uso de estrategias heu-
risticas, promoverd en ellos el desarrollo de la competencia matemdtica de resolucion de
problemas y contribuird al desarrollo de la capacidad de razonamiento del individuo.
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Resumen. En este articulo se presenta una investigacién en la que se analizan los contenidos matemad-
ticos presentes en pruebas del Concurso Canguro Matemdtico de 1.2 y 2.° de Ensefianza Secundaria
Obligatoria (ESO) en relacién con el curriculo oficial. Se analizan las estrategias heuristicas que se uti-
lizan en la resolucién de una seleccién de problemas del concurso en 1.2 ESO (12-13 afios), y se ca-
racteriza el conocimiento intuitivo que se desarrolla en el proceso de resolucion de estos problemas. El
estudio pone de manifiesto un desajuste curricular y la necesidad de una docencia que aborde la en-
sefianza o ejemplificacion de estrategias heuristicas y que promueva el uso de las mismas en la resoluci-
6n de problemas, el uso preferente de visualizaciones y ensayo-error, y se hace una clasificacién del co-
nocimiento intuitivo.

Palabras clave: Resolucién de problemas, concurso matemdtico, estrategias heuristicas, intuicidn,
visualizacion.

Abstract. This article presents a research which analyzes the mathematical contents present in the tests
discussed in the Kangaroo Math Competition of the first two courses of secondary Education (ESO)
in relation to the official curriculum. On the one hand, it is analyzed the heuristic strategies used in
solving a selection of problems in the first course of ESO (12-13 years old) competition and, on the
other hand, it is characterized the intuitive knowledge developed in the process of solving these proble-
ms. This study highlights a curricular mismatch and the need of a teaching which addresses the deve-
lopment and exemplification of heuristic strategies and which promotes their use in problem solving,
the preferential use of displays and trial and error and a classification of intuitive knowledge is made.

Keywords: Problem solving, mathematical contest, heuristic strategies, intuition, visualization.
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