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Resumen. En este trabajo presentamos un estudio empirico sobre la Interpolacién/
Extrapolacién (I/E) grifica con alumnado de Bachillerato de Ciencias Sociales (16-17
afios). Hemos disefiado un conjunto de plantillas de funciones y hemos analizado: 1) sus
posibilidades curriculares, 2) las dificultades del alumnado en la realizacién de la I/E grificay
3) su preferencia por el método grafico frente al método algebraico. La metodologia seguida,
de tipo cualitativo, ha sido la investigacién-accién, consistente en 5 ciclos, con un total
de 83 estudiantes. Los instrumentos usados para el andlisis de los resultados han sido: las
producciones del alumnado, dos encuestas (con escala Likert y abierta) y una tabla de control
de tiempo. Concluimos que: 1) el conjunto de plantillas de funciones disefnado conforma
un sistema de representacién y la utilizacién de las plantillas graficas proporciona un buen
recurso para identificar las familias de funciones; 2) el alumnado muestra pocas dificultades
en la resolucidn de tareas de I/E grifica, algunas de ellas asociadas a la localizaciéon de puntos
en el plano y al uso de reglas de tres; y 3) el método grifico resulta mds motivador que el
algebraico, prefiriendo su uso en la mayor parte de las tareas de I/E e implicando que el
alumnado dedique mds tiempo de estudio a las matemdticas con el método grifico que con
el método algebraico.

Palabras clave: interpolacion/extrapolacion gréfica; interpolacién/extrapolacién algebraica;
funciones; sistema de representacién; Bachillerato.

Abstract. In this paper, we present an empirical study on Interpolation/Extrapolation (I/E)
with students of the Social Sciences Bachelor of Science (16-17 years). We have designed a set
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of function templates and analyzed: 1) their curricular possibilities, 2) the difficulties of the
students in the realization of graphic I/E, and 3) their preference for the graphical method over
the algebraic one. The adopted methodology, of qualitative type, has been Action research,
consisting of 5 cycles, with a total of 83 students. The instruments used for the analysis of
the results have been: students’ productions, two tests (Likert scale and open questions) and
a time control table. These have allowed us to conclude that: 1) the set of function templates
designed is a representation system and the use of graphic templates provides a good resource
to identify the families of functions; 2) students have few difficulties in solving graphical I/E
tasks, some of them associated with the location of points in the plane and the use of rules
of three; and 3) the graphical method is more motivating than algebraic, preferring its use
in most I/E tasks and implying that students should spend more time studying mathematics
with the graphical method than with the algebraic method.

Key words: graphic interpolation/extrapolation; algebraic interpolation/extrapolation;
functions; representation systems; secondary school.

(Recebido em dezembro de 2016, aceite para publicagio em maio de 2017)

Introduccién

Cuando abordamos cuestiones relacionadas con la ensefanza de la matemdtica en
Educacién Secundaria nos encontramos con conceptos matemdticos complejos de
estudiar, los cuales generan una serie de dificultades de aprendizaje en el alumnado,
relacionados con el razonamiento matemdtico, interrelacionar las ideas matemdticas
e incluso la propia definicién de los conceptos (Robertson & Wright, 2014). El estu-
dio de las funciones no es ajeno a esta complejidad, el cual entrana una serie de difi-
cultades asociadas a su aprendizaje, destacando las relativas al concepto de funcién,
la flexibilidad entre proceso y concepto y el nexo entre distintos registros simbdlicos
(Artigue, 1995).

En este sentido, Hitt (1998) comprueba que el alumnado de secundaria es capaz de
realizar transformaciones de representaciones en un mismo sistema semiético, sobre todo
el algebraico, pero que no logra una articulacién coherente entre distintos tipos de repre-
sentacion, por lo que propone promover el uso de distintos sistemas de representacién.
Igualmente, Duval (1998) considera que se deben proponer actividades en las que se tra-
bajen al menos dos sistemas de representacién distintos con el fin de fomentar el apren-
dizaje de las funciones.

En el caso particular del curriculo espafiol de Educacién Secundaria, éste dedica gran
parte al estudio delas funcionesy sus distintos aspectos, entre ellos la interpolacién, que apa-
rece como contenido del bloque dedicado a “Funciones y Gréficas” de 1.° de Bachillerato
de Matemdticas Aplicadas a las Ciencias Sociales, en el que se puede leer “Determina-
cién de valores de una funcién expresada por una tabla: interpolacién lineal y cuadritica.
Problemas de aplicacién” (Decreto 70/2002, 2002). Atn asi, a pesar de su incorporacién
en el curriculo oficial, son pocos los trabajos destinados al estudio de las dificultades aso-
ciadas a la ensefianza-aprendizaje de la interpolacién y, por tanto, en el presente trabajo
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centramos nuestro interés en él. En particular, pretendemos analizar el alcance diddctico
del disefio y uso de un conjunto de plantillas de funciones para trabajar la interpolacion
de modo gréfico, ver el tipo de dificultad que muestra el alumnado de 1. de Bachillerato
(16-17 anos) en su uso y determinar la preferencia del alumnado con respecto a la inter-
polacién gréfica o algebraica.

Marco tedrico

A lo largo de nuestra vida, en diversas ocasiones, hemos tenido que “representar” de
algiin modo (verbalmente, dibujando, esquematizando, etc.) lo que nos han contado
con el fin de comprender lo que se nos ha traslado, creando en muchas ocasiones una
imagen mental de la situacién descrita. Esta accidn de representar, entendida como
“hacer presente algo con palabras o figuras que la imaginacién retiene” (RAE, 2016),
debe satisfacer unas propiedades para que realmente refleje la realidad y no lleve a con-
fusién o error. En este sentido, Rico (2009) destaca que desde un punto de vista racio-
nalista la representacién es considerada como una entidad intermedia entre el sujeto
y el objeto de estudio; ahora bien, también plantea la necesidad de clarificar la defini-
cién de representacion, analizando los distintos enfoques dados por diversos autores
en estos ultimos afnos.

Segtn Palmer (1977), citado en Kaput (1987), una representacién debe venir carac-
terizada por ciertas especificaciones para que sea un fiel reflejo del mundo representado.
En concreto, Palmer enuncia cinco cuestiones que deben tenerse en cuenta a la hora de
definir una representacién: 1) ;cudl es el mundo representado?; 2) ;cémo definir la repre-
sentacion del mundo?; 3) ;qué aspectos del mundo representado estdn siendo representa-
dos?; 4) ;qué aspectos de la representacién del mundo estdn haciendo la representacién?;
5) scémo se define la correspondencia entre los dos mundos?.

Si nos restringimos al mundo matemdtico, Lesh, Post y Behr (1987), distinguen
cinco tipos de sistemas de representacion: escritura, modelos manipulables, dibujos y
diagramas, lenguaje verbal y simbolos escritos. Del mismo modo, Janvier (1987) hace
hincapié en los procesos de traslacién entre los modelos de representacion. Para el caso
de los modelos de representacién de variables (descripcién verbal, tabla, grifica y for-
mula (ecuacién)), determina que los procesos de traslacidn vienen dados por las accio-
nes: leer, interpretar, reconocer pardmetros, medir, computar, dibujar, trazar, probar y
ajustar.

A este respecto, los alumnos, normalmente, tienen dificultades en pasar de un siste-
ma de representacion a otro. Hecho ya contrastado por diversos investigadores, entre
ellos Bell (1979), Bessot y Richard (1979), Burkhardt (1977), Duval (1998), Fischbein
(1977) y Lesh (1978), quienes, de una u otra forma, coinciden en sefialar que cuando
un alumno es capaz de trasladar una idea matemdtica a diferentes sistemas de representa-
cidn, es porque el alumno entiende esa idea y eso le permitird hacer un buen uso de sus
representaciones a la hora de resolver un problema.
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Azcdrate (1995) senala que el éxito en matemdticas se puede relacionar con la riqueza
de las representaciones mentales de los conceptos matemadticos. Asi, es logico pensar que
un alumno que tenga una representacién mental rica de un concepto matemdtico tendrd
mds posibilidades de éxito que un alumno que tenga una representacién mds pobre de
ese concepto; dicho de otra forma, cuantas mds representaciones de un concepto tenga
en su mente mayor conocimiento tendrd de ese concepto.

Pero, acorde con Duval (1999), el alumnado no estd acostumbrado al uso de los dis-
tintos sistemas de representacién, y por este motivo, es importante que se le ensefie a ma-
nejarlos y aprenderlos creando tareas especificas para este fin. Ademds, es importante no
confundir las representaciones semiéticas (dadas por signos, simbolos o gréficos), que se-
rfan representaciones externas, con las representaciones mentales, o internas, de los con-
ceptos matematicos.

Si nos cenimos a las funciones, son varios los autores que han analizado las dificultades
asociadas a su ensefianza-aprendizaje, entre ellos, los relacionados con el uso de distintos
tipos de representacién (Artigue, 1995).

Para el caso de la representacién gréfica, Janvier (1978) afirma que el alumnado sue-
le hacer una lectura icénica de la gréfica, que consiste en interpretarla como un dibujo,
alterando el significado de las variables y, a menudo, tendiendo a dar un punto como
respuesta a cuestiones referidas a intervalos y confundiendo “mayor o menor incremen-
to” con “mayor o menor valor”. Azcdrate y Deulofeu (1990) muestran que las ideas del
alumnado sobre la interpretacién del lenguaje gréfico no son siempre correctas y los erro-
res mds frecuentes se producen en concepciones muy diversas, de las que destacan la gra-
duacién errénea de los ejes y la inversion en el orden de las coordenadas; también se pro-
ducen errores en la lectura y representacién de puntos de coordenadas racionales y en la
concepcién discreta de los puntos de una recta.

En este sentido, Fabra y Deulofeu (2000), analizan las respuestas dadas por 250 estu-
diantes de secundaria (16-18 afios) a la tarea de construccién del gréfico de una funcién
dada a través de condiciones expresadas en forma verbal y que representa una situacion
descontextualizada con el fin de analizar el tipo de razonamiento y estrategia que usan en
lo que se refiere al uso y abuso en la utilizacién de continuidad y de los gréficos que co-
rresponden a funciones elementales.

Debido a estas y otras dificultades, con el fin de mejorar la comprensién de las relacio-
nes funcionales, son muchos los autores que recomiendan el uso de los cuatro sistemas de
representacion (verbal, algebraica, tabular y grafica) y proponen que se instruya al alum-
nado en tareas de traduccién (Bagni, 2004; Castro & Castro, 1997; Dubinsky & Narel,
1992; Duval, 1998; Eisenberg, 1991; Ortega del Rincén, 1998; Schwarz & Dreyfus, 1995;
Vinner, 1991).

Por otro lado, Leinharde, Zaslavsky y Stein (1990) destacan la importancia de
realizar tareas de interpretacién y construccién de grificas de funciones, ligando és-
tas con a las funciones y sus tipos de representacidn (algebraica, tabla y gréfica). En
concreto, con las tareas de interpretacién, el alumnado debe estudiar las propieda-
des locales o globales de una funcién, mientras que las tareas de construccidn se re-
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fieren a la construccién local o global de una grifica a partir de una tabla de datos o
de una funcién algebraica, o a la construccién de una funcién algebraica a partir de
una gréfica. Estas tareas (interpretacién/construccion) se pueden clasificar en cuatro
tipos: prediccidn (requiere conjeturar a partir de una grafica dada, dénde deberian es-
tar otros puntos o parte de la gréfica que se desconoce), clasificacién (requiere enten-
der la definicién formal de funcién o distinguir caracteristicas propias de familias de
funciones), traslacién (precisa reconocer una misma funcién dada en una forma de
representacién u otra) y escalas (precisa atencién a los ejes y sus escalas y a las unida-
des de medida usadas).

Dentro de las tareas referidas a la construccién de funciones, nos centraremos en el
estudio de la interpolacién/extrapolacién de funciones. Con respecto a la interpolacién
debemos mencionar diversos trabajos de investigacidén que tratan este tema, aunque su
naturaleza sea muy variada.

En Karplus (1979), se presentan tareas de prediccién que pueden estar dirigidas a
la interpolacién numérica o a continuar una grafica propuesta. En cada caso, esta ta-
rea requiere que los alumnos detecten un dibujo de una grafica, basado en unos pun-
tos dados, y después dibujen puntos que pertenezcan a esa gréfica. Esta construccién
depende de la interpretacién del alumno. Por otro lado, en el estudio de Dreyfus y Ei-
senberg (1983), los alumnos deben continuar dibujando unas grificas que se les pro-
porciona; con el fin de determinar las propiedades o dibujos de las gréficas que atraen
mis a los alumnos.

Si nos restringimos al problema did4ctico de la interpolacién, son varios los autores
que han analizado distintos aspectos del mismo; asi, Gordon y Yang (2017) destacan la
importancia de mostrar las ideas y métodos mds relevantes de la interpolacién y el uso
de los polinomios de interpolacién a todos los niveles educativos. En particular, estu-
dian la posibilidad diddctica de aproximar las funciones exponenciales y logaritmicas
con polinomios de interpolacién en lugar de los polinomios de Taylor, calculando el
error en las distintas aproximaciones, con el fin de mostrar la importancia de las dis-
tintas aproximaciones de interpolacién, su diferencia con la funcién a aproximar y la
repercusion de ésta.

Lacasta (1995) trata de analizar por qué los alumnos de diferentes niveles fracasan en
la interpretacién de las graficas de funciones en el estudio de la interpolacién algebraica.
Su estudio estd limitado a gréficas cartesianas de funciones explicitas reales de variable
real, que son las que se estudian en Educacién Secundaria, y la primera cuestién que la
plantea es determinar si las gréficas de las funciones juegan un papel importante en el es-
tudio de éstas, (descomposicién de funciones en funciones mds simples, estudio de pro-
piedades de funciones, estudio de derivadas...), o son solamente un método de comuni-
cacién o una presentacion.

Cantoral y Montiel (2003), con el fin de mejorar la comprensién de los polinomios de
interpolacién de Lagrange, disefian una propuesta diddctica basada en el uso de calcula-
dores gréficas para el cdlculo de polinomios de interpolacién de menor grado que ayuden
a visualizar y entender el polinomio de Lagrange de grado 7.
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Carmona, Dominguez, Krause y Durdn (2011) exploran las posibilidades diddcticas
de la interpolacién de funciones, considerada ésta como un puente que une el concepto
de continuidad cldsico del andlisis y el paso al mundo discreto. En particular, analizan si
la implementacién de una actividad “generativa” sobre la interpolacién de funciones pue-
de conducir a un espacio de soluciones cualitativamente diferente cuando se usa en una
clase de cdlculo en comparacién con su uso en el contexto STEM, concluyendo que se
dan ciertas diferencias dependiendo del contexto.

Por tltimo, Berciano, Ortega del Rincdn y Puerta Rebuel (2015) estudian los resulta-
dos académicos obtenidos por los alumnos a la hora de trabajar la interpolacién/extrapo-
lacién de funciones en Bachillerato con métodos algebraico y grifico, mostrando que los
resultados obtenidos con el método algebraico dependen en gran medida de los conoci-
mientos en resolucion de sistemas de ecuaciones que el alumnado tenga de afos anteriores
y, en consecuencia, de la familia de funciones a interpolar/extrapolar. Sin embargo, con el
método grafico esto no sucede, ya que el alumnado alcanza mejores resultados sin que ten-
gan conocimientos previos referidos a este tema porque es la primera vez que lo utilizan.

Objetivos de la investigacion

El objetivo principal de nuestra investigacién es explorar las posibilidades curriculares de
la interpolacién grafica. Para tal fin, hemos creado un conjunto de plantillas de familias
de funciones (descritas en la siguiente seccién) y hemos disefiado e implementado una
experimentacién de aula para trabajar la interpolacién/extrapolacion (I/E) gréficay la I/E
algebraica con alumnado de 1.° de Bachillerato (16-17 anos).

Mis concretamente, queremos: 1) comprobar si el conjunto de plantillas de familias
de funciones creado explicitamente para trabajar la I/E gréfica define un sistema de re-
presentacin; 2) analizar las dificultades que encuentran los alumnos en el aprendizaje de
la I/E grafica recibiendo una instruccién adecuada y utilizando material diddctico pre-
ciso; 3) valorar la preferencia del alumnado con respecto al método grifico o algebraico.

Para poder analizar los objetivos marcados, el tipo de problema planteado al alumna-
do en un contexto de resolucién de problemas verbales es el siguiente: “dados los puntos
(Xo’yo)’ (X,57,)s--s (%, y ), calcular el valor de la ordenada de la funcién que pasa por ellos
en un punto x=a, distinto de los anteriores o bien determinar el valor de la abscisa del
punto para un valor de la ordenada y=b".

A este respecto, debemos mencionar que, aunque no es necesario determinar la fun-
cién de forma explicita para obtener el valor de la ordenada, lo més usual en estos nive-
les educativos es obtener dicha funcién y a continuacién calcular la imagen de x=a. En
suma, se halla una funcién y=f(x), que para X=X, X=X ,..., X=X tome los valores y=y,,
Y=Y,5--» Y=Y, fespectivamente. En caso de que el punto x=a esté comprendido entre el
menor y el mayor de los valores Xp> X 5eees X 3, €StE PIrOCESO € llama interpolacién; por el
contrario, si x=a es mds pequefo que el menor valor de los x, x ..., x_ 0 mds grande que
el mayor de ellos, se conoce como extrapolacién.



Las posibilidades curriculares de la interpolacidn/extrapolacion grdfica en Bachillerato 77

Contexto del estudio

A continuacién pasamos a detallar el contexto del estudio, en el que describimos el tipo
de tarea planteada al alumnado y la descripcion del disefio y uso de las plantillas de
funciones.

Tipos de tareas

En la fase de planificacién, hemos elaborado todo el material diddctico que mds tarde he-
mos proporcionado al alumnado para la realizacién de los ¢jercicios de interpolacidn-ex-
trapolacion, tanto para el método algebraico como para el grifico. En particular, dicho
material diddctico consta de 11 tareas de interpolacién/extrapolacion algebraica y grafi-
ca en un cuadernillo, en las que se detalla que método debe usarse para la resolucién del
ejercicio, por ejemplo:

Meétodo algebraico:

Tarea 1.5. Calcula la ecuacién de la elipse del tipo »= Sw"al ~x” que pase por
los puntos A(4, 3/5) y B(2, N21/5). Para esta elipse, halla las ordenadas
correspondientes a las abscisas x=3 y x=5.

Meétodo grifico:

Tarea 2.5. Localiza la elipse que pase por los puntos A4, 3/5) y B(2,
21/5). Para esta elipse, halla las ordenadas correspondientes a las abscisas
x=3 y x=5.

Diseiio y uso de las plantillas de las familias de funciones

En el primer ciclo de implementacién hemos construido las plantillas gréficas de las fa-
milias de funciones que vamos a interpolar-extrapolar (lineal, cuadrética, circular, elipti-
ca, hiperbdlica, exponencial, logaritmica y trigonométrica). Estas plantillas han sido ela-
boradas por la profesora-investigadora utilizando los programas informdticos DERIVE
y CABRI (elegidos por su potencial de cdlculo, representacién grifica y familiaridad de
uso por parte de la docente) para, posteriormente, imprimirlas sobre transparencias. Es-
tas transparencias tienen la caracteristica de que se pueden colocar sobre hojas de papel
milimetradas, ajustadas a los puntos y, asi, el alumnado puede localizar y colocar correc-
tamente las funciones necesarias para realizar las interpolaciones y extrapolaciones.

Para realizar las tareas de aula y poder comparar el método algebraico y gréfico en las
mismas condiciones, se ha elegido un entorno de ldpiz y papel para ambos casos. Esto ha
implicado que para el modo grifico, cada estudiante disponga de una copia impresa de
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todas las plantillas, un cuaderno milimetrado y escuadra y cartabén. Se ha seleccionado
el papel milimetrado para que el alumnado pueda colocar ficilmente los puntos dados
en cada una de las tareas, de modo que no generen dificultades anadidas a las derivadas
del uso de las plandillas. Igualmente, en lugar de utilizar software, se ha decidido usar las
plantillas impresas por su facilidad de manejo (es importante recordar que el objetivo de
este estudio no es analizar el potencial de las nuevas tecnologias ni las destrezas del alum-
nado con ellas, sino ver qué recorrido curricular puede tener la I/E de modo gréfico faci-
litando al alumnado una herramienta ficil de usar).

Para el disefio de las plantillas, todas las familias de funciones han sido centradas en el
origen del eje de coordenadas, debido a las siguientes propiedades:

* Dada una funcién y=f{x) y un nimero real 4, distinto de cero, la suma
2(x)=f{x)+k es una funcidn trasladada de f{x) por k. La gréfica de la funcién
suma g(x)=f{x)+k se obtiene trasladando verticalmente la grifica de la
funcién y=f{x) a una distancia 4; hacia arriba (si #>0) o hacia abajo (si £<0).

e Sien la expresién analitica de una funcién y=f{x) se sustituye la variable
independiente x por x — k, se efectiia una traslacién en la variable
independiente y se obtiene la funcién compuesta s(x)=f{x — k). La gréfica
de esta funcidn se obtiene trasladando horizontalmente la gréfica de funa
distancia 4; hacia la derecha (si #>0) y hacia la izquierda (si £<0).

* Sien la expresién analitica de la funcién y=f{x) se sustituye la variable
independiente x por kx, con k>0, se obtiene la funcién compuesta
#(x)=flkx), que supone cambiar la escala en la variable independiente. La
grafica de #(x)=f{kx) se obtiene; comprimiendo horizontalmente (si |£]>1)
y dilatando horizontalmente (si |#|<), en un factor £ la gréfica de y=f{x).

Ejemplo de cdlculo de ordenadas usando plantilla de familia de funciones lineales

Para localizar la recta que pasa por dos puntos A(a, 6), B(c, d), por el mérodo gréfico, se
sitian los puntos en un diagrama cartesiano, a continuacién se elige la plantilla de las

rectas (figura 1).

A

Figura 1. Puntos A(a,b) y B(c,d) en el diagrama cartesiano y familia de rectas
(izquierda y derecha respectivamente)
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Posteriormente, la plantilla de rectas se ajusta hasta que una de ellas esté sobre los
dos puntos. Para encontrar las ordenadas correspondientes a las abscisas p y 7 que
nos piden, sélo hay que situar la x correspondiente en el eje de abscisas, trazar por
ese punto una paralela al eje de ordenadas, hasta que corte a la recta, y en ese punto
trazar una paralela al eje de abscisas, hasta cortar al eje y, ese punto de corte serd la
ordenada buscada. Ahora s6lo queda deshacer la escala para obtener el valor que re-
presentan ¢y s (figura 2).

Figura 2. Recta que pasa por los puntos A(a,b) y B(c,d) y localizacién de las ordenadas q y s
(izquierda y derecha respectivamente)

Metodologia

Esta investigacion, al surgir de la observacién en el aula de una situacién educativa
con posibilidades de mejora, usa una metodologia cualitativa de investigacién-accion
(Kemmis & McTaggart, 1987; McNiff, 2014), aunque también muestra algunos datos
cuantitativos.

En este trabajo se han disefiado 5 ciclos en los que se han desarrollado las cuatro fa-
ses de la investigacién-accién (planificacidn, accién, observacién y reflexién), con un to-
tal 4-5 sesiones implementadas en cada ciclo. En total, a lo largo de toda la prueba se ha
contado con la colaboracién de 83 estudiantes de diversos Institutos de Ensefianza Se-
cundaria de Zamora y Valladolid. El paso de los ciclos ha venido marcado por el incre-
mento de dificultad en los enunciados de las tareas y el control de los tiempos dedicados
en la resolucién de los mismos (Puerta Rebuel, 2009). En concreto, en el ciclo 1 se im-
plementa por primera vez la propuesta diddctica, en el ciclo 2 se confirman los resultados
obtenidos en el ciclo 1 (sin plantear cambio alguno); en el ciclo 3 se introducen ejercicios
de cambios de escala y enunciados histérico-narrativos; en el ciclo 4 se introducen coefi-
cientes fraccionarios sencillos en las tareas y, por tltimo, en el ciclo 5 se introducen tanto
coeficientes decimales como fraccionarios.

Los instrumentos de medida empleados en el presente trabajo han sido variados, se-
gtn los objetivos. Para el primer objetivo, comprobar si el conjunto de plantillas de familias
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de funciones define un sistema de representacion, se han analizado todas las propiedades que
un sistema de representacién debe satisfacer, determinadas por Palmer (1977), citadas en
Kaput (1987). Para el segundo objetivo, analizar las dificultades que encuentran los alum-
nos en el aprendizaje de la I/E grifica, se han analizado las producciones del alumnado,
contabilizando el nimero de estudiantes que realiza correctamente las tareas y las difi-
cultades mostradas en las respuestas al cuestionario de preguntas abiertas (anexo I); y un
registro del tiempo invertido en la realizacién de las tareas, consistente en una tabla con
los tiempos totales de cada estudiante en la realizacidon de los ejercicios de modo gréfico
y de modo algebraico (anexo II).

Para el tercer objetivo, valorar la preferencia del alumnado con respecto al método grifico
0 algebraico, se han usado un cuestionario tipo Likert (anexo III) y un cuestionario con
varias preguntas abiertas (anexo I) que evaltian las preferencias del alumnado.

Para poder analizar las producciones del alumnado y poder comparar los resultados
académicos obtenidos en la realizacién de los ejercicios con el método algebraico o mé-
todo grafico, hemos definido la siguiente escala de valoracién, basada en el concepto de
cuadro definido por Douady (1995). Un marco estd constituido por los objetos de una
rama de las matemadticas, las relaciones entre los objetos, de sus formulaciones e imdge-
nes mentales asociadas a estos objetos y estas relaciones. Dos cuadros pueden implicar
los mismos objetos y, sin embargo, producir diferentes imdgenes mentales. Nosotros uti-
lizaremos los marcos algebraico y geométrico para resolver cuestiones de interpolacién y
extrapolacion lineal, cuadrética, circular, eliptica, ..., que serfan nuestros cuadros (ver ta-
bla 1 y tabla 2).

METODO ALGEBRAICO METODO GRAFICO
Ecuacién genérica Plantilla grafica
Pares de ntimeros Puntos del plano

Representar los puntos en el plano

Plantear un sistema de ecuaciones .
cartesiano

. . Ajustar la plantilla grifica en el plano
Resolver el sistema de ecuaciones ) p g b
cartesiano

Localizar la curva que contiene a los
puntos

Escribir la funcién concreta

Calculo numérico de los valores a I/E Lectura numérica de los puntos a I/E

Tabla 1. Unidades elementales en el método algebraico y gréfico
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Con este marco, definimos la siguiente escala de puntuaciones:

INTERPOLACION ALGEBRAICA

INTERPOLACION GRAFICA

No hace nada, 0.

No hace nada, 0.

Plantea el sistema, 1.

Representa los puntos dados, 1.

Intenta resolver, 2.

Dibuja un punto de interpolacién/extra-
polacién, 2.

Calcula los pardmetros, 3.

Dibuja los dos puntos de interpolacién /
extrapolacion, 3.

Calcula uno de los valores de interpola-
cién/extrapolacién, 4.

Lectura numérica de uno de los puntos
de interpolacién /extrapolacidn, 4.

Calcula los dos valores de interpolacién/
extrapolacion, 5.

Lectura numérica de los dos puntos de
interpolacién /extrapolacién, 5.

Tabla 2. Unidades elementales y escalas de puntuacién

Resultados

A continuacién mostramos los resultados obtenidos acorde a los objetivos marcados.

Comprobar si el conjunto de plantillas de familias de funciones definen un sistema
de representacién

El primer resultado que presentamos es que el sistema de plantillas que hemos construi-
do constituye un sistema de representacién segin las especificaciones descritas en el
Marco teérico:

1. El mundo representado: seran las funciones lineales, afines, cuadrdticas, cir-
culares, elipticas, hiperbdlicas, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas
(ver figura 3). Como ya hemos mencionado en el apartado anterior, gracias
a las propiedades de las funciones (traslacién, dilatacién, ...), el conjunto de
plantillas definido representa a todas las familias de funciones sin tener que
estar centradas en el origen del eje de coordenadas.

2. La representacion del mundo: se hace a través de sus graficas cartesianas, unas,
de manera “exacta” (funciones lineales, afines y circulares) y, otras, (el resto)
de forma aproximada. Esta representacion se cataloga dentro de la clase de
representacion grafica de las funciones.

3. Aspectos del mundo representado: nuestro conjunto de plantillas nos permite
analizar las caracteristicas globales de la funcién (acorde con Ortega & Pe-
charromdn, 2010), entre otras: dominio, recorrido, simetrias, periodicidad,
continuidad, derivabilidad, comportamiento asintético, intersecciones, cre-
cimiento y decrecimiento, extremos, convexidad y concavidad y puntos de
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inflexién. Todos estos aspectos los podemos ver en las plantillas de dos mo-
dos: intuitivo y formal (Azcdrate & Deulofeu, 1990). A modo de ejemplo,
de modo intuitivo, observando la gréfica podemos saber cudl es el dominio
de definicién de la funcidn, basta con ver dénde estd “dibujada” y determinar
el intervalo del eje x, (4, b), el cual contiene la coordenada de dicho dibujo;
también podemos saber si es (de)creciente en un intervalo (4, ) si ésta siem-
pre “sube” (o “baja’), etc. De modo formal, analizando la grafica de la fun-
cién podemos saber si la derivada es positiva, negativa o nula (se corresponde
con la pendiente de la recta tangente) y, por tanto, determinar los puntos de
inflexién de la funcidn; igualmente, analizando la gréfica de la funcién deri-
vada, si ésta es positiva/negativa en un intervalo (4, ), sabemos que la fun-
cién es creciente/decreciente en ese intervalo.

4. Aspectos de la representacion: Nosotros nos vamos a centrar en la unicidad,
porque la interpolacién trata de encontrar una funcién que pase por los
puntos dados, y ésta serd Unica en la familia que se estd considerando, y
que estd generalizada por los pardmetros que intervienen en su expresion
algebraica. Para definir la funcién original, se representan puntos (%, f{x)).
Gracias a la continuidad, si (x, f{(x,)), (x,, f{x,)) son dos puntos representa-

P X 2 p p
dos, el seemento de curva que los une representa a la funcién definida en
g q P
el intervalo [x, x].

5. La relacién entre cada funcién y su grafica, muestra la concordancia entre
ambos mundos.

Funciones lineales: L(x)=mx, La funcién | Funciones afines: A(x)=mx+n, rectas no

q
S

p

ueda determinada por el pardmetro . | verticales, A(y)=my+n, rectas no horizon-
e trata de una familia de rectas que pasan | tales. Esta familia estd determinada por la
or el origen y viceversa. pendiente y la ordenada en el origen
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N
N

Funciones cuadriticas: C(x)=ax’+bx+c,
pardbolas de eje vertical. Esta familia vie-
ne determinada por tres puntos

Funciones circulares:
C,(x)=b+r" —(x-a)*,
C(x)=b—\r’ —=(x-a)*.

Funciones hiperbélicas:
H =y, + 2 o=v) —a” >
a
Hx) =y, _é\l(x_xo)2 -a’
a

Funciones elipticas:
b 2 2
El(x):yo+;\la —(x—xp)" >
b 2 2
El(x):yo_;\/a —(x—x,)

Funciones exponenciales: E(x)=a-b""+k,
siendo & un nimero real positivo distinto
de 1,y a, /'y k ntmeros reales, y 2 no nulo.

Funciones logaritmicas: (x)=a-log,(x-h)
+k, siendo & un niimero real positivo dis-
tinto de 1, y @, by & nimeros reales.
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Funciones trigonométricas: T(x)=a-sen(bx) siendo 2y b nimeros reales.

Figura 3. Familias de funciones disenadas y creadas

Analizar las dificultades que encuentran los alumnos en el aprendizaje de la I/E gréafica

Para poder analizar las dificultades del alumnado en la resolucién de la I/E de modo gré-
fico, primeramente nos hemos centrado en contabilizar el ndmero de estudiantes que
son capaces de realizar las tareas correctamente para cada una de las familias de funcio-
nes, para posteriormente fijarnos en el tiempo invertido en la resolucién de los ejercicios.

As, tal como muestran los datos de la Tabla 3, se puede apreciar que los resultados son
muy parecidos independientemente de la familia de funciones con la que se desea traba-
jar. Ademds, si analizamos los datos referentes a las puntuaciones 4 y 5 (relativas a la reali-
zaci6n correcta de la interpolacién de uno o los dos puntos solicitados) destacamos el alto
nimero de estudiantes que ha resuelto correctamente los ejercicios de I/E exponencial,
logaritmica y trigonométrica (39, 39 y 42 estudiantes respectivamente).

Resultados 0 1 2 3 4 5

Lineal 2 6 2 0 34
Parabélica 9 4 1 1 6 27
Circular 0 6 0 6 12 24
Hiperbélica 2 10 4 2 4 26
Eliptica 1 8 4 3 25
Exponencial 0 4 2 3 32
Logaritmica 2 6 0 1 5 34
Trigonométrica 2 4 0 0 15 27

Tabla 3. Numero de alumnado segtin nivel de correccién de las tareas
en funcién de la familia de funciones (sub-muestra de 48 estudiantes)
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Cuando analizamos el cuestionario de respuesta abierta completado por el alumnado,
con respecto a la pregunta de “escribe libremente qué te ha parecido el método grafico”
(ver anexo I), en un porcentaje alto destacan que son capaces de resolver las tareas sin
problemas, de hecho, manifiestan: “Con el método grifico no necesitas saber férmulas
ni saber despejar incégnitas”; “El método gréfico siempre se puede usar, en cambio, el
método algebraico es demasiado complicado”; “El método gréfico es mds sencillo y se ve
mds ficilmente, lo comprendes mejor y mds rdpido”.

Mientras que cuando les preguntamos por el método algebraico y les pedimos que
contesten libremente a la pregunta de “escribe libremente qué te ha parecido el método
algebraico” (ver anexo I), destacan la dificultad en la resolucién del sistema de ecuacio-
nes, entre otras, mencionan: “Resolver estos dos casos de I/E mediante el método alge-
braico es muy dificil porque las férmulas son muy complicadas”.

Este hecho se debe a que con el método gréfico deben saber hacer reglas de tres y no
necesitan ningdn conocimiento previo de resolucién de sistemas de ecuaciones, mientras
que con el método algebraico si deben resolver sistemas de ecuaciones que, en algunos
casos, puede ser muy complicados para ellos (dada la falta de costumbre en resolver sis-
temas con funciones exponenciales, logaritmos, trigonométricas,...), de hecho, un estu-
diante menciona: “Con el método algebraico no sé resolver el sistema y con el método
grafico no te hace falta saber mucho, sélo reglas de tres”.

Atn asi, algunos estudiantes muestran ciertas dificultades asociadas a errores de locali-
zacién de puntos en el plano, uso de las reglas de tres y la toma correcta de medidas, entre
las que destacamos: “El método grafico no es dificil, lo que pasa es que a mi no me gus-
ta dibujar (por ejemplo el 2.6) y con este método no sabes exactamente los nimeros, en
cambio el método algebraico en los dos tltimos casos es algo mds lioso, pero es mds exac-
t0”; “Prefiero el método algebraico porque me gusta mds resolver sistemas de ecuaciones
que las gréficas. El método grafico me parece un lio con tanta regla de tres”.

En cuanto al tiempo de estudio invertido, si nos fijamos en la Figura 4, la cual mues-
tra el tiempo total dedicado por cada estudiante a la resolucién de los ejercicios de modo
grafico, de modo algebraico y la diferencia de tiempo entre ambos, concluimos que en la
mayor parte de los casos analizados, los estudiantes han invertido un mayor tiempo en la
realizacién de los ejercicios cuando se les planteaban tareas de I/E que debian ser resueltas
con el método gréfico; no asi en el caso algebraico, en cuyo caso muchos de los ¢jercicios
los dejaban sin resolver por la dificultad de su resolucién. En concreto, el 63.8% de los
estudiantes han dedicado mds tiempo a la resolucién de los ejercicios usando el método
grafico, frente al 32.7% de los estudiantes que han dedicado mds tiempo a la resolucién
por el método algebraico.

El tiempo medio de dedicacién al estudio de las funciones con el método gréifico es
de 73 minutos, frente a los 66 minutos dedicados con el método algebraico. Una justi-
ficacién a la diferencia de tiempo dedicado la encontramos en las respuestas abiertas del
alumnado, en las que se muestra que la resolucién con el método algebraico es dificil y en
varias ocasiones se desestima la tarea por ser demasiado compleja con este método (por
ejemplo, para los ejercicios de I/E circular, hiperbdlica, eliptica, exponencial, logaritmica
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y trigonométrica la mayoria de los alumnos dicen sentirse incapaces de resolver estos ejer-
cicios mediante el método algebraico).

Tiempo total en minutos

Minutos dedicados a la realizacién de las tareas

Estudiantes

® Tiempo total grifico @ Tiempo total Aigebraico A diferencia gréfico -algebraico

Figura 4. Tiempo invertido en la resolucién de los ejercicios de modo grafico
o algebraico y su diferencia (sub-muestra de 58 estudiantes)

Valorar el grado de preferencia del alumnado

Cuando preguntamos a los alumnos sobre su preferencia con respecto a la I/E algebraica
o gréfica (anexo I), encontramos que en el caso de las I/E lineal y cuadrdtica en un 55-
60% de los casos prefieren el método algebraico dado que les parece ficil resolver siste-
mas de dos ecuaciones con dos incégnitas, dado que esta tarea la han realizado en cursos
anteriores y estdn habituados a ella. Asi, un alumno muestra que: “Me parece mds ficil
con el método algebraico porque es lo que he utilizado siempre, s6lo es aplicar la férmu-
la y sustituir”.

Sin embargo para los casos de la I/E, circular, hiperbélica, eliptica, exponencial, loga-
ritmica y trigonométrica, las preferencias por el método gréfico estdn entre un 70% y un
80%, ya que, segtn ellos, son incapaces de resolver estos problemas mediante el método
algebraico: “Utilizar el método grafico es mucho mds sencillo que resolver ecuaciones ex-
ponenciales”; “El método algebraico es mds dificil, largo y hay que hacer muchas opera-
ciones en las que te puedes liar”.

Sianalizamos el test de tipo Likert sobre preferencias (anexo III), el cual usa una escala
de valoracién donde 0 es nada y 5 es mucho, tal como muestra la Figura 5, el alumnado
da al mérodo gréfico una puntuacién muy superior que la concedida al método algebrai-
co, especialmente en las preguntas referidas al gusto, la facilidad, interés y preferencia de
utilizacién de métodos (P1, P2, P4, P5 respectivamente); preguntas completamente re-
lacionadas unas con otras, dado que al parecerles mds fécil el método grfico y ademds
ser algo novedoso en el aula, les ha resultado mds interesante, mostrando una clara pre-
ferencia por este método.
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Igualmente, con respecto al nivel de razonamiento (entendido como el tipo de argu-
mentacién que han tenido que hacer en la resolucién de las actividades para llegar a la
solucién), el alumnado considera que es similar mediante los dos métodos (P6), aunque
a la hora de responder a la pregunta P3, “;cudnto han aprendido?”, consideran que han
aprendido mds con el método grifico que con el algebraico, porque en general han sido
capaces de resolver muchas mds tareas con el método grifico que con el algebraico.

Resultados medios de las preferencias

3T

P2: facilidad

P1: gusta
& P3:aprender  pg. interds

P5:preferencia  pg; nivel raz.

Preguntas

¥ resultados medios grafico W resultados medios algebrakco

Figura 5. Media de valoracién del método gréfico y del método algebraico
respectivamente (sub-muestra de 64 estudiantes)

Como ya hemos mencionado, la valoracién que los alumnos dan al método gréfico es
muy superior que la concedida al método algebraico y prefieren en general utilizar el mé-
todo grafico. En concreto, en los ejercicios de I/E eliptica, circular, hiperbdlica, eliptica,
exponencial, logaritmica y trigonométrica la mayoria de los alumnos prefieren utilizar el
método grifico, ya que, segtin dicen, son incapaces de resolver estos ejercicios utilizando
el método algebraico. Ademds, la mayoria de los alumnos piensa que el método grafico
es mds fécil y entretenido.

Finalmente, si analizamos algunas de las respuestas dadas por los alumnos al cuestio-
nario de preguntas abiertas (anexo I), vemos que cuando los alumnos tienen que elegir
para cada tipo de I/E el método a utilizar y pueden escribir libremente lo que les ha pare-
cido cada método, nos encontramos con que la mayorfa de los alumnos prefieren el mé-
todo gréfico, ya que les parece més entretenido, rdpido y ficil, aunque también muestran
alguna dificultad. Como ejemplos: “el método gréfico es mds ameno, més ficil y mds ge-
neral”; “el método gréfico no requiere conocimientos previos, sélo hay que saber hacer
reglas de tres” y “ves lo que estas haciendo”; “Al principio cuesta un poco, porque es la
primera vez que utilizaba este método”. Como inconveniente comentan que es muy difi-
cil tomar bien las medidas y que es menos exacto que el método algebraico.
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Conclusiones

Como hemos mostrado en capitulos anteriores del presente trabajo, uno de nuestros ob-
jetivos era comprobar si el disefio de una coleccién de plantillas de familias de funciones
es un sistema de representacion vélido para trabajar la Interpolacién/Extrapolacién de
funciones de modo grifico. En este sentido, concluimos que nuestra coleccién de plan-
tillas de familias de funciones satisface las propiedades de un sistema de representaciéon
(acorde con Kaput, 1987), por lo que es una buena herramienta para trabajar aspectos de
la interpolacién de modo grifico.

Con respecto al segundo objetivo, analizar las dificultades que encuentran los alumnos
en el aprendizaje de la I/E gréfica, hemos probado que, en un porcentaje muy pequefio el
alumnado muestra ciertas dificultades con el manejo de las plandillas y de su correcto uso
asociadas a errores de localizacién de puntos en el plano (acorde con Azcdrate & Deulo-
feu, 1990) y a la regla de tres; pero, en general, los resultados obtenidos son muy positi-
vos, y en un porcentaje alto, los alumnos son capaces de resolver correctamente las tareas
de interpolacién independientemente de la familia de funciones seleccionada.

De hecho, la mayoria de los alumnos prefieren utilizar la interpolacién grafica para
la mayor parte de los ¢jercicios de I/E, ya que segin dicen, tienen mds dificultades para
resolver estos ejercicios mediante el método algebraico. Este hecho, implica que invier-
tan un mayor tiempo al estudio de la matemdtica con el método gréfico frente al méto-
do algebraico.

Con respecto al tercer objetivo, valorar la preferencia del alumnado, en general, al
alumnado le motiva mds el método grafico que el algebraico y éste describe mualtiples
razones que avalan su preferencia: su facilidad de uso, que es mds ameno ¢ incluso men-
cionan que para utilizar este método s6lo hay que saber hacer reglas de tres, y no se deben
resolver sistemas de ecuaciones complicados, percepcion que es muy positiva (aunque no
sea absolutamente real, ya que para poder realizar I/E por el método grafico, tienen que
saber manejar las plantillas gréficas y, sobre todo, el sistema cartesiano).

En particular, en los ejercicios de I/E grafica, los alumnos utilizan las plantillas y, con
ellas, aprenden a identificar las grdficas de cada familia de funciones y sus caracteristicas
generales; por lo que consideramos que la utilizacién de plantillas gréficas es un buen re-
curso para que los alumnos identifiquen las graficas de cada familia de funciones y, de
este modo, vean lo que estdn haciendo y comprendan mejor el proceso de I/E.

Ademis, el uso de plantillas facilita la utilizacién conjunta de las representaciones al-
gebraica y gréfica, asociando a cada gréfica la expresién algebraica correspondiente y re-
ciprocamente, tarea de traduccién fundamental en la ensenanza-aprendizaje de las pro-
piedades de las funciones (Duval, 1999; Hitt, 1998) y, en particular, de la interpolacién.
Estos resultados no coinciden con los de la tesis de Lacasta (1995), donde se afirma que
la presentacién gréifica no juega un papel significativamente distinto de otros modos de
presentacién. Sin embargo, nuestra investigacién corrobora que las representaciones gra-
ficas juegan un papel fundamental en los aprendizajes de la interpolacién/extrapolacion
(acorde con Berciano, Ortega del Rincén & Puerta Rebuel, 2015) y, por ende, de las pro-
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piedades de las funciones, hecho también investigado por Ortega y Pecharromdn (2010),
aunque su investigacion trata del aprendizaje de las propiedades globales de las funciones
a través de sus gréficas y, en nuestro caso, nos hemos restringido a la Interpolacién y Ex-
trapolacién de funciones.

En resumen, teniendo en cuenta las respuestas obtenidas a los tres objetivos anterior-
mente descritos, éstas nos llevan a valorar muy positivamente las posibilidades curri-
culares de la interpolacién/extrapolacién grifica (objetivo principal de este estudio); y
plantear el uso de las plantillas graficas de funciones como un material bdsico en la ense-
fianza-aprendizaje de la interpolacién/extrapolacion gréfica.

Finalmente, debemos destacar las limitaciones del estudio, el cual ha sido realizado
con una muestra pequena de alumnado (83 estudiantes) y, por tanto, creemos necesario
seguir indagando en las posibilidades curriculares de la I/E grafica con una muestra ma-
yor procedente de distintas especialidades de Bachillerato, al igual que con su adaptacién
al uso de tecnologfas.
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Anexo I- Cuestionario general

. ¢Qué método prefieres utilizar para la interpolacién lineal? ;Por qué?

. ;Qué método prefieres utilizar para la interpolacién cuadrdtica? ;Por qué?

. ¢Qué método prefieres utilizar para la interpolacién circular? ;Por qué?

. ;Qué método prefieres utilizar para la interpolacién hiperbélica? ;Por qué?

. ¢Qué método prefieres utilizar para la interpolacién eliptica? ;Por qué?

. ;Qué método prefieres utilizar para la interpolacién exponencial? ;Por qué?

. ¢Qué método prefieres utilizar para la interpolacién logaritmica? ;Por qué?

. ;Qué método prefieres utilizar para la interpolacién trigonométrica? ;Por qué?
. Escribe libremente lo que te ha parecido cada método

O 0 N O\ N o~

Método grafico: Método algebraico:

Anexo II- Registro de tiempo investido en la realizacién de los ejercicios:
método algebraico y método grifico

Tiempo total: Tiempo total :

ESTUDIANTE método algebraico método grafico

Anexo III- Cuestionario Likert método algebraico/grifico

Valora de 0 a 5 las siguientes cuestiones (0 nada, 5 mucho/as)

P1. Valora cudnto te ha gustado el método algebraico/ grafico.

P2. Valora las facilidades que has tenido para utilizar el método algebraico/ grafico.

P3. Valora cudnto te parece que has aprendido mediante el método algebraico/ grafico.
P4. Valora el interés que te ha suscitado la interpolacion algebraica/ gréfica.

P5. Valora tus preferencias para utilizar el método algebraico/ grafico.

P6. Valora el nivel de razonamiento conseguido mediante el método algebraico/ grafico.




