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Resumo. Neste artigo procuramos compreender de que modo o uso de modelos
contribui para a compreensio da nogio de grandeza de nimero racional e de densidade
como propriedade do conjunto dos nimeros racionais. Relatamos parte de um estudo
que seguiu a modalidade de Investigagio Baseada em Design, tendo sido realizada uma
intervengio onde participaram 25 alunos de uma turma e respetiva professora, nos 3.°
e 4.2 anos de escolaridade. Analisamos episédios de sala de aula centrados no uso dos
modelos da reta numérica, de grelhas 10x10 e 10x100 e da barra. Os resultados mostram
que o recurso a estes modelos contribuiu para a compreensio da nogao de grandeza de
nimero racional, uma vez que promoveram a identificagio e mudanca de unidade de
referéncia, o uso de diferentes representagoes para um mesmo ndimero, a mobilizagio de
ntimeros de referéncia, e relacées de ordem entre diferentes niimeros. O uso dos modelos
apoiou o desenvolvimento da no¢io de densidade, ajudando a identificar a existéncia
de um ndmero racional entre dois niimeros racionais e a reconhecer a possibilidade de
progressivas divisdes das unidades por 10.

Palavras-chave: ntimeros racionais; grandeza de um ndmero; densidade; modelos;
representagoes.
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Abstract. In this article we aim to understand how the use of models contributes to
the understanding of the magnitude of a rational number and the density of the set
of rational numbers. We report part of a broader study that follows a Design Based
Research, within which a teaching experiment was carried out with 25 students and their
teacher, in grades 3 and 4. We analyze classroom episodes where the number line model,
10x10 and 10x100 grids and the bar model were used. The results show that using these
models contributed to the understanding of the magnitude of a rational number, as they
promoted unit identification and unit change, association of different representations to
the same number, call upon reference numbers, and order comparisons between different
numbers. The use of models supported the development of the notion of density,
supporting the identification of a rational number between two rational numbers and
the recognition of the possibility to further partition units by 10.

Keywords: rational numbers; magnitude of a number; density; models; representations.
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Introdugao

Na aprendizagem dos niimeros racionais surgem questoes e desafios que provocam uma
transformagio e ampliagio do conceito de ntiimero até entdo construido pelos alunos com
base nas caracteristicas dos nimeros inteiros' (Swan, 2001). Siegler, Thompson e Schneider
(2011) propuseram uma teoria integrada de desenvolvimento numérico segundo a
qual o processo de transformagio do conceito de nimero ocorre, por um lado, com o
reconhecimento pelo aluno de que todos os niimeros racionais, incluindo os nimeros
inteiros, possuem grandeza. A grandeza de um niimero ¢ entendida como o tamanho ou o
valor de um nimero, estreitamente relacionada com a comparacio e ordenacio de nimeros,
pertencentes ao conjunto ordenado dos nimeros racionais, e que permite a sua localizagio
na reta numérica. Por outro lado, o processo de transformagio do conceito de nimero
passa também pelo reconhecimento, pelo aluno, das caracteristicas que s3o especificas dos
conjuntos numéricos, como a propriedade densidade do conjunto dos niimeros racionais.

Sao vérios os estudos que mostram as dificuldades dos alunos na compreensio da no-
¢io de grandeza de um ndmero racional e da propriedade de densidade deste conjunto
numérico. Os alunos tendem a considerar que, por exemplo, % ¢ maior que % uma vez
que cinco é maior que quatro (e.g., Stafylidou & Vosniadou, 2004), ou a comparar dois
numerais decimais® interpretando a parte nio inteira de cada numeral como se de um
ndmero inteiro se tratasse, afirmando, por exemplo, que 0,25 é superior a 0,5 uma vez
que 25 ¢ maior que 5 (e.g., Durkin & Rittle-Johnson, 2015).

De acordo com estudos recentes (McMullen, Laakkonen, Hannula-Sormunen,
& Lehtinen, 2015; van Hoof et al., 2018), a identificacdo da grandeza de um niimero
racional é um dos primeiros indicadores da compreensio de ntimero racional pelos
alunos. A compreensao da densidade deste conjunto numérico parece ser mais complexa.
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Por exemplo,no estudo de van Hoof et al. (2018), dos 201 alunos dos 4.° € 5.° anos, apenas
cerca de 19% revelam alguma evidéncia de compreensio de densidade do conjunto dos
nimeros racionais. O facto de os niimeros racionais poderem ser expressos através de diferentes
representagdes simbdlicas contribui para a complexidade na compreensao da densidade. De
acordo com estudos realizados com alunos mais velhos (com idades compreendidas entre
0s 12 e os 16 anos) (Vamvakoussi & Vosniadou, 2010; Vamvakoussi, Christou, Mertens,
& van Dooren, 2011), estes tendem a interpretar as diferentes representagoes de nimero
racional de modo isolado, isto ¢, consideram que num intervalo limitado por niimeros
racionais na representagao em fragao sé existem fragoes, assim como num intervalo limitado
por niimeros racionais na representagio em numeral decimal, sé existem numerais decimais.

Torna-se necessrio que os alunos trabalhem com diferentes representacdes de nimeros
racionais de modo a compreendé-las como representagdes de niimeros pertencentes
a um mesmo conjunto numérico (Owens & Super, 1993; Wang & Siegler, 2013).
O recurso a modelos, enquanto representacdes cujas estruturas realcam determinadas
ideias matemdticas, pode contribuir nao s6 para o desenvolvimento da flexibilidade no
uso de diferentes representagées, mas também para a compreensao da nogao de grandeza
de um nimero ¢ da densidade do conjunto numérico uma vez que permitem, por um
lado, o desenvolvimento das ideias matemdticas e, por outro, o retorno ao contexto do
problema se os alunos o necessitarem (van den Heuvel-Panhuizen, 2003). Assim, neste
artigo procuramos compreender de que modo o uso de modelos por alunos do 1. ciclo
contribui para a compreensio da: (i) nogio de grandeza de um niimero racional; e (ii)
densidade do conjunto dos niimeros racionais.

Grandeza de nimero racional e densidade do conjunto dos niimeros
racionais

A compreensio do niimero racional é aqui entendida numa perspetiva de sentido de
namero, descrito por Mclntosh, Reys ¢ Reys (1992) como um conhecimento dos
ndmeros e operagoes, associado a capacidade e intui¢do de o usar de modo critico e
flexivel em diferentes situacoes. E desenvolvido a partir das experiéncias com nimeros
inteiros e, depois, alargado aquando do estudo do conjunto dos nimeros racionais.

Para o desenvolvimento do sentido de nuimero, indissocidvel do desenvolvimento
numérico tal como entendido por Siegler et al. (2011), ¢ fundamental ter uma intuicio
ou feeling dos nimeros (Clarke & Roche, 2009; Lamon, 2007; Mclntosh et al., 1992),
onde se inclui a nogao de grandeza, referida por McIntosh et al. (1992) como um “sentido
de tamanho de um nidmero™ (p. 6). O reconhecimento da grandeza de um ndmero
estd fortemente associado a conceptualiza¢do da unidade, pois decorre da sua relagio
com a unidade tomada como referéncia. Este aspeto assume particular importincia no
conjunto dos niimeros racionais (Lamon, 1996; Monteiro & Pinto, 2005), uma vez que
uma mesma representacao pode expressar uma grandeza diferente.

O facto de os nimeros racionais poderem ser expressos em diferentes representagdes

simbdlicas, como numeral decimal, percentagem ou fracdo, torna complexa a percegio
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da grandeza do nimero (Siegler & Braithwaite, 2017). Para além da especificidade de
cada representagdo, acresce o facto de, em certos casos, um mesmo nimero poder ser
representado de infinitas formas num dado modo de representagio (e.g., +=%=2=_.).
A compreensio de nimero racional implica assim um reconhecimento desse niimero em
diferentes representagées, sendo que é no conjunto das diferentes perspetivas fornecidas
pelas diferentes representagdes que resulta a compreensio da ideia nelas expressa
(Tripathi, 2008). A transformacio de representagdes, mantendo ou alterando o tipo
de representagio, contribui ainda para a distin¢do necessdria entre o que é o nimero
representado e a sua representagio (Duval, 2006). O reconhecimento de multiplas
formas de representagio de um niimero racional pressupde a identificagio da grandeza
desse niimero, e, numa perspetiva mais abrangente, ¢ parte integrante do processo de
ampliacio do conceito de niimero (McMullen et al., 2015) ¢ indicador de compreensio
de ndmero racional (Post et al., 1993).

Destacamos o papel que os modelos podem assumir para o desenvolvimento de
flexibilidade no uso de diferentes representagoes e para a construgio de uma visio holistica de
ntmero racional (Tripathi, 2008). Os modelos podem ser entendidos como representagoes
que refletem aspetos matemdticos e estruturas consideradas relevantes para a situagio em
que se utilizam, podendo assumir diferentes formas, como materiais, esquemas ou até
mesmo simbolos (van den Heuvel-Panhuizen, 2003). Os modelos apoiam a transicio entre
o conhecimento associado 2 realidade, criada num problema significativo para os alunos,
e o conhecimento subjacente a ideias matemadticas formais (van den Heuvel-Panhuizen,
2003). Deste modo, surgem inicialmente dependentes do contexto o que significa que nio
sao aplicdveis a outros contextos, sendo por isso designados como modelos de (Gravemeijer,
1999). Estes modelos evoluem para modelos para (Gravemeijer, 1999), utilizados em vérias
situagdes, independentemente do contexto especifico do problema, quando a atengio
recai sobre as relagbes matemdticas envolvidas e ndo na situagdo descrita no problema.
Importa sublinhar que o potencial dos modelos, associado as estruturas matemadticas a
eles subjacentes, ¢ dependente de quem os utiliza (Lamon, 2001) e, por isso, devem ser
intencionalmente focados pelo professor (Prediger, 2013).

Neste estudo, centramo-nos em trés modelos: a reta numérica, a grelha 10x10 (que de-
pois evoluiu para a grelha 10x100) e a barra. A reta numérica assume particular importan-
cia neste estudo pois este modelo permite a ordenagio e localizacio de ndimeros inteiros ¢
ndmeros racionais, cuja continuidade se pretende valorizar (Siegler et al., 2011). No uso
deste modelo estd subjacente a interpretagio de nimero racional no significado de medida,
para a qual ¢ essencial a identificagio da unidade de referéncia. De entre as diferentes formas
em que a reta numérica pode ser apresentada, incluindo a reta numérica nio graduada ou
a reta numérica dupla, centramo-nos na reta numérica estruturada cujo intervalo relativo a
unidade de referéncia ¢ dividido num determinado nimero de partes iguais.

As caracteristicas da grelha 10x10 enfatizam a estrutura do sistema de numeracio
decimal, fundamental para a compreensio de nimero racional representado em numeral
decimal. A semelhanca da reta numérica, este modelo apoia a representacio de nimero

racional em diferentes representagoes simbélicas (por exemplo, 0,25= % =25% ), contri-
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buindo para a percecio da grandeza de um ndmero e, deste modo, promovendo o
estabelecimento de relacbes de ordem entre niimeros racionais (Cramer et al., 2015;
Cramer et al., 2009). Este modelo privilegia a interpretacio de niimeros racionais no
significado parte-todo, contribuindo para a compreensao de niimero racional que decorre
também do entendimento dos diferentes significados poderd assumir (Lamon, 2007).

A barra é uma representacio retangular, de dimensoes varidveis e que nao apresenta
qualquer divisao. Por este motivo, permite uma utiliza¢do diferente por cada aluno,
sendo dividida ou aumentada de acordo com o entendimento de nimero racional ou as
relagdes que os alunos estabelecem entre nimeros racionais (Middleton, van den Heuvel-
Panhuizen, & Shew, 1998). Este modelo possibilita de forma intuitiva a interpretagao de
ndmero racional no significado parte-todo e medida, uma vez que pode ser facilmente
transformado numa representagio que se aproxime do modelo da reta numérica ou ainda
da reta numérica dupla, dando visibilidade a natureza relacional de nimero racional
(Middleton et al., 1998).

Ao apoiarem uma percecio e estabelecimento de relagoes de ordem entre diferentes
ndmeros racionais, estes modelos possibilitam também o reconhecimento da existéncia
de um numero racional situado entre dois nimeros racionais representados. Este
reconhecimento ¢ um primeiro passo fundamental para a compreensao da densidade do
conjunto dos niimeros racionais.

Sendo uma propriedade que ndo ¢ partilhada pelo conjunto dos nimeros inteiros,
a compreensio da densidade implica reconhecer que a sequenciagio de niimeros e a
existéncia de um ndmero sucessor sio caracteristicas especificas do conjunto dos niimeros
inteiros (McMullen et al., 2015; Ponte & Serrazina, 2000) e que nio se estendem ao
conjunto dos nimeros racionais. Os nimeros racionais constituem um conjunto denso
uma vez que, para cada niimero, nio existe um niimero sucessor, sendo que existem
infinitos ndimeros racionais entre quaisquer dois nimeros racionais (Harnett & Gelman,

1998; McMullen et al., 2015; Monteiro & Pinto, 2005).

Metodologia de investigacao

Neste artigo reportamos parte de um estudo mais amplo que segue a modalidade de
Investigacio Baseada em Design (IBD) (Ponte, Carvalho, Mata-Pereira, & Quaresma, 2016).
Especificamente, segue-se um tipo de IBD que ¢ designado por Cobb, Jackson e Dunlap
(2016) como estudo de design na sala de aula, uma vez que é uma investigacio centrada nos
processos de aprendizagem de um contetido especifico, no contexto de sala de aula, neste caso
a constru¢io da compreensdo de nimero racional na sua representagio em numeral decimal,
que contou com o envolvimento da professora da turma onde se realizou a investigagao.

O enquadramento tedrico apresentado na sec¢io anterior permitiu suportar as deci-
soes tomadas na preparagao da intervencio, tendo sido revisitado em vdrios momentos
da intervencio. Esta forte interligacdo entre as componentes tedrica e pragmdtica confe-
rem a IBD o seu cardcter ciclico. A IBD realizada teve um ciclo de intervengio com trés
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microciclos, cada um deles constituido pela (i) preparacio da intervencao; (ii) experimen-
tagio em sala de aula; e (iii) andlise retrospetiva dos dados recolhidos que informaram
o microciclo seguinte (Cobb & Gravemeijer, 2008; Cobb et al., 2016; Gravemeijer &
Cobb, 2006). Da anilise realizada sobre a fase de experimentagio de um dos microciclos
resultaram elementos que apoiaram a fase de preparagio do microciclo seguinte.

Na preparagio do primeiro microciclo foi considerado que os alunos tinham
trabalhado anteriormente com niimeros racionais em fracao, maioritariamente fracoes
unitdrias, com um significado parte-todo. Tendo estes elementos como ponto de partida,
e considerando as ideias tedricas previamente apresentadas, foram planeadas tarefas cujo
contexto privilegiasse uma interpretacio de nimero racional no significado de medida,
valorizando-se o uso da reta numérica.

Apbs a experimentagdo em sala de aula, a andlise retrospetiva levou-nos a promover no
microciclo seguinte o recurso a0 modelo da grelha 10x10, posteriormente adaptada na
grelha 10x100 e, embora nio seja foco de andlise neste artigo, também a grelha 20x50
(ou decimat). As tarefas realizadas e os modelos valorizados privilegiaram a interpretacio
de nimero racional no significado parte-todo. Foi antecipado que promovessem o
reconhecimento da estrutura subjacente ao numeral decimal, dando visibilidade as
relagoes entre as subdivisoes das unidades, subjacentes ao sistema de numeragio decimal, e
a possibilidade de continuar a subdividir as unidades em partes progressivamente menores.

O trabalho realizado informou o terceiro microciclo, em que foram propostas tarefas
que levassem 2 interpretagio de niimeros racionais no significado de medida e parte-
todo. Foram usados o modelo da barra e retomados os restantes modelos j4 usados, de
modo a promover flexibilidade no uso de diferentes representagées de niimero racional.

Os participantes foram os 25 alunos de uma turma de uma escola em Lisboa, a
professora da turma e a investigadora (primeira autora). A intervengio desenvolveu-se
no 3.° e 4.° ano, com inicio no ano letivo de 2013/2014. Foram propostas 18 tarefas
que foram resolvidas em aulas de 90 minutos, num total de 16 semanas nos dois anos
letivos. As tarefas foram propostas pela investigadora a professora da turma, analisadas
e discutidas em reuniées conjuntas e alteradas sempre que necessario. Foi elaborado um
guido de exploragio de cada tarefa com indicagdes relativas & organizagio dos alunos,
objetivos da tarefa, sugestdes para a sua exploracio e antecipacio de resolucoes dos alunos.
As aulas seguiram, na sua maioria, a mesma organizacio em diferentes momentos: um
primeiro momento de abordagem 2 tarefa, o segundo de resolucio da tarefa, realizada em
pequenos grupos ou em pares, ¢ o terceiro de discussio coletiva.

Os principais processos de recolha de dados foram as gravacoes video e dudio das
aulas, a recolha dos registos realizados pelos alunos e a realizacio de notas de campo pela
investigadora. Neste artigo analisamos cinco episédios de sala de aula, ilustrativos do uso
de modelos em tarefas que sugerem um foco na grandeza de nimeros e/ou densidade
do conjunto dos ntimeros racionais: os dois primeiros episédios ocorreram no primeiro
microciclo, o terceiro ocorreu no segundo microciclo e os dois dltimos episédios
integraram o terceiro microciclo. Os dados apresentados referem-se a momentos de
resolugdo das tarefas em pares ou individualmente pelos alunos da turma, identificados
com nomes ficticios, e a momentos de discussio coletiva.
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Os episédios foram analisados tendo em conta 0 modo como o uso de cada modelo
contribuiu para a compreensio da nogio de grandeza de um ndmero racional e de
densidade do conjunto dos nimeros racionais. A compreensao da grandeza foi analisada
considerando: (i) a comparagio de nimeros racionais em diferentes representagoes; (ii)
a identificacio da unidade de referéncia; (iii) o uso de nimeros de referéncia; e (iv) a
representagio de um mesmo nimero racional em diferentes representacoes. Relativamente
a densidade, os episédios foram analisados considerando: (i) a identificagio de um
nimero racional entre dois nimeros racionais; e (ii) o reconhecimento da possibilidade
de realizar particoes sucessivas de unidades progressivamente menores.

Resultados

Compreensio da grandeza e densidade apoiada pela reta numérica

A intervengao iniciou-se com a exploragio de relagoes entre diferentes capacidades de
garrafas de dgua, nomeadamente, de 11, 0,751, 0,5 1 ¢ 0,25 L. Para tal, os alunos sentiram
necessidade de ir marcando, na garrafa considerada como unidade, até onde chegava a
dgua das outras garrafas quando vertidas naquela. Assim, naquela garrafa foi tracada uma
linha vertical onde constavam as marcas relativas as diferentes capacidades das outras
garrafas. A tarefa que analisamos seguiu-se a esta exploragio, tendo sido a primeira em
que a reta numérica foi apresentada com graduagao em décimas.

Foi mantido o contexto das garrafas de dgua e apresentado um garrafao associado a
reta numérica. Foram apresentadas vdrias garrafas com diferentes capacidades representa-
das em numeral decimal (Figura 1), sendo pedido que os alunos, em pares, assinalassem
no garrafdo, com o auxilio da reta, até onde chegaria a dgua contida nas garrafas quando
vertidas para o garrafio.

Vamos encher garrafoes!
Se cada garrafa de dgua for esvaziada para um garrafio,
até onde chegard a dgua? Faz as marcag6es em cada garrafao.

R (O

Figura 1. Parte do enunciado da tarefa “Vamos encher garrafoes!”
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Uma vez que a reta numérica foi apresentada com um intervalo de 0 a 5, entre alguns
alunos surgiu uma discussiao em torno da unidade de referéncia a considerar. Rute, que
trabalhou com Dinis, procurou relacionar os numerais apresentados com o garrafio, que
conceptualizou como unidade de referéncia:

Rute: Isto é para saber quantas destas [garrafas] ¢ que é para encher
esta [garrafao]?

(...)

Rute: Espera Dinis, isto a pergunta é... Olha, se cada garrafa de dgua
for esvaziada para um garrafao até onde subird a dgua? Mas o
que ¢ que a pergunta? O que ¢ que nds estamos a fazer? Nao
estou a perceber.

Dinis: E s6 dizermos quanto ¢ que vale.

Rute: Quanto ¢é que vale? Nao é nada quanto ¢ vale... Tu nio sabes. . .

Dinis: Comega a fazer as marcagoes Rute.

(...)

Rute: Fazer marcagoes de qué?!

Dinis: Entéo, de quanto é que isto vale. Por exemplo... Quanto é que

isto representa.

Perante as diferentes representagoes apresentadas na tarefa (garrafa, garrafio, reta
numérica e representagdo de nimero racional em numeral decimal), para Rute nio foi
imediato o reconhecimento de que teria que representar 0 mesmo nimero expresso em
numeral decimal na reta numérica. Apds esta discussao com o colega, a aluna identifica
o garrafio ou 5 litros como unidade de referéncia. Esta interpretacio ¢é evidente quando,
de seguida, interpreta 0,25 | como “Tem de ser um quarto de cinco”.

J4 Dinis parece centrar a sua aten¢do no numero representado, dissociando-o da sua
representagio, referindo “E s6 dizermos quanto ¢é que vale”, tentando ajudar a colega ao
pedir-lhe para localizar os ntimeros na reta numérica. Dinis identificou 1 1 como unidade
de referéncia, que se tornou evidente quando reconheceu, por exemplo, que 0,25 teria
“de ser abaixo de um litro”.

No par constituido por Bérbara e André, ambos consideraram diferentes unidades de
referéncia ao procurar posicionar 0,5 I:

Bédrbara: Olha, é muito ficil. Olha esta é zero virgula cinco.
André:  S6 temos que contar cinco tracinhos!

Bdrbara: Nao é bem... Pronto, entdo imagina, zero virgula cinco, pensa
no dez, cinco é metade de dez, nio é Pensa cem por cento, é
como se fosse cinquenta por cento, metade!
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André:  Cinquenta por cento é metade disto! [referindo-se a metade da
garrafa] E cinquenta por cento ¢ cinco tragos! [referindo-se a
cinco décimas]

Barbara: Naio, nao ¢! . . . Olha, isto é como se fosse metade de uma
garrafa, entdo é metade do garrafao André!

Os dois alunos mobilizaram a representagio de percentagem para interpretar o
numeral decimal, representando como 0,5 ou 50%, considerado ainda como “metade”.
Contudo, referem-se a unidades de referéncia diferentes. Barbara tomou como unidade
o garrafio (5 1) e André a garrafa (1 1). O par acabou por pedir ajuda a investigadora que
chamou a aten¢do para o facto de metade do garrafio corresponder a 2,5 | e a garrafa ter
a capacidade de 0,5 l. Os alunos reconheceram que 2,5 | seria superior a 0,5 I, assinalando
depois a posi¢io de 0,5 corretamente na reta.

Na localizagio de 0,25 | na reta numérica, André contou o correspondente a
25 divisées, ou seja, 25 décimas, assinalando a posicio 2,5. Bdrbara ajudou o colega
recorrendo 2 relacdo entre 0,25 e 0,5, apoiada pela transformagio entre representagoes:

André:  Mas esta chega até aqui [localizagio de 2,5 na reta numérical.

Bédrbara: Nao, ndo chega André! Isto [0,25] é menos do que isto [0,5]!
Isto ¢ metade, isto é um quarto! Olha, cem por cento ¢ o
cinquenta e depois o vinte e cinco. A metade e o quarto André!

André:  Espera um segundo... Entdo mas se isto ndo é, e agora estou a ver
que tens toda a razdo, tem de ser menos do que isto... Ou seja vai
abaixo da unidade. (...) Podemos fazer a metade deste [0,5 1]?

Bérbara comparou os ndmeros 0,25 ¢ 0,5, recorrendo para isso a representagio em
percentagem e fragdo. Deste modo, a aluna associa a uma mesma localizagio na reta
numérica diferentes representagées simboélicas de um mesmo nimero. As transformacoes
entre representagdes parecem ter auxiliado André a identificar 0,25 como menor que 1 ¢
correspondente a metade do nimero representado por 0,5. Esta tltima relagio evidencia
que os alunos reconhecem a existéncia de, pelo menos, um ndmero racional situado
entre 0 ¢ 0,5, etapa inicial importante para o reconhecimento da densidade dos ndmeros
racionais. No entanto, ambos consideraram que nio era possivel marcar 0,25 | na reta
numérica:

André:  Quanto é que é a metade de cinco?
André e Barbara:  E dois e meio. (em simultineo)

André:  S6 que ali ndo representamos, fazemos no dois.

Barbara: OK.
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Embora os alunos reconhecam que metade de 0,5 seria “dois e meio”, o facto de a reta
ser apresentada com a unidade dividida em décimas parece levar ambos a nao considerar
possivel a localizagdo de 0,25, marcando antes uma posigdo aproximada (0,2). Bdrbara e
André parecem revelar uma interpretacio da reta numérica como um conjunto de pontos
discretos, provavelmente consequente da utilizacio deste modelo com ndmeros inteiros.

Jé Dinis reconheceu a possibilidade de marcar niimeros nos espagos compreendidos
entre as décimas jd assinaladas na reta:

Dinis: Deixa-me contar os... Aqui porque se contar ao contrdrio, entao
val noventa, oitenta, setenta, sessenta, cinquenta, depois vou
para o quarenta, depois vou para o trinta, mas estd no meio do
vinte e do trinta. Por isso hd de ser vinte e cinco.

Dinis associou dez a cada uma das divisées de uma unidade. E provével que o aluno
nao estivesse a recorrer a “dez” compreendendo que poderia dividir cada décima em 10
centésimas. Talvez o tenha feito por associar 2 unidade (1 1) a nogio de 100, unidade
fortemente relacionada com a percentagem. Dinis referiu que 0,25 “estd no meio do
vinte e do trinta”, fazendo a marcagio a meio do espago compreendido entre as décimas.

Uma outra tarefa identificava a posicio do niimero representado por 12,05 na reta
numérica com uma seta, sendo apenas visivel o traco correspondente a localizac¢io do
namero. Era pedido que os alunos discutissem em pares se o ndmero em questdo seria

12,05 ou 12,5 (Figura 2).

1. Observa areta numérica e 1& o didlogo entre a Marta e o Lufs.
?

Nd&o, a seta aponta

Eu acho que a seta para o 12,081

apontapara o 12,5!

Quem terd raz&o? Porqué?

Figura 2. Questdo 1 da tarefa “Localiza¢do de nimeros na reta numérica”
(adaptada de Brocardo, Delgado, & Mendes, 2010)



Niimeros racionais no 1.° ciclo: compreensio de grandeza e densidade apoiada pelo uso de modelos 35

Inicialmente, foram vdrios os alunos que comegaram por considerar que ambos os
numerais representavam o mesmo numero, interpretando o zero na parte nio inteira
do numeral 12,05 como um algarismo que nio altera o valor do niimero representado.
Frederico referiu mesmo “Porque nés... Para mim e para a [ris (colega com quem
trabalhou) o zero nio estd 14 a contar muito”.

Contudo, foi ao refletir sobre a representagio dos numerais na reta numérica, que
comegaram a surgir algumas hesitacoes relativamente a grandeza de cada um dos
nameros. Tal foi evidente quando André partilhou com o colega Dinis a sua hesitagio:

André:  Nao, mas os dois sdo iguais! Porque nenhum deles... Mas est4 ali

dentro...
Dinis: Pois...
André:  Se calhar os dois, sao os dois aqui, se calhar nenhum tem razio!

A afirmagio de André “Mas estd ali dentro...” evidencia que o aluno parece reconhecer
a existéncia de nimeros entre as marcagdes apresentadas, uma observacio fundamental
para o inicio da compreensio de densidade.

Outra aluna, Rute, pareceu interpretar a parte nio inteira de 12,05 também como
metade de uma unidade, diferente da unidade de referéncia:

Rute: Isto é o que a Marta diz, que é doze virgula cinco. Doze unidades
e cinco décimas. S6 que eu acho que ele é que tem razdo, zero
virgula cinco [referindo-se a 12,05] é metade. Entao estamos a
falar metade de um quadrado, nio ¢ da unidade toda. Por isso é
que eu acho que é da unidade.

Rute identificou claramente a unidade de referéncia, ao alertar a colega Bdrbara que
nao estava a considerar a “unidade toda”. A aluna interpretou 0,05 como “metade de
um quadrado”, referindo-se ao espago compreendido entre 12,1 ¢ 12,2. A aluna parece
usar 0 modelo da reta numérica que enfatiza uma interpretagio de niimero racional
no significado de medida, integrando a interpretacio parte-todo, considerando a reta
numérica como uma barra, dividida em vdrios espagos que denomina por quadrados.

Rute comegou depois a associar dez a cada espaco, referindo “O quadradinho é como
se fosse dez”, embora nio verbalize por que o fez. Talvez o tenha feito para procurar
identificar a grandeza relativa a 0,05 (em 12,05). Uma vez que 0,5 significa metade, Rute
poderd ter concluido que 0,05 (05) seria a metade de 10 (0,10). E importante notar que
esta associacdo a dez, ainda que pouco sustentada, é fundamental para a compreensio
da extensdo da estrutura do sistema de numeracio decimal ao conjunto dos nimeros
racionais na sua representagiao em numeral decimal.

O uso da reta numérica para localizar niimeros racionais permitiu que os alunos
interpretassem representagdes que se revelavam, inicialmente, incompreensiveis
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(como 12,05). O espago correspondente a uma décima nédo sé foi entendido como
compreendendo outros niimeros, nogao fundamental para a compreensao de densidade,
como também foi interpretado por alguns alunos como estando dividido em dez partes

iguais, aspeto essencial para a compreensio do sistema de numeragio decimal quando
estendido aos niimeros racionais.

Compreensio de grandeza e densidade apoiada pelas grelhas 10x10 e 10x100

O modelo da grelha 10x10 foi apresentado como uma “toalha’, dividida em cem
partes iguais. Apds a exploracio deste modelo, foi proposta uma tarefa que apelava a
comparagio de nimeros racionais representados em numeral decimal, recorrendo ao
modelo da grelha 10x10.

Uma das questoes colocadas foi “Serd 0,67 maior que 0,92”. No momento de discussio
coletiva, Jorge partilhou como usou o modelo para comparar os dois numerais:

Jorge: Primeiro pensei que zero virgula sessenta e sete fosse maior
que zero virgula nove porque a primeira vista o sessenta e sete
parece maior que o nove. . . Mas depois vi que podia pensar
de outra maneira. Entdo, se nés pensarmos que cada coluna
tem dez centésimas nés pintdvamos seis colunas destas, sem o
sete (em 0,67) ficava sé sessenta. E o outro [0,9] ficava noventa
centésimas, era maior que pintar sessenta e sete centésimas.

Jorge recorreu ao modelo da grelha 10x10 para representar ¢ comparar os niimeros
(ver Figura 3).
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Figura 3. Registo realizado por Jorge na tarefa “Provas e Toalhas”

Jd no par constituido por Dinis e André, foi imediato que 0,9 representava um
ndmero superior a 0,67. Dinis justificou que “Zero virgula nove, porque zero nove ¢
igual a zero virgula noventa!”, sem aparente necessidade de usar um modelo. J4 André
recorreu a0 modelo da grelha para justificar 4 investigadora a sua resposta:
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André:  Entio porque se nds... Por exemplo, temos aqui unidades
divididas em cem partes iguais (referindo-se a grelha 10x10).

(...)

André:  Ora, um, dois, trés, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove (conta
nove colunas na grelha). Até aqui. Até aqui pintdmos noventa
quadradinhos porque... Uma décima vale dez.

André recorreu a0 modelo para mostrar que 0,9 é equivalente a 0,90, identificando
nove colunas como 0,9 mas correspondendo a noventa quadriculas, ou seja, 90
centésimas. Deste modo, o aluno mobilizou o modelo para justificar a equivaléncia entre
os numerais. André referiu ainda que “uma décima vale dez”, o que parece indicar que
reconhece a décima como sendo uma unidade dez vezes superior a centésima, relacio
fundamental para a compreensio da estrutura do sistema de numeracio decimal, no caso
da representagio em numeral decimal.

De seguida, foi explorada uma representagio que designdmos por “barrinha das
milésimas” que resultou de uma adaptacio da grelha 10x10 a um modelo que permitisse
a representacdo de numerais com partes nio inteiras constituidas até as milésimas. Com
uma forma retangular, a barra representa a unidade, dividida em dez quadrados, as
décimas, cada um dividido em dez colunas, as centésimas, que por sua vez estao divididas
em dez partes iguais, as milésimas. Ap6s uma discussao inicial em torno das caracteristicas
da grelha 10x100, foi pedido que os alunos representassem uma décima usando cor
amarela, uma centésima a vermelho e uma milésima a verde. Vérios alunos identificaram
cada parte tal como Mafalda, cujo registo (incorreto) se apresenta na Figura 4.

Figura 4. Registo de Mafalda na tarefa “Ntimeros em barrinhas”

As caracteristicas da grelha, constituida por quadrados de diferentes tamanhos,
parecem ter induzido os alunos a pensar que a décima corresponderia ao quadrado de
maiores dimensées, a milésima ao quadrado menor, ¢ a centésima ao quadrado “médio”.
Frederico, que fez um registo semelhante ao da Figura 4, explicou:

Frederico: Eu acho, j4 que isto estd dividido em quatro partes iguais,
o quadrado inteiro, eu achei que uma milésima j4 era um
bocadinho e uma centésima jd achava que era aquilo...

I: Porque era um bocadinho maior...

Frederico: Porque ¢ um bocadinho maior.
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I: A centésima é um bocadinho maior que a milésima. Mas
quantas vezes é maior?

Frederico (de imediato): Dez!

O aluno conseguiu, de seguida, verbalizar que deveria ter pintado dez quadradinhos.
As caracteristicas da barra pareciam levar 4 identificacio de cada parte fortemente
influenciada pela forma de quadrado de cada uma das partes. Contudo, esta disposi¢io
da barra permitiu também reconhecer a relagio existente entre cada uma das partes
identificadas. E com base na configuragdo da barra, que Rute explica como é que ela e o
colega André, que também tinham identificado uma centésima tal como se apresenta na
Figura 4, alteraram a sua resposta:

Rute: Muddmos de ideias porque vimos que em cada quadrado
(uma décima) tinha dez filas (dez centésimas). Como havia dez
quadrados, dez vezes dez é cem. E a palavra centésima vem de
cem por isso era uma... (faz um gesto vertical com a mao) era
uma barrinha.

Rute e André, identificando a décima parte da barra, contam as dez filas existentes em
cada uma. Uma vez que existem dez décimas, existiriam cem filas em toda a barra, logo,
cada fila teria que ser uma centésima. Associando o nome da parte nio inteira com a
parte pretendida no modelo, Rute tornou clara a relagio entre décima e centésima.

Apés a identificagao de 0,1, 0,01 e 0,001 neste modelo foi pedido aos alunos que
explicitassem as relagoes identificadas entre cada uma dessas partes. Um exemplo das
relagoes estabelecidas é apresentado na Figura 5, na resposta de Artur.

“As relagoes que encontrei sdo:

A o VLI PPIREN JO et ¥ AOM 2 s
verdex100=amarelo, verdex10=vermelho,

ol 1402 et ea sy calrman dig %10 - amane
40 = arends S 192 b vermelhox10=amarelo, vermelho:10=verde,
anranly ‘400z retoda

amarelo:10=vermelho, amarelo:100=verde”

Figura 5. Registo de Artur na tarefa “Ntimeros em barrinhas”

Artur, tal como outros colegas, identificou a partigio e agrupamento de unidades
numa relacio de dez vezes menor ou dez vezes maior, estando subjacente a estrutura do
sistema de numeragio decimal. E importante referir que foi a primeira vez que estas re-
lagbes foram claramente identificadas pelos alunos.



Niimeros racionais no 1.° ciclo: compreensio de grandeza e densidade apoiada pelo uso de modelos 39

Compreensio de grandeza e de densidade apoiada pela barra

Esta tarefa (Figura 6), resolvida no 4.° ano, envolvia a reconstru¢io da unidade dada uma
parte e a construgio de partes, menores e maiores que a unidade, a partir de diferentes
representagées simbdélicas de ntimero racional (sem o recurso a régua).

A figura seguinte representa 0,75 de vma tira de papel.

a) Como serd a tira de papel completa? Desenha-a.

4
b) Representa agora 50%, 3 1.125 e 20% dessa mesma fira de papel.
50 %

Figura 6. Enunciado da tarefa “A descoberta da tira”
(Tarefa adaptada de Menezes, Rodrigues, Tavares, & Gomes, 2008)

Iremos centrar a andlise no modo como os alunos representaram 1,125 ¢ 20% da tira.
Virios alunos representaram 1,125 tal como se apresenta na Figura 7: tragaram a barra
completa, dividindo de seguida uma segunda barra em dez partes iguais, considerando
depois 1,1 e, de seguida, considerando mais um pouco da tira, embora sem precisio. Este
tipo de representagdo revela que os alunos tém uma percegio da grandeza do ndmero
racional apresentado.

Figura 7. Representacio de 1,125 realizada por Matilde,
na tarefa “A descoberta da tira”

André também representou 1,125 de modo semelhante ao apresentado na Figura
7. De modo a seguir uma estratégia mais eficiente para a representagio do nimero, a
investigadora sugeriu que André visualizasse a que parte da décima correspondiam as
vinte e cinco milésimas, recorrendo a barrinha das milésimas. Ao pintar um quadrado
correspondente a 0,25, usando a barrinha (tal como a parte assinalada a vermelho na
Figura 4), André reconheceu de imediato que se tratava da quarta parte de uma décima,
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acrescentando: “Entdo terd que ficar mais ou menos esta unidade (décima) dividida em
quatro partes’.

Identificou a décima como unidade, dividindo-a em quatro partes iguais, pintando
uma delas de modo a obter vinte e cinco milésimas (Figura 8). André fez uma mudanga
da unidade, da tira (1) para uma das partes obtidas apds a divisio da tira em 10 partes
iguais (0,1), reconhecendo a possibilidade de dividir também a nova unidade. Este
reconhecimento ¢ importante para a construgio da compreensio da densidade no
conjunto dos niimeros racionais.

&

1,125

— |l

C——

Figura 8. Representagio de 1,125 realizada por André,
na tarefa “A descoberta da tira”

Relativamente a dltima parte pedida, Manuel explica como representou 20% (ver
Figura 9), evidenciando como usou a barra de modo bastante préximo da reta:

Manuel: Como eu j4 tinha assinalado os cinquenta por cento pensei que
vinte e cinco por cento sio metade dos cinquenta por cento.
Depois pensei que, como também jd tinha assinalado, para uma
outra coisa, tinha assinalado uma décima, metade disso seria
cinco. Entio tirei cinco a esses vinte e cinco por cento e mais ou
menos naquela zona fico com os vinte.

Figura 9. Registo realizado por Manuel, na tarefa “A descoberta da tira”

O uso que Manuel fez da barra evidencia o estabelecimento de multiplas relacoes
entre diferentes representagoes. Ao invés de tracar a parte pedida em cada situacio,
separadamente, o aluno utiliza a barra de modo semelhante a uma reta numérica. Esta
integracdo de elementos da reta no modelo da barra foi consciente, pois referiu que
“Primeiro desenhei a régua”, referindo-se a reta.

No excerto apresentado, Manuel partilhou o seu processo de aproximagio a 20%,
usando como referéncia 50% para obter a sua metade, 25%. De seguida, para ter a nogio
do que representavam 5% na barra, usou a marcagio j4 feita de uma décima, que havia
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registado como 10%, para identificar a sua metade, o que evidencia que reconhece que
5% serd correspondente a metade de 1 décima.

De destacar que o modelo nao foi usado pelos alunos como meio para representar
ndmeros mas, principalmente, como meio para estabelecer relagoes entre ntimeros,
para as quais a percecdo da grandeza foi essencial. Essas relagoes sio também evidéncia
de algum reconhecimento de nimeros racionais compreendidos entre dois nimeros
racionais ja representados na barra, como ¢ exemplo a localizacio de 1,125 entre 1,1 ¢
realizada por Manuel, importante para a construgo da nogao de densidade.

Discussao

Através da andlise de cinco episddios, procurdmos compreender de que modo o uso de
modelos contribui para a compreensao da nogao de grandeza de um nimero racional e
da densidade no conjunto dos nimeros racionais. Centrdmo-nos em episédios que ilus-
traram o recurso ao modelo da reta numérica, de grelhas 10x10 e 10x100 e da barra.
O facto de terem sido analisados vérios episddios ao longo da intervengdo permitiu iden-
tificar uma mudanc¢a no modo como os alunos usaram os modelos que se relaciona com
a sua propria construcio da compreensio da no¢ao de grandeza de um ndmero racional
e de densidade do conjunto dos niimeros racionais.

Nos episddios iniciais, a reta numérica foi usada com o propdsito de representar niimeros
racionais, possibilitando a interpretagio de representagoes ainda pouco familiares aos
alunos (como era o caso da representacido em numeral decimal). Foi também o uso deste
modelo que possibilitou um olhar centrado nos espagos compreendidos entre divisoes
ja assinaladas na reta, nos quais nem sempre os alunos reconheceram a existéncia de
numeros racionais.

Para a percegio da grandeza de um ntimero, possibilitada através da localizacio de
niimeros racionais na reta numérica, revelou-se essencial o estabelecimento de relacoes
entre diferentes representagdes simbdlicas assim como a identificagio da unidade de re-
feréncia. Assim, um mesmo ponto da reta numérica foi associado a diferentes represen-
tacoes (e.g., 0,25 = % =25%), aspeto fundamental para interpretar um mesmo niimero
racional sob diferentes perspetivas (Tripathi, 2008). O facto de terem sido mobilizadas
diferentes representacoes de nimeros racionais possibilitou ainda o desenvolvimento
de um sistema de ntimeros de referéncia.

Também o modelo da grelha 10x10 foi usado, numa fase inicial, como meio para
representar niimeros, permitindo a sua comparacio. Contudo, na tarefa centrada nes-
te modelo, surgiram evidéncias de que alguns alunos usaram as caracteristicas sub-
jacentes ao modelo para explicitar relacoes entre décima e centésima, e entre estas
e a unidade, sem necessidade de usar efetivamente este modelo, que teve assim um
papel importante na visualizagio da estrutura do sistema de numeragio decimal, tal
como sublinhado por Cramer et al. (2015). As relagées estabelecidas sdo um indicador
do reconhecimento, ainda que numa fase bastante inicial, do sistema de numeracio
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decimal estendido ao conjunto dos niimeros racionais, importante para a compreensio
da propriedade densidade.

A estrutura do sistema de numera¢ao decimal tornou-se ainda mais visivel com o re-
curso ao modelo da grelha 10x100, ao permitir representar e relacionar unidade, décima,
centésima, e milésima, possibilitando as relacdes de natureza multiplicativa tal como as
ilustradas pela resposta de Artur (Figura 5).

Por fim, 0 modelo da barra foi usado com grande flexibilidade pelos alunos, refletindo
as relagoes por eles estabelecidas entre diferentes representagoes simbélicas e entre estas e
a representagio icdnica da barra. Tal como salientado por Middleton et al. (1998), este
modelo revelou grande potencial para ser mobilizado de diferentes formas pelos alunos,
evidenciando diferentes modos de relacionar os nimeros.

O uso deste modelo pelos alunos revelou uma percegao da grandeza de um ndmero
racional, evidenciada, por exemplo, na representagao de 1,125 ou nas relacoes entre dife-
rentes nimeros racionais, expressos em diferentes representacoes, realizadas por Manuel
(Figura 9). As relagoes estabelecidas pelos alunos apontam também para alguma percecio
de densidade, evidente quando relacionaram, por exemplo, % de 0,1 2 0,025 (no exem-
plo de André) ou 5% como metade de 0,1 (no exemplo de Manuel). Relacionado com
este aspeto estd o recurso a um sistema de nimeros de referéncia que auxiliou os alunos
na representacio dos niimeros racionais, assim como mudancas na unidade de referén-
cia considerada.

Os resultados mostram ainda que, numa fase inicial, os alunos sentiram necessidade
de identificar a grandeza de ndmeros racionais de forma a compararem ou representarem
esses numeros. Foi apds revelarem alguma apropriacio da nogio de grandeza de nimero
racional, que os alunos evidenciaram uma nogio, ainda que preliminar, de densidade do
conjunto dos nimeros racionais, que assume por isso uma menor expressio na andlise
realizada.

Conclusao

O uso dos modelos focados neste artigo contribuiu para a construcio da compreensio da
nogio de grandeza de nimero racional, evidenciada a nivel (i) da identificacdo da uni-
dade de referéncia, em particular ao ser apresentada a reta numérica graduada de 0 a 5;
(ii) da mudanga da unidade de referéncia, igualmente importante para a compreensao da
propriedade densidade; (iii) do uso de diferentes representagoes para expressar um mes-
mo ntmero; (iv) do recurso de niimeros de referéncia, especificamente 100% (unida-
de), 50%=0,5= %, 25%=0,25= % e 0,1; e (v) das relagcoes de ordem estabelecidas entre
diferentes nimeros racionais. No que diz respeito ao contributo para a construgio da
compreensdo da propriedade densidade, foi possivel identificar que os modelos promo-
veram o reconhecimento da existéncia de um ntimero racional entre dois niimeros racio-
nais e o reconhecimento da possibilidade de progressivas divisoes das unidades por 10,
essenciais no sistema de numeragio decimal estendido a este conjunto numérico.
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Estas conclusoes constituem indicadores da compreensao de ntimero racional, uma vez
que, tanto a nogao de grandeza de ndmero racional, como a de densidade deste conjunto
numérico, estio estreitamente relacionadas com a prépria compreensio de niimero
racional. Neste sentido, destacamos a perspetiva de continuidade entre a aprendizagem
dos nimeros inteiros ¢ a dos nimeros racionais, enfatizada pela teoria integrada de
desenvolvimento numérico (Siegler et al., 2011), baseada no uso de modelos, como
promotora de uma abordagem aos niimeros racionais, com compreensio, no 1.° ciclo.

Notas

! Neste artigo, sempre que nos referimos a “ntimeros inteiros” estamos a considerar nimeros

inteiros nao negativos.

Usamos o termo “numeral decimal” para identificar nimeros racionais no negativos escri-
tos de acordo com o sistema de numeragio decimal, utilizando virgula ou ponto.

No original “. . . to sense the general size (or magnitude) of a given number”.
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