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Abstract. This article reports a research concerning a prospective elementary and infant
teachers education experiment, in a geometry course in the 2" year of studies of a degree in
education. The subject of this study is the construction of definitions, a process developed
through working on exploratory tasks. Specifically, we seek to know which features of
definitions of geometric figures do prospective teachers attend to when selecting and
constructing definitions and how the spatial and geometric structuring of the figures
relates to the process of defining. Data was gathered from the participants’ reports,
audio and video records of classroom discussions on definitions of quadrilaterals and of
parallelepipeds. The results show that initially the participants had misconceptions about
definitions, just focusing on the necessary properties of the figures. The work developed
led them to consider the sufficiency and inclusiveness of the condition. The participants
constructed mostly correct but not economic definitions, mobilizing a deeper knowledge
of the figures. The spatial and geometric structuring of the figures influenced the process
of defining, but also evolved with this activity. Finally, the construction of definitions in
the final stage of the study of figures promoted the articulation between the definitions and
their classification.

Keywords: geometry; quadrilaterals, geometric reasoning; structuring; defining; prospective
teacher education.

Resumo. Este artigo relata uma investigacio envolvendo uma experiéncia de formacio
com futuras professoras e educadoras na unidade curricular de Geometria do 2.° ano de
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uma licenciatura em educagio bésica. O tema da investigacao é a construcio de definigées,
um processo que foi promovido por um ensino de natureza exploratdria. Especificamente,
pretendemos saber quais as caracteristicas sobre a definicio de figuras geométricas a
que os futuros professores atendem quando selecionam e constroem defini¢es e como
se relaciona a estruturagio espacial e geométrica das figuras com o processo de definir.
Os dados foram recolhidos por registos dudio e video das aulas e das produgées escritas
das formandas sobre as definicoes de quadrildteros e do paralelepipedo. Os resultados
mostram que, inicialmente, as formandas tinham uma conce¢ao muito limitada do que ¢
uma definicdo, restringindo-se as propriedades necessdrias. Com o trabalho desenvolvido
passaram a considerar o cardter suficiente e inclusivo da condi¢do apresentada. Construiram
defini¢oes tendencialmente corretas mas nio econédmicas, mobilizando um conhecimento
mais profundo das figuras. A estruturagio geométrica e espacial influenciou o processo de
definir, mas evoluiu igualmente com esta atividade. Finalmente, a construgio de definicoes
como etapa final do estudo das figuras promoveu a articulagdo entre as definicoes e sua
classificagio.

Palavras-chave: geometria; quadrildteros; raciocinio geométrico; estruturacio; definir;
formagio inicial de professores.

(Recebido em julho de 2017, aceite para publicacio em janeiro de 2018)

Introdugao

As defini¢des tém um papel decisivo na matemdtica. Como refere Veloso (1998),
“sem defini¢bes nio existe matemdtica, nem ¢é possivel a comunicagio matemdtica’
(p. 375). Contudo, na sua opinido, em geometria existe uma tradi¢do que apelida
por “definomania”, que consiste numa preocupagao excessiva em apresentar de inicio
todos os termos ou conceitos que irdo ser utilizados no trabalho posterior. No seu
entender, os conceitos devem ser construidos de forma lenta e progressiva, em vez de
se impor artificialmente defini¢des que, ao contrdrio do que se pensa, muitas vezes tém
apenas um cardcter relativo. Os alunos devem familiarizar-se progressivamente com as
defini¢ées, o que deve resultar da sua experiéncia matemdtica em vez de a preceder.
Uma prética contrdria a esta orientagio leva os alunos a memorizar as definigoes,
que acaba por conduzir a dificuldades em raciocinar de acordo com elas (De Villiers,
Govender & Patterson, 2009; Mariotti & Fischbein, 1997).

Uma perspetiva que procura contrariar este problema consiste na valorizagao do
processo de definir. Para De Villiers (1998), definir é um processo matemdtico crucial
na compreensio dos conceitos em geometria e recorda Freudenthal (1973) que se
opunha a um ensino da geometria que priva os alunos dessa oportunidade. Também
Mariotti e Fischbein (1997) consideram o processo de definir como uma componente
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do raciocinio geométrico, pelo que defendem a sua presenca nas aulas de geometria.
Pelo seu lado, Zazkis e Leikin (2008) notam que, para que os professores possam
contemplar este processo nas suas aulas, devem ser nele proficientes, pelo que este deve
integrar a formacio inicial. Leikin e Zazkis (2010) referem ainda que as ideias dos
professores sobre definicio afetam a forma como apresentam os conceitos matemdaticos
aos alunos, pelo que ¢ importante dar-lhes aten¢io durante a sua formacio, quer do
ponto de vista matemdtico, quer diddtico.

Numa revisio de estudos recentes, Sinclair et al. (2016) indicam que, nos tltimos
anos, tém surgido alguns trabalhos respeitantes ao processo de definir ¢ a necessidade
das defini¢ées, bem como & compreensio dos alunos sobre as defini¢oes de tridngulos
e quadrildteros. Contudo, segundo os autores, a investigacio sobre o envolvimento dos
alunos no processo de construir defini¢oes é quase inexistente.

A experiéncia pessoal da primeira autora deste artigo na lecionac¢io de uma unidade
curricular sobre geometria numa Licenciatura em Educacio Bdsica (LEB), evidenciou
dificuldades e desafios que se colocam quando se envolvem os futuros professores em
atividades de organizacio local, como a classificagao hierdrquica de quadrildteros, a qual
depende das defini¢bes sobre estas figuras. Este problema conduziu ao desenvolvimento
de uma experiéncia de formacio nesta unidade curricular e, paralelamente, 2 realizacio
de uma investigagio orientada pelas seguintes questes: Quais os requisitos sobre
a definicio de figuras geométricas a que os futuros professores atendem quando
selecionam e constroem definicées? Como se relaciona a estruturagio espacial e
geométrica das figuras com o processo de definir?

Quadro tedrico

Raciocinio geométrico e niveis de estruturacio

Tal como no raciocinio matemdtico em geral, o geométrico raciocinio corresponde a
um conjunto de processos que permitem extrair nova informagio de informacio jd
conhecida (Duval, 1998; Leighton, 2004; Oliveira, 2008). Também no que respeita
aos tipos de raciocinio, falamos igualmente em geometria de raciocinio indutivo,
abdutivo e dedutivo (Duval, 1998), sendo que o dltimo, jd por si considerado o tipo
de raciocinio matemdtico por exceléncia, teve durante séculos um foco especial no
ensino da geometria.

Quanto a especificidade do raciocinio em geometria, Duval (1998) considera
que, estando os processos de raciocinio dependentes da forma como a informacio
é apresentada e organizada, no caso especiﬁco da geometria, o raciocinio tem uma
componente visual forte, ji que a informacio ¢ dada segundo uma organizacio visual,
a partir da qual nés podemos nomear objetos, levantar questoes e conjeturas sobre esses
objetos e suas relacoes. Numa perspetiva semelhante, Mariotti (1992) responde a esta
questao:
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O que hd de especifico no raciocinio geométrico? A geometria, enquanto
campo matemdtico, lida com um tipo particular de “objetos”: as figuras
geométricas. Do ponto de vista matemdtico, as figuras geométricas
sio entidades puramente abstratas, completamente controladas pelas
suas defini¢des num quadro de uma axiomdtica, mas o que elas tm de
especifico é que preservam uma caracteristica manejdvel pictoricamente

chamada espacialidade. (pp. 9-10)

Para analisar o raciocinio geométrico, Battista (2008) formulou uma categorizacio
que parte da teoria de Van Hiele mas assume como cixo organizador uma ideia
particular: a estruturacdo. Assim, Battista estabelece trés niveis de estruturacio,
correspondentes a graus de sofisticacdo diferentes: a estruturagio espacial, a estruturagio
geométrica e a estruturagdo légicalaxiomdtica.

A estruturagio espacial ¢ um tipo especial de abstracio correspondente ao ato mental
de construir uma organiza¢io ou uma configuragio para um objeto ou conjunto de
objetos, através da identificacdo das suas componentes, da forma como se combinam
e relacionam. A estruturagio espacial estd assim associada a um modelo mental, ou
seja, uma versio visual, nao-verbal, da situacio (objeto, acdo...) que ¢ ativada para
interpretar e raciocinar sobre ela (Battista, 2007). Por exemplo, diferentes formas
de estruturar um quadrildtero determinam modelos diferentes, como um caminho
fechado constituido por quatro segmentos, uma composi¢io de segmentos unidos
pelos seus extremos ou uma composi¢ao de quatro angulos ligados.

A estruturagio geométrica descreve a estruturagio espacial através de conceitos
formais tais como congruéncia, paralelismo, angulo, transformacoes geométricas ou
sistemas de coordenadas. Assim, um paralelogramo pode ser estruturado espacialmente
como uma configuragio visual consistindo em dois pares de lados opostos iguais. J4 a
estruturagdo geométrica torna esta visao explicita em termos verbais através de conceitos
apropriados: lados opostos congruentes ¢ paralelos. A estruturacio geométrica assenta
na estruturagio espacial, isto ¢é, para que seja possivel estruturar geometricamente
um objeto, é necessdrio que o individuo tenha interiorizado a estruturagio espacial
correspondente. De outra forma, a estruturagio geométrica nio tem significado para
o individuo.

A estruturagio ldgicalaxiomdtica organiza formalmente os conceitos geométricos
num sistema para que as suas relacdes possam ser estabelecidas através de dedugio
légica. Para operar a este nivel, é necessdrio que a estruturagio espacial atinja um
nivel “simbélico”, ou seja, que as afirmagées verbais ou simbdlicas possam substituir os
préprios modelos mentais.

Raciocinio geométrico e o processo de definir

Eleger o desenvolvimento do raciocinio geométrico com um dos principais objetivos
do ensino deste tema implica dar atengio aos seus processos, entre os quais se encontra
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a construgio de defini¢oes (De Villiers et al., 2009; Freudenthal, 1973; Mariotti &
Fischbein, 1997). De acordo com Mariotti e Fischbein (1997), “o processo de definir no
campo da geometria apresenta-se de grande complexidade devido quer as caracteristicas
gerais do processo de definir quer s caracteristicas especificas dos conceitos geométricos”
(p. 224). Estes conceitos requerem um movimento duplo e simultdneo entre os niveis
conceptual e figurativo, envolvendo as seguintes agoes:

Observar; identificar as principais caracteristicas; enunciar propriedades de
acordo com estas caracteristicas; voltar 2 observacio, verificar a definicio no
que respeita as diferengas figurativas, e assim sucessivamente. O processo
de elaborar a defini¢ao consiste num duplo processo partindo do particular
para o geral e vice-versa, do geral para o particular. (p. 227)

A constru¢io de uma definigio para um conjunto de objetos implica assim identificar
os atributos que sdo comuns aos elementos do conjunto e fazer uma generalizagio de
modo a chegar a um conjunto de condi¢des necessdrias, usando raciocinio indutivo ou
abdutivo; para que o conjunto de condicoes seja também suficiente, é necessdrio que
implique os objetos em causa, o que envolve raciocinio dedutivo. Adicionalmente, se
pretendermos que a definigdo corresponda a um conjunto minimo de condigées, isto &,
seja econdmica (De Villiers et al., 2009), mobilizamos ainda raciocinio dedutivo uma vez
que nenhuma condi¢io pode ser deduzida de outras.

Podemos considerar diferentes tipos de definigbes em geometria. De Villiers et al.
(2009) distinguem particularmente as defini¢oes inclusivas das exclusivas, o que decorre
da relagao entre os processos de definir e de classificar. Uma definicio é considerada
inclusiva “se permite a inclusio de conceitos mais particulares como um subconjunto de
um conceito mais geral” (p. 191); ¢é exclusiva se “os conceitos envolvidos sio considerados
disjuntos entre si” (p. 191). Historicamente, as definigoes inclusivas nem sempre foram
as preferidas (veja-se as defini¢oes de Euclides para alguns quadrildteros), mas os autores
consideram que estas defini¢coes tém vdrias vantagens. Do ponto de vista matemdtico, a
utilizagdo de definigoes inclusivas permite uma maior simplicidade em definir conceitos
particulares e também economia na producgio de teoremas. Zaslavsky e Shir (2005)
sugerem ainda que as definigoes se distingam também pela sua “forma de apresentagao”,
separando as defini¢oes estruturais — que recorrem as propriedades dos objetos — das
processuais — que recorrem  forma como os objetos podem ser construidos.

Procurando concretizar os papéis desempenhados pelas defini¢oes, Zaslavsky e Shir
(2005) apresentam quatro aspetos: (i) permitem introduzir novos objetos numa teoria
e captar a sua esséncia exprimindo as propriedades que os caracterizam; (ii) constituem
uma componente fundamental na formagio de conceitos; (iii) sio os alicerces da
demonstracio e da resolucio de problemas; e (iv) permitem criar alguma uniformidade
no significado que atribuimos aos conceitos, o que apoia a comunicagio. Do ponto de
vista dos seus principios l6gicos, Winicki-Landman e Leikin (2000) apontam aspetos
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igualmente referidos por vérios matemdticos: (i) definir implica atribuir um nome; (ii)
para definir um conceito novo, s6 podemos utilizar conceitos previamente definidos;
(iif) uma definicio estabelece um conjunto de condigbes necessdrias e suficientes para
identificar o conceito; (iv) o conjunto das condi¢des deve ser minimo; e (v) as definicoes
sdo arbitrdrias.

Como afirmam Zaslavsky e Shir (2005), hd aspetos que sdo “imperativos” na construgio
de definicoes, como nio conterem afirmagbes contraditdrias ou nio conduzirem a
ambiguidades, mas hd outros sobre os quais nio existe consenso. A imposicao de que
o conjunto de condi¢des seja minimo, tal como defendem De Villiers et al. (2009) ¢
um aspeto controverso, o que deriva das diferencas de opinido sobre o que constitui
uma “boa defini¢do”. De facto, as defini¢es dos conceitos nio se regem apenas por
requisitos matemdticos. Um exemplo disso ¢ a preferéncia por definigoes “clegantes”
(Vinner, 1991), que frequentemente se sobrepde ao interesse da defini¢do econdmica,
como exemplifica a definigio de retAngulo que refere a existéncia de quatro 4ngulos
retos, uma vez que trés dngulos retos ¢ suficiente. Outro critério a ter em conta, mais de
natureza diddtica, é que a definigio seja intuitiva (Poincaré, citado por Zaskis & Leikin,
2008), o que pode justificar que a condi¢io “quadrildtero com quatro eixos de simetria”
nio seja apresentada mais frequentemente como definigio para quadrado. Deste modo,
a adogio de uma ou outra definicdo, em certa medida, é matéria de preferéncia pessoal e
subjetiva dos matemdticos.

Como refere De Villiers (1998), apesar da importincia fundamental das definigoes
em matemdtica, o processo de definir é negligenciado no ensino. Mais ainda, os alunos
habituam-se a lidar com defini¢oes sem nunca discutirem o conceito de definicio ou
analisarem exemplos de defini¢coes alternativas, o que faz com que criem concegoes erradas
sobre o significado e o papel das defini¢oes (Zaslavsky & Shir, 2005). Esta tendéncia ¢
acentuada pelo conflito existente entre a forma como o conhecimento matemdtico estd
organizado e a forma como ele é criado e evolui (De Villiers et al., 2009; Pélya, 1975),
bem como a forma como ¢ aprendido (Vinner, 1991). Assim, o processo de definir “é uma
atividade matemdtica tio importante como outros processos tal como resolver problemas,
formular conjeturas, generalizar, especializar, provar” (De Villiers, 1998, p. 249).

A formagao de professores dos anos iniciais em geometria

A perspetiva de que os futuros professores precisam de desenvolver uma compreensio
profunda de ideias fundamentais da Matemdtica (Ma, 1999; NCTM, 1994) estd presente
em muitos estudos e programas de formagio, muito embora com diferentes interpretacoes
e formas de concretizagdo. Na perspetiva de Ponte ¢ Chapman (2008), esta orientagio
nao trata simplesmente de oferecer mais matemdtica aos futuros professores mas,
sobretudo, permitir-lhes que compreendam e reconstruam aquilo que sabem com maior
profundidade e significado. Para Albuquerque et al. (2006), ¢ necessirio contemplar o
estudo daquela disciplina de um ponto de vista superior e com um “estabelecimento
claro das suas relagbes com a matemdtica que se vai ensinar” (p. 14).



Definir figuras geométricas: uma experiéncia de formagdio com futuras professoras e educadoras 139

Para 0 NCTM (1994), o conhecimento matemdtico necessirio ao professor inclui o
dominio de diferentes tipos de raciocinio matemdtico, formas de resolver problemas e
de comunicar matemdtica eficazmente, a compreensio de conceitos, de procedimentos
especificos e do processo de fazer matemdtica. No caso particular da geometria, os
professores dos anos iniciais devem compreender como ela é usada para descrever o mundo
em que vivemos e resolver problemas, saber analisar figuras bi e tridimensionais, produzir
argumentagoes ¢ justificacdes e privilegiar a visualizagio espacial (NCTM, 1994). Em
Portugal, Albuquerque et al. (2005) sugerem que, em geometria ¢ até ao 2.° ciclo, a
formacio dos professores deve incluir uma perspetiva histérica do tema, um foco sobre
a visualizacio e a representacdo espacial, o tratamento das formas geométricas bésicas,
suas propriedades e relagoes, e as transformagdes geométricas. Para estes autores, esta
formagao deverd desenvolver-se em torno de atividades préprias da matemdtica, como a
formulagio e resolugio de problemas, e incluir processos a ela associados: formulagio de
conjeturas, teste e validacdo, argumentagio, prova e refutagio, sem ignorar o recurso a
tecnologia ou outras ferramentas e materiais. No que diz respeito ao processo de definir,
¢ também referido que “a construgio das definigoes deve ser progressiva e resultante da
experiéncia matemdtica” (p. 20).

Contudo, De Villiers (2017) refere que persiste uma crenga de que uma boa prética
significa fornecer primeiro uma definicio concisa do conceito, depois exemplos
e contracxemplos e, posteriormente, explorar as suas propriedades. No entanto,
particularmente no estudo das figuras geométricas, a investigagio tem mostrado que
esta abordagem tem consequéncias negativas a vdrios niveis — ao nivel da concegio
sobre a matemdtica, da conce¢io sobre definicio e das conce¢bes sobre os conceitos
definidos. No que diz respeito & matemdtica, conduz 3 ideia errada de que a criacio
matemdtica comega com defini¢oes (que os alunos nio sabem de onde vém nem como
foram escolhidas) e que ndo existe mais do que uma definicao para o mesmo conceito,
promovendo uma imagem da matemdtica como uma ciéncia “absolutista” (De Villiers,
2017). No que respeita ao conceito de definigio, alguns estudos revelam que os futuros
professores tém ideias erradas sobre o que é uma defini¢io, mesmo quando estudaram
matemdtica avancada na universidade, e que esse conhecimento pode ser diferente
consoante os temas matemdticos envolvidos (Leikin & Zazkis, 2010). Quanto aos
conceitos definidos, védrios estudos sobre a aprendizagem dos tridngulos e quadrildteros,
envolvendo alunos, professores e futuros professores, mostram que frequentemente os
individuos conhecem as defini¢coes, mas nio raciocinam de acordo com tais definicoes
(e.g., Fujita, 2012; Gutiérrez & Jaime, 1999).

Desta forma, alguns investigadores fazem propostas de atividades a partir de
experiéncias empiricas que procuraram lidar com estes problemas. Gutiérrez ¢ Jaime
(1999) sugerem que se devem criar oportunidades para que os futuros professores
apresentem, expliquem e argumentem sobre definicoes de conceitos geométricos,
analisem respostas de alunos em situagoes que testem estes conceitos e reflitam em torno
dos seus significados. Zazkis e Leikin (2008) consideram que a construgao de definicoes
pode ajudar os futuros professores a distinguirem condigoes necessdrias de condigoes
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suficientes, utilizarem linguagem adequada e revelarem ainda as suas concegées sobre
defini¢do. Além disso, as investigadoras sublinham que a capacidade para construir
definigbes varia consideravelmente entre os formandos, mesmo para conceitos tdo
familiares como o quadrado. Desta forma, Leikin e Zazkis (2010) sugerem que seja
dada maior atengio a discussio do papel da defini¢do, sua estrutura e fun¢io, quer na
matemdtica escolar, quer na universidade.

A anilise e construcio de definicoes estdo ainda alinhadas com a abordagem
metodoldgica para a formacio inicial proposta por Watson ¢ Mason (2007), segundo
a qual o trabalho a desenvolver deve partir de tarefas matemdticas que promovam
o pensamento matemdtico dos futuros professores e desenvolvam a sua percecio
sobre o poder dessas tarefas. Nesta perspetiva, surge com especial interesse o ensino
exploratério, assente essencialmente em tarefas de cunho exploratério e investigativo,
onde cabe a quem aprende uma parte importante do trabalho de descoberta e
construgio do conhecimento, baseado numa dinidmica de aula em que se reserva um
espago significativo ao seu trabalho sobre as tarefas, a par de momentos de discussio e
negociacio de significados (Ponte, 2005).

Metodologia de investigacao

Opgoes metodolégicas, participantes e recolha de dados

Este estudo tem um propésito interventivo, visando modificar as préticas da formagio
inicial de professores ¢ educadores de infancia, por forma a melhorar as suas aprendizagens
e contribuir para o conhecimento sobre a sua formagao, partindo da compreensio que
construimos sobre a forma como desenvolvem o seu raciocinio geométrico. A investigagio
foca-se na aprendizagem em contexto, a partir da conce¢do de estratégias e ferramentas
de ensino, pelo que optdmos pela metodologia de investigacdo baseada em design, na
modalidade de experiéncia de formacio (Cobb et al., 2003) em que a professora (a
primeira autora do artigo) tem também o papel de investigadora. O design da experiéncia
¢ orientado pela seguinte conjetura: o processo de definir figuras geométricas i) promove
o conhecimento dos conceitos a definir ¢ a nogao de defini¢do; ii) promove o raciocinio
geométrico, particularmente a estruturagio espacial e geométrica; e iii) consolida o
processo de classificacio de figuras.

Orientada por esta conjetura, o estudo dos quadrildteros e dos prismas foi desenvolvido
a0 longo trés fases, correspondentes a trés processos: investigar as propriedades, classificar
e definir (Figura 1). A investigacdo sobre quadrildteros recorreu ao GeoGebra, através da
manipula¢io de quadrildteros notdveis previamente construidos pela professora, ¢ incidiu
sobre as propriedades invariantes relativas a lados, Angulos, diagonais e eixos de simetria.
Seguiu-se a classificagdo das figuras com recurso a diagramas de Venn e a um fluxograma
e, por fim, a definicdo de trés quadrildteros (quadrado, retingulo e papagaio). Dois
meses mais tarde, a turma estudou os prismas seguindo a mesma orientagao: investigagio
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sobre as propriedades, desta vez com recurso a materiais manipuldveis; classificagio com
recurso a diagramas de Venn e, finalmente, defini¢io de um prisma (paralelepipedo).
Cada fase foi desencadeada por uma tarefa de natureza exploratéria e as aulas seguiram
uma orientagao consistente com esta abordagem, comegando com a introdugio da tarefa,
seguida de trabalho em pequenos grupos e terminando com uma discussio coletiva.
Apesar de trabalharem em pequenos grupos, foi pedido as formandas para que fizessem
uma primeira resolu¢do individual e, de seguida, discutissem as producdes individuais
com as colegas, donde deveria resultar uma produ¢io comum.

Investigar Classificar Definir
propriedades

eQuadrilateros eQuadrilateros eQuadrado,
ePrismas ePrismas retangulo,
papagaio

eParalelepipedo

Figura 1. Orientagao dada ao estudo dos quadrildteros e dos prismas

Os dados que apresentamos foram recolhidos durante o segundo ciclo do estudo, no
ano letivo de 2014/15, envolvendo uma turma de 25 futuras educadoras ou professoras
dos 1.2 e 2.0 ciclos que frequentavam a disciplina de Geometria (2.° ano da LEB).
Analisamos alguns dados de toda a turma por forma a dar uma perspetiva geral sobre
o tipo de defini¢es que construiram e os aspetos que revelam, bem como as resolucoes
de Julia e alguns didlogos relevantes em que interveio. Julia é uma formanda muito
empenhada e participativa, com bom aproveitamento nas disciplinas de matemadtica. No
questiondrio inicial considerou a matemdtica relevante para a sua formagio, assinalou
nao sentir habitualmente dificuldades nessa 4rea e indicou nio ter ainda decidido entre
ser educadora ou professora de 1.° ciclo.

A recolha de dados foi feita a partir dos registos dudio e video das aulas. Foi ainda
realizada a andlise documental das producées escritas, todas elaboradas na sala de aula.
Neste artigo apresentamos dados de trés tarefas: uma tarefa de diagndstico que inclui
uma questio sobre defini¢bes para quadrado; uma tarefa que integra a construgio de
definigoes para retingulo e papagaio; e uma tarefa de classificagio e defini¢io de prismas,
onde se pede a defini¢io de paralelepipedo.

Anilise de dados

Neste ponto, comegamos por sintetizar alguns principios sobre defini¢oes enfatizados
nas aulas. Assim, assumimos que, no contexto de trabalho sobre figuras geométricas,
uma defini¢do corresponde a uma condi¢do, frequentemente obtida por conjungées
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de condigbes, a que a figura definida deve satisfazer para que possa ser nomeada dessa
forma. Deve conter um conjunto necessdrio e suficiente de condigbes e constituir,
tendencialmente, um conjunto o minimo possivel (Leikin & Zazkis, 2010). Este tltimo
principio visou dois objetivos: compreender que esse ¢ 0 modo como habitualmente as
definicoes sdo apresentadas, que hd vantagens em fazé-lo do ponto de vista matemdtico e,
mais importante, raciocinar geometricamente identificando relagoes entre os elementos
das figuras e entre as propriedades identificadas. Além destes principios, e atendendo
a que as figuras em causa foram organizadas hierarquicamente, foi ainda sublinhado o
principio de inclusdo, de forma a existir coeréncia entre as defini¢oes e as classificages
estabelecidas (De Villiers et al., 2009).

Ao selecionar ou construir defini¢ées de figuras, as formandas explicitam propriedades
que, na sua perspetiva, determinam as classes, o que envolve a sua estruturagio espacial
e geométrica (Battista, 2008). A identificacio destas propriedades pode ser reveladora
de uma estruturacio com diferentes graus de sofisticacdo. Assim, de forma a analisar a
relagio da estruturagio espacial e geométrica das figuras com o processo de definir, temos
em conta o seguinte quadro de descritores que apresenta quatro niveis de estruturagao’
(Quadro 1), muito embora no haja neste estudo intencio de atribuir niveis as formandas.

Quadro 1. Descritores dos niveis de estruturacio espacial e geométrica

= e g
, . Estfutul'agao geometl'lca
Niveis
2 9 P 5
Estruturagao espacial Dominio de conceitos
Nao estabelece relagoes geométricas entre as Nao domina os conceitos mais elementares ¢ a
NO figuras ¢ os seus elementos, ou nao estabelece sua linguagem ¢ muito limitada no vocabuldrio
na maioria das vezes. de geometria.
Perceciona relagoes geométricas associadas e . .
L. No plano, utiliza os conceitos de lado e angulo,
a elementos visiveis das figuras, mas esta . . . .
_ . congruéncia, perpendicularidade e paralelismo.
N1 | percesao pode depender da posicao das figuras . s
No espaco, usa o conceito de vértice, aresta e
e dos seus elementos ou do contexto em que P
P ace.
estdo imersos.
Perceciona relagoes geométricas associadas
a elementos visiveis das figuras em qualquer
posi¢io ou contexto.
N2 | Perceciona relagdes geométricas associadas
a elementos invisiveis das figuras, mas esta
perceco pode depender da posicao das figuras | No plano, utiliza os conceitos de eixo de
¢ dos seus clementos. simetria, diagonal, mediatriz, ponto médio e as
transformagoes geométricas.
Perceciona relagoes geométricas associadas No espago, utiliza o conceito de congruéncia,
a elementos visiveis e invisiveis das figuras, paralelismo e perpendicularidade.
N3 independentemente da sua posi¢io ou
contexto.
Generaliza as relagoes geométricas para uma
familia de figuras.
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De forma a identificar quais os requisitos sobre a defini¢io de figuras geométricas a
que as participantes atendem quando selecionam e constroem definigoes, a andlise das
defini¢oes foca-se nos seguintes aspetos: a condicio é necessdria e suficiente; a definicio
¢ inclusiva; e a definigao é econdmica. Usaremos as categorias apresentadas no quadro 2,
adaptadas de De Villiers et al. (2009), seguindo a terminologia dos autores:

Quadro 2. Descritores das categorias de definigoes construidas, de acordo com os requisitos

Caracteristicas da defini¢ao construida Categoria

Corresponde a um conjunto minimo? (ou quase minimo) de

. . . . . . Definigio econémica
propriedades necessdrias e suficientes. A definigio ¢ inclusiva. ¢

Corresponde a um conjunto de propriedades necessdrias e .. _
. i L ) L, Definicio correta (mas nio
suficientes mas contém condi¢oes supérfluas. A definigio é

. . econdmica)
inclusiva.

Contém propriedades que nio sdo necessdrias ou nao sio

suficientes’. Defini¢ao incorreta

Resultados

Tarefa de diagnéstico

Na primeira aula foi realizado um teste diagndstico de escolha multipla que continha
uma questdo relativa 3 defini¢io de quadrado, um quadrildtero em que as possiveis
defini¢oes nio envolvem questoes de inclusio, o que poderia enviesar as conclusoes sobre
o raciocinio subjacente a escolha de cada afirmacao (Figura 2):

Assinale todas as possiveis definigoes para quadrado:

(A) Poligono de quatro lados iguais.

(B) Poligono de quatro lados iguais e quatro angulos iguais.
(C) Quadrildtero com quatro eixos de simetria.

(D) Quadrildtero com diagonais iguais e perpendiculares.

Figura 2. Questao da tarefa de diagndstico sobre a defini¢io de quadrado

As opgoes A e D sao incorretas, pois contém propriedades que, embora necessdrias, sio
insuficientes para definir o quadrado. Em teoria, serd mais fécil identificar que a afirmacio
A ¢ insuficiente para definir quadrado, pois nao hd referéncia aos quatro 4ngulos retos
que ¢ uma propriedade facilmente reconhecivel nestas figuras. J4 a afirmaciao D nio
toma em considera¢io que, além das propriedades apresentadas, as diagonais tém de se
intersetar no seu ponto médio. As hipdteses B e C estdo ambas corretas, distinguindo-se
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pelas propriedades que envolvem diferentes elementos dos quadrados. De novo, as
propriedades da afirmagio B sio mais facilmente reconheciveis do que as da afirmacao
C, além de que a definigio B ¢ aquela que é habitualmente usada em manuais escolares.

Os resultados obtidos relativamente A escolha de cada opgao encontram-se na tabela
1. Todas as formandas assinalaram a definicio B como estando correta, mas apenas
57% o fizeram para a outra defini¢io correta (C). Além disso, verificamos que as op¢oes
erradas (A e D) sdo também selecionadas por muitas participantes, mas de novo com
uma diferenca significativa de representatividade. Notamos que, em ambos os casos, as
definigbes sio incorretas pela mesma razio — as propriedades que contém verificam-se,
mas nao dizem respeito apenas aos quadrados.

Tabela 1. Resultados da questdo sobre defini¢oes de quadrado da tarefa de diagndstico, por alinea

Opcao A B @ D
% 86 100 57 54

Assim, os resultados apresentados na tabela mostram que as escolhas nio se dividem
tanto entre as definigoes corretas ou incorretas, mas entre as definicées A ¢ B que
remetem para elementos visiveis (lados e 4ngulos) e C e D que remetem para elementos
ocultos (diagonais e eixos de simetria). A menor representatividade das opgoes relativas
a elementos ocultos pode decorrer de dois motivos: a maior dificuldade em reconhecer
estas propriedades como verdadeiras (de natureza conceptual e cognitiva, associada ao
conceito de quadrado e & sua estruturagio geométrica) e a consciéncia de que as diagonais
e os eixos de simetria ndo sio habitualmente usados na definigio de quadrado apresentada
nos manuais escolares (dificuldade de natureza meta-conceptual, associada ao conceito
que as formandas tém sobre o que ¢ uma definicio em geometria). A ampla escolha
de defini¢ées envolvendo elementos visiveis pode revelar uma tendéncia para aceitar
como defini¢cdes afirmagoes que contenham propriedades verdadeiras e/ou conhecidas
ou facilmente reconheciveis. Além disso, a escolha conjunta das opgées A e B significa
ainda que 86% das participantes parece nio identificar qualquer conflito na existéncia de
definicoes diferentes para o mesmo objeto, quando uma corresponde claramente a uma
restri¢ao da outra, o que aponta para uma concegao incorreta de defini¢ao. Finalmente, a
escolha da opgao D por mais de metade das formandas pode derivar de nio se recordarem
que as diagonais ndo tém de se intersetar sempre nos pontos médios (o que acontece para
os quadrildteros mais familiares).

Uma andlise mais detalhada do conjunto das opgoes escolhidas revela ainda os seguintes
aspetos: a) apenas 4% das participantes identificaram exatamente as duas opg¢oes corretas;
b) apenas 8% escolheram a defini¢io B como tnica op¢io; e ¢) 32% escolheram todas
as opgdes. Jalia é uma das formandas que assinala todas as opgoes, o que pode revelar
alguma facilidade em reconhecer as propriedades das figuras mas, simultaneamente, uma
concegdo errada de defini¢io que atende apenas ao requisito de que as propriedades
enunciadas sejam necessdrias.
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Tarefa de defini¢ao de quadrildteros

Trabalho prévio

A tarefa sobre a definicio de quadrildteros surgiu depois da investigagio sobre as
propriedades dos quadrildteros e da sua classificagio. Uma vez que a defini¢io depende
em grande medida destas duas etapas, apresentamos sucintamente alguns resultados a
ter em conta. Em primeiro lugar, durante a investigagio das propriedades, as formandas
mostraram alguma facilidade em identificar a congruéncia e paralelismo dos lados
e diagonais; surgiram alguns erros na identificacdo dos cixos de simetria e a maioria
inicialmente ignorou a forma como as diagonais se intersetam. Ainda nesta tarefa,
realcamos dois aspetos: a maioria nao recordava conceitos como diagonal de um poligono
ou concorréncia de retas e ignorou os casos particulares das classes de quadrildteros (por
exemplo, quando o paralelogramo tomava a forma de um retdngulo no ecra). Em segundo
lugar, o diagnéstico inicial revelou que apenas 1/3 da turma reconhecia a hierarquia entre
o quadrado ¢ o retdngulo e, ainda assim, apenas algumas formandas sabiam justificd-
lo. Durante a tarefa sobre classificacio, as formandas estabeleceram relacées entre os
quadrildteros estudados conseguindo realizar uma classificacio hierdrquica entre o
quadrado e o retdngulo e entre este e o paralelogramo, justificando adequadamente a
relagio. Contudo, a classe dos papagaios revelou-se bastante mais dificil, com 58% a fazer
uma classificagio que nio inclui o quadrado nesta classe (Brunheira & Ponte, 2015).

A tarefa seguinte centrou-se em trés quadrildteros — o quadrado, o retingulo e o
papagaio — com a construcio de defini¢coes para as duas dltimas figuras (Figura 3):

1. Considera as seguintes defini¢ées para quadrado, propostas por um grupo
de futuros professores:
Defini¢ao A: Quadrildtero com todos os lados iguais, paralelos dois a
dois e todos os 4ngulos iguais.
Defini¢io B: Poligono com quatro lados e duas diagonais iguais.
a. Parece-te que as definicoes sdo corretas?
b. Alguma das definigoes é correta e econémica?
2. Propée duas defini¢oes diferentes para retangulo.
3. Propde duas defini¢oes diferentes para papagaio.

Figura 3. Excerto da tarefa sobre as defini¢oes de quadrildteros

Definigio de retingulo
A tabela 2 apresenta uma andlise quantitativa das definicoes apresentadas individualmente,
classificadas em trés categorias: definicoes econdmicas, definicoes corretas mas nio

econdmicas e defini¢oes incorretas. Foram produzidas 47 propostas para defini¢oes de
retAngulo (vérias iguais), distribuidas da seguinte forma:
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Tabela 2. Tipos de definicoes apresentadas para retdngulo

. , . Defini¢oes corretas Defini¢oes
Defini¢oes econémicas _ . . .
nio econémicas incorretas
Frequéncias
Absoluta e 7 (15%) 35 (74%) 5 (11%)
Relativa

Uma vez que, a excegdo de uma formanda, cada participante registou duas definicoes,
interessa também saber que tipo de defini¢oes construiram e, em particular, se ambas
sio do mesmo tipo. Assim, das 24 formandas presentes, destacam-se 12 (50%) que
registaram duas defini¢des corretas (ndo econdmicas) e 7 (29%) uma correta (no
econdmica) ¢ outra econdmica, o que significa que a grande maioria (79%) construiu
definiges corretas, mas apenas uma parte conseguiu que uma delas fosse econémica e
nenhuma construiu duas defini¢ées econémicas.

Vejamos alguns exemplos. Comecemos pela resposta de Maria Jodo (Figura 4):

2 527 AL Quadotidotins e I _
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Figura 4. Defini¢oes para retdngulo propostas por Maria Jodo

Maria Jodo apresenta a definicdo A correta (nfo econdmica), mas a definicdo B estd
incorreta por apresentar uma condigio necessdria mas nio suficiente, pois qualquer
paralelogramo ou papagaio satisfazem a condi¢io apresentada.

No que diz respeito as definicoes corretas mas nio econémicas, vejamos a resposta
de Anabela (Figura 5) que é muito representativa das propostas de definicio para
retangulo:
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Figura 5. Definigoes de retingulo apresentadas por Anabela
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Por um lado, ambas as defini¢oes referem os lados e os angulos, o que acontece em
quase todas as definigoes propostas pela turma, nio havendo qualquer definiciao que
se refira exclusivamente a elementos invisiveis. Por outro lado, a primeira defini¢io
corresponde a uma listagem quase exaustiva das propriedades estudadas e, a segunda, a
uma restri¢io da primeira. Embora nenhuma das defini¢oes seja econdmica, a formanda
evidencia a compreensdo de que ndo é necessdrio apresentar todas as propriedades da
figura.

As respostas de Lucia (Figura 6), igualmente corretas mas nao econémicas, constituem
um exemplo pouco comum de defini¢bes que nio referem a congruéncia dos lados
opostos do retdngulo.
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Figura 6. Defini¢oes de retingulo apresentadas por Licia

No que respeita as defini¢des econdmicas, Jacinta apresenta duas (Figura 7 —
transcritas dada a insuficiente qualidade do original), uma primeira correta que recorre
aos elementos comummente referidos (Angulos e lados) ¢ uma segunda econdmica que
traduz uma maior criatividade:

Defini¢do A: Quadrildtero com quatro dngulos retos e lados opostos congruentes;

Defini¢do B: Quadrilatero com lados paralelos dois a dois e diagonais congruentes.

Figura 7. Defini¢oes de retingulo apresentadas por Jacinta

Terminamos com a resolucdo de Julia (Figura 8) que é tnica por apresentar
duas defini¢des incorretas que incluem condigdes suficientes, mas nao necessdrias.
Contudo, ¢ de salientar que a incorre¢io resulta de um tnico problema — a nio
inclusao do quadrado como caso particular do retingulo, ou seja, as defini¢oes nao

sa0 inclusivas.
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Figura 8. Definigées para retAngulo propostas por Julia
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Defini¢io de papagaio

A tabela 3 apresenta uma andlise quantitativa das definicées apresentadas individualmente.
Foram produzidas 45 propostas para definigoes de papagaio (vdrias iguais), distribuidas
da seguinte forma:

Tabela 3. Tipos de defini¢oes apresentadas para papagaio

Defini¢oes Defini¢des corretas nao Defini¢oes
econémicas econdémicas incorretas
F . .
requencia 7 (16%) 7 (16%) 31 (69%)
Absoluta

No caso desta figura, considerando as duas defini¢ées de cada formanda, destaca-
-se que 11 (46%) construiram duas defini¢oes incorretas e 6 (25%) construiram uma
definigdo correta (mas nio econdémica) e uma incorreta.

Da comparacio entre os resultados obtidos relativamente as defini¢oes de retingulo
e os resultados relativos as definicées de papagaio, resulta claramente o aumento das
definigoes incorretas. O niimero de definicées econdémicas mantém-se e o niimero de
definigbes corretas mas nio econdmicas reduziu-se drasticamente. Assim sendo, torna-se
relevante analisar o tipo de erros cometidos pelas participantes.

Das 31 respostas incorretas, uma parte significativa (32%) corresponde a definicoes
exclusivas. Contudo, a maior parte (perfazendo 58% das definicbes incorretas)
corresponde a defini¢des que sdo incorretas por corresponderem a condigoes que no sio
necessdrias e/ou nao sio suficientes, além de serem exclusivas, pelo que nio conduzem
nem aos casos particulares, nem ao papagaio prototipico. As respostas de Julia (Figura
9) sao representativas deste grande grupo. Por um lado, persiste a intencio de que a
definigdo nio inclua casos particulares; por outro lado, as propriedades que apresenta
nio sao suficientes, pelo que a formanda parece ndo estruturar convenientemente a figura
em causa.
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Figura 9. Definigoes de papagaio apresentadas por Julia

No que diz respeito as defini¢oes corretas mas nao econdmicas, estas resultam sempre
da conjuncio da condicio “quadrildtero com dois pares de lados consecutivos iguais”
com outra condi¢do, como “diagonais perpendiculares” ou “um par de 4ngulos opostos
iguais”.

As definicbes econémicas, embora em nimero reduzido, recorrem a trés elementos
diferentes: lados, eixos de simetria e diagonais. Jacinta apresenta a defini¢io “Quadrildtero
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com um eixo de simetria que passa por dois vértices opostos” que preenche os requisitos
de uma definicao econdmica. Isabel apresenta outra definicio (Figura 10) que carece
de melhoria da linguagem, pela op¢ao pela expressio “poligono com 4 lados” ao invés
de quadrildtero. Contudo, a propriedade a que recorre ¢ a mais comum na defini¢ao de
papagaio e torna a defini¢do econémica.
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Figura 10. Defini¢ao de papagaio apresentada por Isabel

Em suma, a andlise das definicoes produzidas pela turma para retAngulo e papagaio
mostram, em primeiro lugar, que o tipo de figura a definir tem uma grande influéncia
no sucesso da tarefa. Se ¢ verdade que, tanto para um caso como para outro, 0 nimero
de defini¢bes econdmicas é muito reduzido, j& o nimero de definigées incorretas é muito
maior no caso do papagaio.

Um aspeto que ¢ notdrio na andlise das produgdes de cada participante é que as
formandas ndo se dividem pelo tipo de definicdes que produzem, ou seja, nao existe
o grupo das participantes que produzem defini¢des econdmicas, o grupo das que
produzem defini¢ées corretas ¢ o grupo que produz as incorretas. De uma maneira geral,
todas as participantes produzem mais do que um tipo de defini¢do, até para o mesmo
quadrildtero. Isto pode significar que ndo dominam o conceito de defini¢io, mas pode
também ser consequéncia de um dominio diferenciado sobre cada figura, em particular
de uma estruturacio insuficiente do papagaio. Verificamos assim que a aprendizagem
deste processo nio ¢ linear, tal como acontece com o processo de classificacio, o que
¢ natural atendendo 2 sua interdependéncia. Alids, o facto de a maioria das definicoes
erradas de papagaio revelar problemas de inclusdo, ¢ mais um argumento a sugerir que esta
aprendizagem estd dependente de vdrios fatores, inclusivamente do tipo de propriedades
envolvidas na definicao.

Ainda no que respeita ao raciocinio, o papagaio é um quadrildtero que coloca desafios
diferentes dos outros quadrildteros, o que jd foi notado no processo de classificar.
O facto de ser o tinico quadrildtero estudado em que a figura prototipica nio tem os lados
paralelos, leva a que vérias formandas vejam a condi¢ao “quadrildtero sem lados paralelos”
como sendo suficiente para o definir. Isto pode acontecer porque os exemplos de figuras
que verificam a condi¢do, mas nio sio papagaios, sio quadrildteros nio notdveis que
estdo habitualmente fora do universo dos quadrildteros em que os individuos pensam.
Contudo, a forma como as formandas estruturam esta figura espacial e geometricamente
tem um papel significativo. As propriedades relativas aos lados (paralelismo ¢ dimensio
relativa), bem como os Angulos, parecem ser muito marcantes na estruturagio das figuras,
0 que no caso do retdngulo apoia o raciocinio. J4 para o papagaio, o paralelismo dos
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lados nio se aplica a toda a classe, a identificagio da congruéncia de lados fica dificultada
por estes serem consecutivos e a relacio entre os Angulos nao apoia a definigao. Assim,
a construcio de definicdes para papagaio suscita o recurso a outros elementos da figura,
como os eixos de simetria, 0 que requer um dominio maior da linguagem matemdtica e
de outros conceitos, o que requer operar no nivel 2 de estruturagao geométrica.

A discussio coletiva

A anilise das defini¢oes construidas para o papagaio mostrou que produzir definicoes
inclusivas pode constituir um obstdculo significativo. Nesta secgio, procuramos
compreender porqué a partir do raciocinio de Jalia patente durante a discussio coletiva.
O episddio seguinte acontece quando Tita propds a propriedade dos quadrildteros “todos
os angulos retos” como defini¢ao para retAngulo. Nesse momento, Julia intervém:

Julia: Oh professora, eu nio estou a perceber. Isso para
mim também pode ser o quadrado...

Professora: Mas a definigao para retdngulo tem de ir incluir o
caso do quadrado. Dai quando tu dizes que tanto dd
para o retingulo como para o quadrado, étimo! E
isso mesmo que nds queremos!

Julia: Sim, mas também tem de haver alguma coisa que os
distinga!
Professora: Certo, mas é na defini¢io de quadrado. Que sio os 4

lados iguais. Estds a ver? Na defini¢io de quadrado,
eu tenho de acrescentar essa informagio porque,
de facto, o quadrado “vai mais além” do que um
retAngulo qualquer...

Julia: Entao, por exemplo, um trapézio tem de incluir os
outros todos!

Professora: Pois tem!

Julia: Entao mas como é que eu vou distinguir umas figuras
das outras?!

Professora: Distingues porque os casos particulares tém de ter
mais propriedades do que os casos mais gerais...

Julia: Entéo tenho de ir sempre aos outros...

Isabel: Isso para mim ¢ muito estranho...

Neste didlogo, Julia revela um grande desconforto com a aceitagio de uma defini¢io
para retingulo que se resuma a “Quadrildtero com todos os angulos retos”. Contudo,
mais do que a dificuldade em aceitar a relagio entre o retingulo e o quadrado, o que
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revela é a sua estranheza perante as defini¢ées inclusivas e que é partilhada por outras
colegas, como mostra a afirmagio de Isabel. Para Julia, uma defini¢io tem de permitir
identificar um tnico tipo de figura e ndo uma classe de figuras.

Depois de discutida a inclusio das figuras que pertencem i mesma classe, este
critério passou a ser mais atendido. Quando foram analisadas as definigbes propostas
para papagaio, um dos grupos prop6ds “Quadrildtero na qual apenas uma diagonal se
bisseta”, a0 que uma das formandas retorquiu imediatamente dizendo “Nao ¢ inclusiva’.
Contudo, esta defini¢ao tinha outro problema:

Professora: Pois, exatamente... “Apenas uma das diagonais se
bisseta”, nao pode ser... Mas olhem 14 uma coisa, na
defini¢io B o problema nao ¢ s6 nio ser inclusiva...
O que ¢ que acontece? (Siléncio)

Ela ¢ suficiente para identificar um papagaio?

M2 Joao: Eu acho que sim...

Professora: Vamos imaginar que tiramos o “apenas’. “Uma das
diagonais bisseta a outra”. (Siléncio) Sé hd o papagaio?

Sandra: Se bisseta sim...

Professora: Entdo se eu colocar assim? Até vou por assim para se

ver melhor. Isto é o ponto médio (Figura 11). Estas
diagonais sdo de um papagaio?

Figura 11. Figura desenhada no quadro conforme definicao de papagaio

Neste momento da discussdo, a turma ndo identificava outras figuras que
correspondessem a defini¢cdo sem serem papagaios. Esta dificuldade pode resultar de dois
aspetos: por um lado, ao procurar visualizar figuras em que uma das diagonais bisseta a
outra, os individuos colocam essas diagonais perpendiculares, sem que se apercebam de
que estdo a introduzir uma nova condi¢ao; por outro, sem desenhar, nio ¢ ficil imaginar
um quadrildtero que corresponda & definicio proposta e tenha diagonais obliquas, uma
vez que esta conjungio de condigdes resulta num quadrildtero nio notdvel.
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Tarefa de defini¢ao do paralelepipedo

A segunda tarefa relativa A construcio de uma definicdo recaiu sobre o paralelepipedo.
A escolha deste poliedro deve-se a, por um lado, permitir a apresentacio de diferentes
defini¢coes potencialmente ao alcance das formandas e, por outro, por haver uma analogia
entre algumas das condigées que definem este sélido e as que definem o paralelogramo
— o paralelismo (e congruéncia) das faces acontece na figura tridimensional da mesma
forma que o paralelismo (e congruéncia) dos lados surge na figura bidimensional. O
pedido de uma definicao econémica poderia conduzir as formandas a raciocinar de modo
a estruturarem espacial e geometricamente estes sélidos de modo a encontrarem relagées
entre os seus elementos, nomeadamente que se as faces de um prisma quadrangular forem
paralelas duas a duas sio também congruentes duas a duas e que a reciproca também é
verdadeira.

Note-se que, antes desta proposta, as formandas realizaram um jogo em que precisaram
de identificar o critério que permite distinguir os paralelepipedos de outros sélidos. J4
nesta tarefa, tomaram contacto com a defini¢do de prisma, analisaram as propriedades de
vérios prismas e distinguiram prismas retos de obliquos. Assim, o item sobre a definicao
de paralelepipedo (Figura 12) apresenta algumas propriedades dos paralelepipedos ji
identificadas numa atividade anterior, de modo a apoiar o trabalho das formandas:

5. Os paralelepipedos pertencem também a classe dos prismas.
Considera as seguintes propriedades anteriormente descobertas:

¢ Poliedro com seis faces;

* Poliedro com faces opostas iguais;

* Poliedro com faces paralelas duas a duas;
* Poliedro cujas faces sao paralelogramos.

Apresenta uma definigio para paralelepipedo (procura usar uma definigio
econdémica).

Figura 12. Excerto da tarefa sobre prismas

Estiveram presentes apenas 20 participantes, mas duas deixaram a questio por resolver.
Desta forma, entre as 18 respostas, duas correspondem a defini¢ées incorretas, dez sio
defini¢oes corretas mas nao econdmicas e seis sio econémicas. Vejamos um dos casos de
definicoes incorretas (Figura 13):
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Figura 13. Defini¢io de paralelepipedo apresentada por Isabel
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Isabel optou por construir uma defini¢ao que nao utiliza as propriedades apresentadas
no enunciado e mobiliza uma outra, que ¢ verificada pelos paralelepipedos mas nao ¢
suficiente, uma vez que hd prismas quadrangulares que nio sao paralelepipedos, bastando
que o quadrildtero que se encontra na base nao seja um paralelogramo.

No que diz respeito as defini¢bes corretas mas nio econémicas, apresentamos as
definicoes construidas por Maria Jodo (Figura 14) e Moénica (Figura 15):
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Figura 14. Defini¢ao de paralelepipedo apresentada por Maria Joao
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Figura 15. Defini¢io de paralelepipedo apresentada por Ménica

A propriedade “faces paralelas duas a duas”, apresentada por Maria Jodo, é desnecessdria
pois a condi¢do de que as faces sejam paralelogramos implica que sejam paralelas duas
a duas. Do mesmo modo, a inclusio do termo “congruentes” na defini¢io de Mdnica
¢ também desnecessdria. As defini¢des apresentadas sao corretas mas nio econémicas, o
que significa que falham no propésito de identificarem que algumas propriedades podem
ser deduzidas de outras. Contudo, além de este objetivo ser mais dificil de alcancar
no espaco do que no plano, a construgio de definigbes econdmicas para objetos mais
complexos pode nao ser tio adequada quanto noutras situacoes ja que, do ponto de vista
da identificagdo da figura a partir da sua definicdo, é tanto mais dificil aceder-lhe quanto
menor for o nimero de propriedades fornecidas. Este aspeto pode explicar a necessidade
que, aparentemente, estas formandas sentem em apresentar propriedades que, apesar de
desnecessdrias, sio estruturantes na organizagao espacial dos paralelepipedos.

Finalmente, apresentamos as defini¢oes construidas por Iva (Figura 16) e Marina
(Figura 17) que sio econémicas:
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Figura 16. Defini¢ao de paralelepipedo apresentada por Iva
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Figura 17. Defini¢io de paralelepipedo apresentada por Marina

A definicao de Iva recorre também ao conceito de prisma e inclui a informagio que ¢
reto ou obliquo, o que nio acrescenta nenhuma propriedade, mas esta formanda percebe
que basta que a base do prisma seja um paralelogramo para que seja um paralelepipedo.
Marina ¢ das poucas formandas que usa a classe dos poliedros em vez dos prismas e
inclui apenas duas propriedades que sao necessdrias e suficientes para que o sélido seja
um paralelepipedo.

Finalmente, apresentamos a definicio dada por Jalia (Figura 18) e que foi
posteriormente discutida coletivamente.
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Figura 18. Definicao de paralelepipedo apresentada por Julia

Julia: Professora, e se dissermos s6 “poliedro cujas faces sao
paralelogramos”™?

Professora: Sem dizer que sio seis?

Julia: Sim.

Professora: Eu tenho davida em relagio a isso. Tenho que ir

pesquisar um pouco mais porque nio tenho a certeza.
O mundo dos poliedros é vastissimo e eu nio sei se
existe um poliedro com essas condigbes sem ser com
seis faces. Se tiver obrigatoriamente seis faces, entdo de
certeza que é um paralelepipedo.

De facto, para dar resposta a esta questdo, a professora procurou pensar nos
poliedros que conhecia e encontrar algum exemplo que verifique a condi¢ao sem ser um
paralelepipedo, mas em vao. Sem a possibilidade de esgotar uma infinidade de casos, a
estratégia mais acessivel é conceber mentalmente um sélido com tais propriedades para
perceber se necessariamente somos levados a construir um paralelepipedo. Esta tarefa ¢
complexa mas Julia e Licia envolvem-se nela e procuram convencer a professora de que
se trata de uma condicio suficiente:
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Lucia:

Julia:

Professora:

Licia:

Professora:

Lucia:

Julia:

Professora:

Licia:

Professora:

Julia:

Professora :

Julia:

Professora:

Professora, mas um paralelepipedo tem de ter na base
quatro arestas, certo? E para ligar essas 4 arestas a
base oposta vamos ter de formar outras quatro arestas
obrigatoriamente.

Pois. ..
Entéo tu estds a dizer...
Se as bases nao fossem paralelogramos. ..

Mas tu j4 estds a partir do principio que existem bases
e que o sélido estd organizado dessa forma... [como
um prismal]

Ah pronto...

Mas professora, como eu digo que as faces sio todas
paralelogramos. ..

Pois eu percebi isso!

E que as faces podem estar dispostas de maneira
diferente e ndo formar um paralelepipedo, percebes?
(dirigindo-se a Julia)

Pois, como te digo tenho de pesquisar mais um pouco,
mas é uma questao muito interessantel...

E que eu nao estou a ver...

Pois, nio estds a imaginar outra organizagdo que nao
seja essa nao é2!

Pois!

E uma questdo de irmos investigar mais um pouco...
Tu também podes procurar! Com os quadrildteros é

muito mais facil ver se existem outros que cumprem a
definicio...

155

Nesta discussao, Licia usa um argumento que néo é vélido porque nio estd a considerar

um poliedro qualquer, mas um prisma, o que nio consta da sua definicio (poliedro cujas
faces sdo paralelogramos). Numa pesquisa posterior encontrdmos o dodecaedro rémbico

que ¢ apenas constituido por paralelogramos sem ser um paralelepipedo, logo a definicao
de Julia ¢ incorreta. Contudo, mais importante que validar a sua resposta, este episddio

mostra que a procura de uma defini¢io econdémica pode ser desafiante e incentivar as
formandas a gerarem imagens mentais que respeitem as relagoes apresentadas, o que

avorece a estruturacao espacial e geométrica. Finalmente, esta definicao mostra também
t: truturag leg t Finalmente, esta defini¢ tra tamb
que Julia parece ter ultrapassado a dificuldade em aceitar defini¢oes inclusivas, jd que a

sua proposta inclui paralelepipedos retangulos.
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Conclusao

No inicio da unidade curricular, a atividade de construir e analisar defini¢oes era
completamente estranha as formandas. Mas o facto de nunca terem discutido o significado,
requisitos ou importincia de uma definicio nio significa que ndo tivessem concegoes
prévias sobre este conceito. Como com outros conceitos, as suas ideias foram sendo
moldadas ao longo do tempo pela sua experiéncia de utilizagio de definicoes (Vinner,
1991), resultando numa nogao difusa, com aspetos corretos e incorretos (Zaslavsky &
Shir, 2005). Neste estudo, tal como em Zaskis e Leikin (2008), a construgao de definicoes
constituiu uma ferramenta de investigagio para compreender o significado que os
individuos atribuem as defini¢oes e aceder & sua compreensio sobre os conceitos definidos.

No que respeita aos requisitos a que uma definicio deve obedecer, no inicio da
unidade, as participantes consideravam uma defini¢ao vilida sempre que a condi¢ao fosse
necessdria, sem ter em conta que esta deveria ser também suficiente. Além disso, nio
conheciam o conceito de defini¢ao inclusiva nem de defini¢io econémica, muito embora
reconhecessem que uma definicio de uma figura nio apresenta necessariamente todas as
suas propriedades. J4 no Ambito do estudo dos quadrildteros, e depois de estabelecida
a sua hierarquia, as defini¢des inclusivas constituiram um desafio significativo para as
formandas, em parte por considerarem que estas defini¢oes conduzem a ambiguidade.
Porém, as atividades realizadas levaram a maioria a ter em conta que as defini¢oes das
figuras que se encontram organizadas em classes devem ser inclusivas, como se verificou
na tarefa de definicdo de paralelepipedo. Contudo, a aprendizagem relativa as defini¢oes
econdmicas revelou-se mais problemdtica. Mesmo depois da apresentacio e discussio
do conceito, muitas formandas ndo o tiveram em conta ou nio conseguiram produzir
definigbes com este requisito.

Outra conclusio que destacamos diz respeito a influéncia mutua entre a estruturagio
espacial e geométrica e o processo de definir. Em primeiro lugar, a construcio de definicoes
econémicas ¢ influenciada pela necessidade de contemplar na definicao as propriedades
mais estruturantes nas figuras. Por exemplo, a propriedade “lados opostos iguais” do
retAngulo é muito estruturante para a maioria dos individuos, pelo que, mesmo sendo
supérflua quando conjugada com a condicio “quadrildtero com quatro Angulos retos”, ¢
muito natural que seja incluida na defini¢ao desta figura. Esta tendéncia pode ter a ver
com a perspetiva dita “diddtica” de que a definigao deve ser intuitiva (Zaskis & Leikin,
2008). Em segundo lugar, o estudo mostra que o sucesso na construgio de definicoes
depende igualmente da figura a definir, nomeadamente dos elementos que servem para
estruturar a figura, como mostrou a diferenca de sucesso entre a constru¢io de definicoes
para retingulo e para papagaio. No caso desta tltima figura, além da congruéncia dos
pares de lados consecutivos, as defini¢oes alternativas mais vidveis envolvem as diagonais
ou o eixo de simetria, que constituem elementos pouco familiares as formandas, como
mostrou o diagnéstico inicial.

Os exemplos anteriores evidenciam que o processo de definir ¢ influenciado pela
forma como os individuos estruturam as figuras espacial e geometricamente. No entanto,
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como referem Freudenthal (1973), Mariotti e Fischbein (1997) e De Villiers (1998), a
atividade de definir é também muito relevante do ponto de vista diddtico. Os resultados
deste estudo sugerem que, além ser influenciada, esta atividade é também promotora
da estruturagdo espacial e geométrica. O percurso de Julia evidencia esta ideia. Quando
confrontada com quadrildteros familiares, como o quadrado e o retAngulo, reconhece as
suas propriedades, incluindo as que envolvem diagonais e cixos de simetria ¢ usa uma
linguagem correta que incorpora adequadamente os conceitos envolvidos. Porém, a sua
andlise do papagaio revela maiores fragilidades, pois além da relagio entre as diagonais,
a formanda néo identifica outra propriedade que possa usar para o definir. Nesta fase,
as suas respostas sio afetadas por uma concegio de definicio limitada as definicoes
exclusivas. Contudo, a partir do momento que entende e aceita a organizagio das figuras
em classes ¢ a consequente necessidade de defini¢oes inclusivas, Julia parece desafiada
pelo raciocinio subjacente a esta organizagao.

Além das conclusoes anteriores, assinalamos um resultado um pouco divergente do
que ¢ afirmado por Zaskis e Leikin (2008). Segundo as autoras, quando uma defini¢io
apresentada ¢ incorreta trata-se de uma manifestagio de dificuldades de raciocinio légico
que podem resultar de uma compreensao limitada do conceito definido ou da prépria
nocio de defini¢iao. Os nossos resultados confirmam esta afirma¢iao, mas mostram outras
nuances. Por exemplo, a condic¢io “Quadrildtero em que uma diagonal bisseta a outra”
que foi apresentada para definir papagaio nio é correta, por ser insuficiente. Porém,
vérias formandas consideraram-na correta por nao se aperceberem que existem outros
quadrildteros nestas condi¢cdes, uma vez que inconscientemente imaginavam as diagonais
perpendiculares.

Desta forma, as conclusoes apoiam a conjetura formulada no que respeita & promogio
dos conhecimentos sobre a nogao de definicio, as figuras geométricas e o raciocinio.
Quanto 2 sequéncia seguida, consideramos que a construgio de defini¢des no final da
sequéncia sobre os quadrildteros constituiu uma forma de questionar a organizacio
em classes anteriormente estabelecida. Na etapa anterior, as formandas pareciam ja ter
entendido a hierarquia entre algumas figuras e, apesar das dificuldades iniciais com
os papagaios, estabeleceram que estes incluem outras figuras como os quadrados. A
construgio de definicoes acabou por constituir um “teste final” 4 aceitagao destas relagoes,
desafiando as formandas a considerarem a coeréncia da atividade de organiza¢ao local de
conceitos.

Concluimos assim que a construgio de defini¢des desafiou significativamente as
participantes, que manifestaram algumas dificuldades na aceitagio do cardter inclusivo
das definicoes e, principalmente, na construgio de definigoes inclusivas e econdmicas.
No entanto, mais importante do que as defini¢oes produzidas, ressalta-se o contributo
da experiéncia de formagio para o conhecimento das propriedades das figuras e o
desenvolvimento do raciocinio, sobretudo do ponto de vista da estruturacio geométrica.
A sequéncia que orientou o estudo dos quadrildteros, reservando o processo de definir
para a fase final, promoveu a articulagio entre as definicoes e a sua classificagao, dois
processos interdependentes que devem ser coerentes.
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Notas
! Quadro elaborado no 4mbito da tese de doutoramento da primeira autora.

2 Consideramos também como defini¢des econdmicas, um conjunto de condi¢des quase
minimo de que é exemplo a definigio de retingulo “Quadrildtero com quatro ingulos retos”.

% Uma defini¢io pode ser incorreta por ter elementos contraditérios ou ser ambigua. Contudo,
na maioria dos casos, uma defini¢io ¢ incorreta se apresenta condigoes que nio sio suficientes
ou nao sao necessarias.
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