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Resumo. Neste artigo, apresentamos os resultados de um estudo que visa compreender as aprendizagens
de conceitos basicos de Probabilidade, de alunos costarriquenhos do 10.2 ano, no quadro de uma
experiéncia de ensino apoiada em tarefas exploratérias com recurso ao GeoGebra, e os contributos deste
software para essas aprendizagens. O estudo, de natureza qualitativa e interpretativa, tem por base os dados
recolhidos através de observagio participante das aulas da experiéncia, recolha documental das resolucdes
dos alunos das tarefas propostas e questionario. Os resultados evidenciam que as tarefas exploratérias com
apoio de simulacdo permitiram aos alunos aprofundar conceitos basicos de Probabilidade e inferir
propriedades associadas, promovendo a sua aprendizagem. No entanto, algumas dificuldades evidenciadas
sugerem a necessidade de dar atencdo as crengas prévias dos alunos resultantes de experiéncias do seu
quotidiano sobre termos relacionados com o conceito de probabilidade. O GeoGebra desempenhou um
papel importante nestas aprendizagens, facilitando a visualizacido de representacdes dos conceitos
probabilisticos e a sua exploragdo dindmica.
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Abstract. In this paper, we present the results of a study aiming at understanding the learning of 10t grade
Costa Rican students regarding basic concepts of Probability, in the context of a teaching experiment
supported on exploratory tasks using GeoGebra. The study also aims at understanding the contributions of
this software to support students’ learning. This qualitative and interpretative study is based on data
collected from participant observation of the lessons taught during the experiment, the students’ work on
the proposed tasks and a questionnaire. The results show that the exploratory tasks with simulation
support allowed the students to deepen basic concepts of Probability and infer associated properties,

promoting their learning. However, some evidenced difficulties suggest the need to pay attention to
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students’ prior beliefs resulting from their daily experiences, about terms related to the concept of
probability. The GeoGebra played an important role in these students’ learning, facilitating the visualization
of probabilistic concepts representations and their dynamic exploration.

Keywords: Probability; exploratory tasks; simulation; GeoGebra; teaching experience.
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Introduc¢ao

Na sociedade atual, os cidadaos deparam-se frequentemente com situagdes do seu quotidiano que
requerem uma correta interpretacdo de dados estocasticos para a tomada de decisdes. Nesse
sentido, o conhecimento probabilistico é essencial para interpretar informacdo que envolva
conceitos de Estatistica e Probabilidade, veiculada por diferentes meios de comunicacdo, relativa
a assuntos tao diversos como a politica, a meteorologia, os jogos e o desporto, entre outros.

Os alunos confrontam-se frequentemente com fendmenos aleatérios, cuja ocorréncia é
atribuida ao acaso por falta de explicacdo ou causa unicas (Carvalho & Fernandes, 2005), ndo s6
na aula de Matematica, mas também em outros contextos e atividades sociais. A Probabilidade
torna-se, assim, uma area de conhecimento matematico que ndo sé tem um papel instrumental
em diversas disciplinas académicas, mas também é (til para o dia-a-dia dos alunos, permitindo
quantificar a incerteza associada a estes fenomenos (Batanero, 2006). Estas razdes justificam
porque a Probabilidade tem vindo a ganhar relevancia nas orientagdes curriculares (e.g. Franklin
et al.,, 2007), incluindo na Costa Rica que, na ultima reforma curricular proposta pelo Ministério
de Educacdo Publica (MEP, 2012), outorga um espaco mais relevante a aprendizagem da
Probabilidade, quer no Ensino Primario (1.2 ao 6.2 ano), quer no Ensino Secundario (7.2 ao 11.2
ano). Assim, na Costa Rica, a Probabilidade é um tema que deve ser ensinado desde os primeiros
anos de escolaridade e, junto com a Estatistica, é vista como “parte obrigatéria dos conhecimentos
que o cidadao deve ter” (MEP, 2012, p. 15).

Na pratica de sala de aula, estas orientagdes curriculares tendem a permanecer influenciadas
por metodologias de ensino e aprendizagem focadas na memorizag¢do ou aplicagdo de formulas e
procedimentos, o que ndo permite o desenvolvimento do raciocinio probabilistico dos alunos para
fazerem inferéncias e dar sentido aos conceitos que estdo a aprender em contextos reais (Chaves,
2016; NCTM, 2014). Como resultado da adocdo destas metodologias, os alunos revelam diversas
dificuldades referidas na literatura, como a incompreensao de conceitos basicos e da linguagem e
notacdo formal utilizada na Probabilidade (Nacarato & Grando, 2014), a interpretacdo incorreta
de dados e calculos probabilisticos e a limitada capacidade para mobilizar os conhecimentos e
calculos probabilisticos em outros contextos diferentes dos trabalhados na sala de aula

(Munisamy & Doraisamy, 1998). Estas dificuldades repercutem-se no facto de grande parte dos
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alunos ndo gostar da Probabilidade ou considera-la um tépico dificil (Batanero, 2005; Chaves,
2016).

A experiéncia do primeiro autor na lecionacdo da unidade de Probabilidade a alunos
costarriquenhos do 10.2 ano permite constatar dificuldades semelhantes as mencionadas, fazendo
emergir a necessidade de adotar novas metodologias de ensino e aprendizagem que ajudem os
alunos a ultrapassa-las. Uma possivel abordagem pedagégica da Probabilidade é optar por
estratégias de ensino que estimulem a autonomia e participa¢do ativa dos alunos no seu processo
de aprendizagem, a partir de tarefas exploratérias com recurso a tecnologia (NCTM, 2014). Esta
abordagem deve permitir trabalhar de modo interativo, aprofundar e dar sentido a conceitos e
procedimentos e usa-los na resolucdo de problemas e tomada de decisées (Chaves, 2016; NCTM,
2014), considerando os distintos significados associados a Probabilidade para o aluno ter uma
compreensdo global do conceito (Batanero, 2006). O uso de software educacional dindmico, como
0 GeoGebra, reveste-se de particular importancia para introduzir e aprofundar distintos conceitos
probabilisticos de forma dindmica através da simulacdo de fenémenos aleatérios, com recurso a
folha de cdlculo ou a janela grafica que este software disponibiliza, complementando as defini¢cdes
e cdalculos formais, e favorecendo a construcdo do conhecimento envolvido no ensino e
aprendizagem da Probabilidade (Inzunza, 2014).

Este artigo pretende contribuir para o conhecimento no campo da educagdo probabilistica,
reportando os resultados de um estudo que objetiva compreender as aprendizagens de conceitos
béasicos de Probabilidade, de alunos costarriquenhos do 10.2 ano, no quadro de uma experiéncia
de ensino apoiada em tarefas exploratérias com recurso ao GeoGebra, e os contributos deste
software para essas aprendizagens.

Na seccdo seguinte apresentamos o quadro tedrico que suporta o estudo, abordando aspetos
do ensino e aprendizagem da Probabilidade e o papel dos recursos tecnoldgicos nesse processo.
Depois descrevemos a metodologia adotada, incluindo a experiéncia de ensino que esta na base
do estudo. Finalmente, depois da apresentacdo dos resultados empiricos referentes ao trabalho
dos alunos na resolucao das tarefas, apresentamos as principais conclusdes do estudo e algumas

consideragdes pedagbgicas.

Orientac¢odes curriculares no ensino e aprendizagem da Probabilidade

Embora a Probabilidade esteja fortemente associada aos jogos de azar, os quais estiveram na sua
origem como ramo da Matematica, a sua atual aplicagdo em outras disciplinas e em muitos
fendémenos do quotidiano envolvendo a incerteza e a previsdo de acontecimentos justifica a
importancia que tem vindo a adquirir no campo da Educacdo Matematica (Batanero, 2005, 2006).
Essa importancia pode observar-se nas orientacdes curriculares de diversos paises que incluem a
Probabilidade nos contetidos a serem ensinados ao longo da escolaridade obrigatoria, sugerindo
que o seu ensino nao se reduza a situacdes de jogo mas promova um aprofundamento do

conhecimento e do raciocinio probabilistico dos alunos, permitindo uma tomada de decisdes
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informada e a compreensdo da Estatistica inferencial em niveis superiores (e.g. Franklin et al.,
2007; MEC, 2013; MEP, 2012; NCTM, 2000, 2014). Estas orientacGes perspetivam mudancas no
ensino da Probabilidade, em diversos niveis de ensino, que dizem respeito ao uso de uma
abordagem orientada para os dados, onde os alunos deverao realizar experiéncias ou simulagdes,
formular questodes ou previsoes, recolher e analisar dados dessas experiéncias e propor e justificar
conclusdes e previsoes baseadas nos dados. Nesta linha, a utilizacdo da simulacio é de particular
importancia no ensino da Probabilidade, permitindo uma abordagem de experiéncias aleatdrias
através de modelos visuais que apoiam o aluno na interpretacao de conceitos, podendo observar-
se carateristicas que dificilmente se podem identificar a partir de calculos (Franklin et al., 2007;
NCTM, 2014).

No Programa de Matematica da Costa Rica (MEP, 2012), o ensino da Estatistica e da
Probabilidade é valorizado ao longo de todo o percurso escolar dos alunos, embora com um maior
focono 8.2 e 10.2 anos, atendendo a reconhecida necessidade dos alunos, futuros cidadios, serem
capazes de compreender, interpretar e comunicar dados estocasticos. Para além disso, este
programa atribui um papel de relevo a Probabilidade, mencionando que esta deve ser abordada
continuamente desde os primeiros niveis de ensino, partindo de uma base intuitiva nos niveis
mais baixos até chegar a uma formalizacdo nos niveis superiores, e recorrendo a tecnologia para
trabalhar visualmente as propriedades de conceitos que se revelam dificeis para os alunos.

Ortiz, Batanero e Serrano (2001), numa analise de manuais escolares espanhois para o ensino
secundario, identificaram grande diversidade de conceitos usados no processo de ensino-
aprendizagem da Probabilidade, tais como: acaso, aleatoriedade, incerteza e provavel. Estes e
outros conceitos, como casos totais e favoraveis, acontecimento e tipos de acontecimentos
(complementares, disjuntos, equiprovaveis, elementares, compostos, provavel, impossivel e
certo), para além de constarem nos programas de Matematica espanhois, sdo também indicados
como aprendizagens comuns em programas de Matematica do ensino basico e secundario de
paises como a Costa Rica (MEP, 2012) e Portugal (MEC, 2013).

Batanero (2005) refere-se a diversos significados histéricos associados a Probabilidade, sendo
de grande importancia os significados classico, frequencista e axiomatico por estarem atualmente,
considerados nas orientacoes curriculares (Franklin et al., 2007; NCTM, 2000, 2014; MEC, 2013;
MEP, 2012).

0 significado intuitivo, que emergiu em civilizagdes antigas, esta maioritariamente associado
aos jogos de azar e a ideias intuitivas dos alunos que ainda ndo estudaram probabilidades, pelo
que usam expressoes e frases coloquiais para quantificar a incerteza de uma situacao e o seu grau
de crenca nessa situacao. A crenca pessoal sobre a possibilidade de sucesso de um acontecimento
depende também de um certo conhecimento resultante da experiéncia, que ndo é o mesmo para
todos, resultando num significado subjetivo de probabilidade, associado a abordagem Bayesiana,
mas que se mantém controverso em relagdo ao seu estatuto cientifico. Com o passar dos anos

surgiram outros significados, como o frequencista, que permite atribuir probabilidades a
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acontecimentos aleatorios a partir da frequéncia relativa observada numa grande quantidade de
ensaios de uma experiéncia, realizados nas mesmas condi¢cdes. Outros mais tedricos, como os
significados classico (ou de Laplace) e axiomatico, definem probabilidade, respetivamente, como
uma fragdo cujo numerador é o ndmero de casos favoraveis associados a um acontecimento e o
denominador é o nimero de casos possiveis associados a experiéncia e como um valor que satisfaz
um conjunto de axiomas associados a um modelo matematico. Sera importante que o ensino da
Probabilidade considere os significados intuitivo e subjetivo, mas sem substituir o seu ensino
formal (Batanero, 2005; Batanero & Diaz, 2012; Wilhelmi, Lasa, Abaurrea, & Belletich, 2019).
Quando os alunos iniciam o estudo formal da Probabilidade, maioritariamente ja vivenciaram
alguns dos conceitos probabilisticos referidos, a partir de situacées do seu quotidiano, tendo-lhes
frequentemente atribuido significados distintos dos que se considera no seu ensino formal. Assim,
a aprendizagem da Probabilidade, por vezes, é influenciada pelas crencas ou experiéncias
quotidianas dos alunos, dando origem aos significados intuitivo e subjetivo de probabilidade, e
como consequéncia podem emergir dificuldades na compreensdo de conceitos probabilisticos
quando os abordam formalmente na sala de aula (Batanero, 2005; Ireland & Watson, 2009). Sera
entdo importante para a compreensao do conceito de probabilidade, visto como um processo de
construcdo continuo, que os alunos aprendam de modo progressivo os seus diferentes
significados. Nesse sentido, o ensino da Probabilidade devera considerar os significados intuitivo
e subjetivo, mas sem perder o foco no formalismo ou axiomdtica do conceito e sem limitar a
aprendizagem a um so6 significado (Batanero, 2005; Wilhelmi, Lasa, Abaurrea, & Belletich, 2019).
Resumindo, o ensino e aprendizagem da Probabilidade é um processo complexo, sendo
necessario procurar estratégias para ajudar os alunos a desenvolver intuicdes corretas neste
topico (Batanero & Diaz, 2012) e a compreender diferentes aspetos de acontecimentos, como as
quatro “exigéncias cognitivas” referidas por Bryan e Nunes (2012): compreender aleatoriedade;
trabalhar espago amostral; comparar e quantificar probabilidades; e compreender relacdes entre
acontecimentos. A Teoria de Conjuntos tem vindo a ser usada para abordar os significados de
probabilidade classica e formal ou axiomatica, partindo da riqueza das operagdes e
representacdes que esta teoria fornece. Um caso particular dessas representacdes, de muita
relevancia, sdo os diagramas de Venn, pois permitem representar acontecimentos e simplificar a
andlise probabilistica, reduzindo a dependéncia de férmulas e facilitando a visualizacdo dos
elementos amostrais dos acontecimentos e a relacdo existente entre varios conceitos (MEP, 2012).
Vérios autores também enfatizam o uso da simulagdo, entendida como um processo artificial
que permite reproduzir o comportamento de um fendmeno aleatério (Martins, 2011), destacando
as suas potencialidades para o ensino e aprendizagem da Probabilidade. Fernandes, Batanero,
Contreras e Diaz (2009) salientam o potencial desta abordagem para introduzir linguagem e
conceitos probabilisticos e para proporcionar experiéncias probabilisticas aos alunos que, por
limitacdo de tempo e recursos, ndo seriam possiveis usando métodos analiticos. Por exemplo, a

simulacdo com recurso a tecnologia promove métodos exploratérios de aprendizagem,
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permitindo realizar, em pouco tempo, um grande nimero de experiéncias aleatérias, variando
condic¢des e observando os resultados. Os alunos tém, assim, oportunidade para identificarem a
diferenca entre probabilidade experimental e probabilidade teérica ou para aprofundarem
representacoes e propriedades ligadas a conceitos que comumente sdo abstratos, desenvolvendo
uma correta intuicdo probabilistica e motivacdo para a aprendizagem da Probabilidade
(Fernandes et al.,, 2009; Munisamy & Doraisamy, 1998). A importancia da simulagdo para
promover a aprendizagem também resulta da sua relagdo com a modelagdo, pois permite
construir um modelo matematico a partir de inferéncias que os alunos possam formular com base
nas experiéncias simuladas, especificando hipdteses matematicas sobre o fendmeno em estudo
(Fernandes et al., 2009; MEP, 2012).

Dificuldades dos alunos na aprendizagem da Probabilidade

Na literatura sao referidas diversas dificuldades dos alunos na aprendizagem de conceitos
probabilisticos e possiveis causas associadas. Por exemplo, Oliveira (1990) salienta que limitar o
ensino da Probabilidade a uma abordagem classica, sem refletir sobre a natureza dos
acontecimentos, pode trazer dificuldades aos alunos quando trabalham com contextos onde nio
existe equiprobabilidade dos acontecimentos elementares. Por seu lado, Nacarato e Grando
(2014) identificaram dificuldades dos alunos do ensino secundario na interpretacdo do enunciado
de tarefas, por desconhecimento da linguagem formal ou de termos usados no enunciado que
dificultam essa interpretacdo. No mesmo sentido, Groth, Butler e Nelson (2016) enfatizam que
alunos deste nivel de ensino, frequentemente, fazem interpretacdes erradas de termos
probabilisticos comummente utilizados no seu quotidiano, tais como acontecimento impossivel,
certo, improvavel, e menos provavel.

No estudo de Munisamy e Doraisamy (1998), com alunos de idades entre 12 e 15 anos, os
autores observaram dificuldades na compreensdao dos conceitos de acontecimentos
complementares e no calculo da probabilidade da reunido de acontecimentos. Para além disso,
estes autores enfatizam que embora os alunos sejam capazes de calcular frequéncias relativas,
ndo sdo capazes de aprofundar o significado matematico atribuido ao conceito, apresentando
dificuldades para calcular a probabilidade de um acontecimento a partir do significado
frequencista. Esta dificuldade pode ter origem no facto de o aluno centrar a sua aprendizagem na
realizac¢do de calculos de probabilidade, onde a interpretacdo dos resultados desses calculos nao

é fomentada, sendo necessario contrariar esta tendéncia (Chaves, 2016).

0 GeoGebra na aprendizagem da Probabilidade

A presenca de dificuldades na aprendizagem da Probabilidade e a existéncia de recomendagbes
curriculares no dmbito da Educacdo Matematica (MEP, 2012; NCTM, 2000) tém conduzido os

professores e investigadores a propor abordagens de ensino com recurso a tecnologia,
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procurando superar essas dificuldades dos alunos. A tecnologia surge assim como um recurso
alternativo na aula de Matemadtica, promovendo novas praticas educativas e aprendizagens
através: do envolvimento do aluno para que se concentre na exploragao e interpretacao de dados;
da possibilidade de ter diversas representacdes disponiveis para resolver uma tarefa e visualizar
conceitos abstratos; da automatizacao de calculos; o trabalho com simulac¢des; da investigacao de
problemas da vida real; e da promocdo da colaboragdo e participacdo de todos os alunos (Chance,
Ben-Zvi, Garfield, & Medina, 2007).

No contexto educativo descrito nas seccdes anteriores, é essencial ter em conta as
potencialidades do uso dos recursos tecnoldgicos, em particular para a simulacao, de forma a
explorar ideias matemadticas e testar conjeturas sobre relacdes matematicas associadas ao
conceito, utilizando modelos visuais que ajudem o aluno no aprofundamento do conceito e
fomentem o seu raciocinio matematico (NCTM, 2014). Neste sentido, o software educacional,
sobretudo o de natureza dinamica, tem vindo a ser um recurso valorizado para a sala de aula de
Matematica, em particular o GeoGebra, devido as carateristicas que dispde para trabalhar
experiéncias aleatérias, nomeadamente permitindo simula-las, observando diversas
representagdes do conceito probabilistico, incluindo identificar relacdes entre os resultados
associados ao conceito (Inzunza, 2014; MEP, 2012).

No que se refere a simulacdo com o GeoGebra, Erickson (2006) menciona que o software
permite realizar muitas repeticdes de uma experiéncia aleatéria, simples e compostas, num curto
espaco de tempo, ajudando o aluno a focar-se na interpretacdo dos resultados em vez dos calculos
que realiza para os obter. Por seu lado, Inzunza (2014) destaca a simulagdo com o GeoGebra como
um meio para promover a inferéncia de propriedades probabilisticas e para estabelecer relagdes
que o aluno possa observar a partir das representacdes associadas ao conceito em estudo, tal
como procura ilustrar a Figura 1. Nesta figura, apresenta-se uma simulacdo da experiéncia de
lancamento de um dado, uma grande quantidade de vezes, permitindo simultaneamente a
visualizagao grafica (lado esquerdo) e numérica na folha de calculo (lado direito) das frequéncias
obtidas para cada resultado possivel do lancamento do dado. Esta simulacdo procura mostrar ao
aluno que o valor da probabilidade para qualquer acontecimento elementar (sair uma face
especifica) pode obter-se observando a frequéncia relativa e o valor tedrico para que esta tende a
aproximar-se, sinalizado na representac¢do grafica com a linha horizontal que intersecta algumas
das barras. A autora destaca, igualmente, a utilidade desta simulacdo com o GeoGebra para
trabalhar o conceito intuitivo da lei dos grandes numeros e estabelecer a relacdo entre

probabilidade classica e probabilidade frequencista.
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Figura 1. Simulac¢do do langamento de um dado para inferir a probabilidade a partir da no¢do

frequencista, no GeoGebra (Inzunza, 2014, p. 8)

Mercado (2013) sugere ainda o uso didatico do GeoGebra para o ensino e aprendizagem de
conceitos probabilisticos no ensino secundario, salientando a sua potencialidade para explorar
diversos conceitos basicos e regras probabilisticas, como por exemplo a regra para o calculo da
probabilidade da reunido de acontecimentos e de acontecimentos complementares, aspetos em
que os alunos sentem dificuldade como foi referido antes (Munisamy & Doraisamy, 1998). O autor
também utiliza diagramas de Venn para trabalhar a exploracao de propriedades probabilisticas.
Neste caso, a partir de variacdes nos dados de entrada, P(A), P(B) e P(ANB), ao deslocar os
seletores que representam os valores de probabilidade, ajustam-se imediatamente os valores das
outras probabilidades.

No entanto, sera necessario considerar que as dificuldades derivadas da falta de familiarizagdo
com o software ou a utilizagdo do computador podem gerar uma certa resisténcia do aluno a usar
a tecnologia para resolver problemas cujo calculo seja facil de realizar manualmente (Coutinho,
2011), pelo que devem ser consideradas estas varidveis quando o aluno trabalha pela primeira

vez com estes recursos.

Contexto e metodologia

Este estudo tem como base uma experiéncia de ensino apoiada numa sequéncia de cinco tarefas
exploratdrias (T1 a T5) com recurso ao GeoGebra, visando a aprendizagem de conceitos basicos
de Probabilidade presentes no programa de Matematica da Costa Rica (MEP, 2012), como se
sintetiza no Quadro 1.

A experiéncia de ensino foi realizada com 28 alunos de uma turma de 10.2 ano (14 raparigas e
14 rapazes com idades entre 15 e 16 anos), numa escola secunddaria localizada perto de San José,
capital da Costa Rica. Estes alunos tém revelado um bom desempenho académico em Matematica

ao longo do seu percurso escolar, marcado por metodologias de ensino expositivas e trabalho
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individual com pouco contacto com software educativo, sendo também considerados
disciplinados e trabalhadores, envolvendo-se nas atividades propostas em sala de aula. O
investigador (primeiro autor) assumiu igualmente o papel de professor da turma nas cinco aulas
de 90 minutos da experiéncia de ensino, apds negociacdo com a professora titular da turma, o que

lhe permitiu uma observagdo participante.

Quadro 1. Tépicos e objetivos de aprendizagem por tarefa da experiéncia de ensino

Topicos da Tarefa Objetivos

T1: Experiéncias aleatorias, casos favoraveis, | Identificar carateristicas associadas a

casos possiveis, acontecimento.

aleatoriedade, casos favoraveis, casos
possiveis e acontecimentos.

T2: Acontecimentos equiprovaveis.

Inferir o conceito de equiprobabilidade.

T3: Regra de Laplace, acontecimentos
certos, impossiveis, mais provaveis.

Inferir a regra de Laplace, determinar a
probabilidade tedrica de acontecimentos,

classificar acontecimentos como
equiprovaveis, certos e impossiveis a partir
do valor de probabilidade.

Inferir propriedades da probabilidade para
acontecimentos disjuntos, ndo disjuntos e
complementares, e utiliza-las na resolucido
de tarefas.

Inferir o conceito de probabilidade
frequencista, e utiliza-lo para estimar areas
geométricas.

T4: Unido e complemento de
acontecimentos.

T5: Lei dos grandes ntimeros.

Numa primeira aula, prévia a intervencdo, o investigador apresentou-se a turma, fez uma
observacdo geral para conhecer os alunos e aplicou um teste diagndstico (TD) que permitiu
evidenciar os conhecimentos conceptuais prévios dos alunos em tépicos de Probabilidade,
necessarios ao trabalho nas tarefas da experiéncia de ensino. Na ultima aula da experiéncia foi
aplicado um teste de avaliacdo (TA) das aprendizagens dos alunos e um questionario final para
conhecer as suas opinides sobre a experiéncia de ensino.

As aulas da intervengdo seguiram uma estrutura comum, cumprindo as trés fases do ensino
exploratério (Canavarro, 2011). O professor apresenta a tarefa aos alunos, dando-lhes as
indicacdes gerais necessarias para que iniciassem a sua resolucdo, mas sem os orientar para uma
estratégia. A seguir, os alunos trabalham autonomamente a pares na resolu¢do da tarefa, com
recurso ao GeoGebra, tendo o professor acompanhado esse trabalho para os apoiar nas suas
dificuldades através de questionamento, sem lhes dar respostas diretas. Finalmente, realiza-se um
momento de discussdo coletiva guiado pelo professor para partilhar resolugdes, aprofundar as
aprendizagens e, paralelamente, fazer uma sintese e formalizacdo dos conceitos trabalhados na
tarefa.

0 estudo seguiu uma metodologia qualitativa e interpretativa (Erickson, 1986). A recolha de
dados teve por base: (i) as resolugdes escritas dos alunos do teste diagnoéstico, do teste de

avaliacdo final e das tarefas trabalhadas com apoio do GeoGebra; (ii) os registos digitais das suas
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resolucdes no GeoGebra; (iii) as gravacdes dudio dos momentos de discussdo em sala de aula; e
(iv) as respostas ao questiondrio final. A analise dos dados, descritiva-interpretativa (Wolcott,
2009), é focada nas aprendizagens reveladas pelos alunos dos conceitos probabilisticos, tendo-se
estabelecido trés categorias de andlise dos conceitos que atendem aos objetivos de aprendizagem
(MEP, 2012). A primeira categoria diz respeito a conceitos relacionados com aleatoriedade
(probabilidade, variabilidade, incerteza, acaso), a segunda categoria considera conceitos
associados ao espaco amostral (acontecimento, casos favoraveis, casos possiveis, acontecimentos
disjuntos e complementares) e a ultima categoria inclui os significados classico e frequencista de
probabilidade. A andlise dos contributos do GeoGebra para essas aprendizagens considera
aspetos da teoria com foco na exploracao e construcio de conceitos (Inzunza, 2014), na inferéncia
de propriedades probabilisticas a partir de diferentes representacdes de um conceito (Mercado,
2013) e no papel que o aluno reconhece ao software para trabalhar os conceitos probabilisticos,
incluindo as suas dificuldades no trabalho com o GeoGebra.

A seguir apresentamos os resultados organizados por estas categorias, apoiados em excertos
representativos do trabalho dos alunos nas questdes (Q#) das tarefas (T#), de modo a evidenciar
adiversidade de resultados que emergiram da andlise. Os alunos sao referidos com nomes ficticios

para proteger a sua identidade.

Resultados

Conceitos associados a aleatoriedade

0 conceito de aleatoriedade foi avaliado na Q4 do TD e na Q4a do TA, ambas referidas a extragdes
de bolas com reposicdo, e trabalhado com recurso ao GeoGebra na Q1b da T1 e na Q1 da T2,
referidas a lancamentos de dois dados e um dado, respetivamente. Na Q4 do TD, os alunos sdo
questionados sobre qual a sequéncia mais provavel, de um conjunto de 3 sequéncias aleatérias
fornecidas no enunciado, que resulta da extragdo cega de dez bolas, com reposi¢do, de uma urna
que contém uma bola vermelha e uma amarela, pretendendo-se observar a capacidade dos alunos
identificarem a aleatoriedade em sequéncias de acontecimentos equiprovaveis. Apenas 18% dos
alunos, como a Margarida, evidenciou uma compreensao correta de aleatoriedade (Figura 2),
associando “o acaso” a um fen6meno em que a ordem de extracdo das bolas ndo importa, uma
carateristica associada ao conceito de aleatoriedade.

A restante percentagem dos alunos tem uma compreensao vaga da aleatoriedade. Por exemplo,
Filipa afirma que a sequéncia mais provavel é a que tem o mesmo numero de bolas amarelas e de

bolas vermelhas (Figura 3).
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[Todas as sequéncias sdo igualmente provaveis porque estamos a falar de um
acontecimento do acaso, e o acaso é 100% imprevisivel]

Figura 2. Resolugdo de Margarida (TD.Q4)

[A sequéncia é a II], dado que sdo sé dois objetos, duas possibilidades, e cada
possibilidade tem 1/2, 0.5, 50% de possibilidade de ser escolhido, como sucede com a
referida frequéncia]

Figura 3. Resolugdo de Filipa (TD.Q4)

Filipa fundamenta a sua resposta no significado classico de probabilidade, mesmo nao tendo
que ser utilizado dado o carater aleatério da experiéncia. Outros alunos, apesar de considerarem
a presenca da aleatoriedade, utilizando termos como “variabilidade”, associam-na incorretamente

aum padrio de alternancia, de que é exemplo a resposta de Tiago (Figura 4).
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[A sequéncia II, dado que tem mais variabilidade entre a cor das bolas]
Figura 4. Resolugdo de Tiago (TD.Q4)
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Ao explorarem as primeiras duas tarefas apoiadas pelo GeoGebra, os alunos simularam o
langamento de dois dados (T1) e de um dado (T2), realizando um niimero crescente de repeti¢coes
da experiéncia. Todavia, a maioria dos alunos continuou a revelar dificuldades em identificar a
aleatoriedade, caracteristica que justifica a necessidade de repetir o langamento de dados um
numero elevado de vezes para estabelecer um padrio sobre os acontecimentos do fenémeno em
estudo. Por exemplo, Kévim e Pedro (Figura 5), ap6s repetirem dez vezes a simulacdo do
langamento de dois dados, respondem que os resultados obtidos para a soma das pintas das faces
dos dados ndo sdo as esperadas, pois obtiveram “valores com frequéncias relativas iguais” quando
esperavam somas com maior frequéncia para acontecimentos com maior nimero de casos
favoraveis. Também Rosa e Fabio (Figura 6), apds simularem o langcamento de um dado com
n =1, n=5n=10 repeticoes da experiéncia, respondem incorretamente que o dado esta

equilibrado com base nos resultados obtidos apenas com n = 10 repeti¢des.
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[Nao, porque foram valores com frequéncias relativas iguais]
Figura 5. Resolucdo de Kévim e Pedro (T1.Q1b)
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[Sim, esta equilibrado porque as frequéncias relativas ndo se repetiram muito num
s6 nimero]

Figura 6. Resolu¢do de Rosa e Fabio (T2.Q1)

As respostas destes alunos evidenciam uma concecio errdnea, ao assumirem antecipadamente
os acontecimentos elementares como equiprovaveis, ndo considerando a possibilidade de poder
obter diferentes resultados na distribuicdo das frequéncias, fazendo uma outra simulagio. Ja a
resolucdo de Vanuza e Charol (Figura 7), por exemplo, evidencia que as alunas, ap6s simularem
dez repeticbes do lancamento de um dado, obtém frequéncias mais elevadas para um

acontecimento, enquanto outros acontecimentos ndao ocorreram.
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Figura 7. Simulacdo de Vanuza e Charol paran = 10 (T2)

Durante a discussdo da T1 foram evidenciadas outras aprendizagens dos alunos, associadas ao

conceito de aleatoriedade:

Investigador: Sera que é o mesmo acaso e aleatoriedade?

Jodo: E o mesmo.

Diogo: Aleatoriedade é uma carateristica de algo que tem probabilidade.

Investigador: Quando diz que tem probabilidade a que se refere?

Diogo: Tenho certa quantidade de casos delimitados, e é quando a experiéncia é aleatéria
que eu posso distinguir esses casos e, portanto, eu posso definir a probabilidade.
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Diogo manifesta a ideia de a probabilidade ser uma consequéncia da aleatoriedade e, portanto,
s6 poder definir a probabilidade para experiéncias aleatdrias. Esta argumentacdo de Diogo,
parcialmente incorreta, pode ser devida a ja ter trabalhado o conceito de probabilidade classica
no 8.2 ano (conforme o programa costarriquenho), focado em experiéncias aleatérias, nao tendo
percebido a possibilidade de calcular a probabilidade para experiéncias deterministicas.

A discussdao da T2, por seu lado, permitiu observar que alunos como Dadiva, ainda que
associem corretamente a aleatoriedade a uma carateristica de certo tipo de experiéncias em que
ndo se pode saber antecipadamente o resultado, ndo reconhece que, numa experiéncia aleatoéria,
obter sucessivamente dez mil vezes um mesmo resultado é uma situagdo ndo suportada pela lei

dos grandes ndimeros:

Tiago: Se sai o mesmo numero, o dado ndo esta equilibrado.

Dddiva: Seria isso algo aleatorio?

Investigador: A experiéncia de langar um dado é aleatdria, turma?

Dddiva: Pode ser possivel que eu atire o dado dez mil vezes e saiam dois em todos os
langcamentos, mas se calhar no lancamento dez mil e um saia outro namero.

Embora se tenha feito uma formalizacio dos conceitos de experiéncia aleatéria e
deterministica depois da discussao coletiva da T2, na TA foi possivel observar que sé 64% dos
alunos aprendeu a diferencia-los. Por exemplo, Laura, ao ser solicitada a classificar a experiéncia
que consistia em cada um de dez estudantes extrairem, sem ver e com reposicao, uma bola de uma
urna que contém duas bolas (amarela e vermelha), reconhece a incerteza como propriedade da
aleatoriedade, permitindo-lhe classificar a experiéncia como aleatéria e distingui-la de uma

deterministica (Figura 8).
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[Aleatdria, porque eles ndo viram o que tomavam, ... Ndo sabiam o
que lhes ia sair]

Figura 8. Resolugdo de Laura (TA.Q4a)

Os restantes 36% da turma ainda apresentam dificuldades para diferenciar experiéncias
aleatérias de deterministicas, como Johan (Figura 9), que associa experiéncias aleatérias a
situacOes que podem ocorrer e experiéncias deterministicas as que sdo impossiveis de acontecer.
Para além disso, 79% da turma ainda revela dificuldades no uso do conceito de aleatoriedade na
identificacdo de sequéncias equiprovaveis. Por exemplo, Ana, quando confrontada com a mesma
situacdo do TD.Q4, acima referida, e questionada sobre a sequéncia menos provavel de ocorrer,
responde incorretamente (Figura 10). O facto de as cores das bolas estarem distribuidas na
sequéncia em percentagens muito distintas, leva Ana a dar uma resposta desligada do contexto e

apoiada no significado de probabilidade classica.
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[aleatdria, pois existe probabilidade que as coisas acontegam]
Figura 9. Resolucdo de Johan (TA.Q4b)
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[a sequéncia II, teoricamente 1/2 = 0.5, a probabilidade de cada uma é 50%. No
entanto, na sequéncia Il s6 saiu a amarela, o qual é muito pouco provavel]

Figura 10. Resolucdo de Ana (TA.Q4b)

Espago amostral e conceitos associados

Os conceitos associados ao espaco amostral foram abordados em todas as tarefas, com o
GeoGebra. No TD, 82% dos alunos revelou nio ter conhecimento dos termos ‘casos favoraveis’ e
« z . ) 0 - .

casos possiveis’, e 7% dos restantes mostrou um conhecimento parcial destes termos. Por
exemplo, quando na Q5 os alunos foram questionados sobre quais os casos favoraveis
correspondentes ao acontecimento “obter trés como niimero maior” no lancamento de dois dados
equilibrados, Simdo evidencia um conhecimento parcial deste conceito ao ndo considerar a ordem
de lancamento dos dados, levando-o a identificar menos casos favoraveis do que os devidos

(Figura 11). Especificamente, Simao nado considera os casos favoraveis (2,3) e (1,3).
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[Casos favoraveis: (3,3); (3,2); (3,1)]
Figura 11. Resoluc¢do do Simao (TD.Q5)

Apds o trabalho na T1, de simulagdo do langamento de dois dados para n = 20 repeti¢des da
experiéncia, todos os alunos foram capazes de identificar casos possiveis e casos favoraveis de

acontecimentos simples e compostos, como se observou na sua discussao final:

Investigador: Simulando a experiéncia do lancamento de dois dados com n = 20
obtiveram todas as somas possiveis?

Patricia: Sim.

Marta: Nao, nés nio.

Investigador: Qual acham ser a causa de alguns terem obtido e outros nao?

Diogo: Cada nimero tem diferentes probabilidades de acontecer, alids, ndo é o mesmo
obter um sete e obter um dois [para a soma de pintas]. O dois vocé o pode obter
s6 de uma forma, sair um no primeiro dado e sair um no segundo dado, enquanto
que sete pode ser obtido com um dois e um cinco, quatro e trés, etc.
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Diogo evidencia reconhecer casos favoraveis quando justifica o porqué de Marta e Monica
(Figura 12) ndo obterem a ‘soma um’, por ser um acontecimento impossivel, e outras como a ‘soma

dois’, ‘soma trés’ e ‘soma onze’ por serem acontecimentos com menor ocorréncia.

.-.' )

Recalcular experiencia

Figura 12. Simulacdo de Marta e Monica paran = 20 (T1)

Também na Q3 da TA, quando os alunos sio questionados sobre a probabilidade dos
trabalhadores de uma empresa usarem determinados meios de transporte, a partir das respostas
destes a um inquérito, Filipa identifica corretamente casos favoraveis e casos possiveis associados
ao acontecimento “o trabalhador utiliza sé autocarro”, e utiliza-os para calcular corretamente a

probabilidade do mesmo (Figura 13).

17 trabalhadores utilizam s6 autocarro]
90 trabalhadores entrevistados

Figura 13. Resolucdo de Filipa (TA.Q3)

Quanto aos conceitos de acontecimentos disjuntos e complementares, cuja definigdo formal ja
era conhecida dos alunos, na T4 todos foram capazes de identifica-los e de inferir propriedades
que lhes estdo associadas, apoiando-se no calculo de probabilidades obtidas ao simularem, no
GeoGebra, diagramas de Venn com diferentes posi¢des entre dois acontecimentos (A e B). Na
tabela da Figura 14 observamos os dados registados por Antdénio e Marcos, que no lado esquerdo
apresenta os valores de probabilidade de acontecimentos disjuntos e, no lado direito, os valores

para acontecimentos nao disjuntos.
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Figura 14. Resolucdo de Antonio e Marcos (Tabela de registo de dados. T4)

Depois, ao serem questionados se as relagdes entre P(A U B) e P(A) + P(B) encontradas para
acontecimentos disjuntos se verificam também para acontecimentos nao disjuntos, fazem cinco
simulacdes com diagramas de Venn e observam os diferentes valores de probabilidade dos
acontecimentos A e B. A resposta dada por estes alunos (Figura 15) revela que tiraram partido
desse trabalho, identificando que no caso de P(A N B) = 0 (acontecimentos disjuntos) obtém-se
a igualdade P(A U B) = P(A) + P(B), enquanto que no caso P(A N B) > 0 a igualdade que se
verifica é P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A n B), tendo corretamente inferido propriedades para

acontecimentos disjuntos e nao disjuntos.
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[ndo, porque P(AU B) é P(A) + P(B) — P(A N B) e neste caso P(AN B) >
0 e portanto P(AU B) < P(A) + P(B)]

Figura 15. Resolucido de Antonio e Marcos (T4.Q3b)

Também no caso da exploracdo de acontecimentos complementares, na T4, todos os alunos
inferiram corretamente a igualdade P(4) + P(A) = 1, como é o caso de Laura e Johan (Figura 16).
Apés simularem valores distintos de P(A4), P(B) e P(A n B) (Figura 17), foram questionados sobre
arelagdo entre P(A), P(A), P(B) e P(B), inferindo que P(A) deve seriguala 1 — P(A), segundo se
interpreta quando referem que “o que falta a P(A) para ser 1”7, o que equivale a igualdade P(A) +
P(A) =1.

[P(A) e P(B) vio ser o que falta a P(A) e P(B), respetivamente, para ser 1]
Figura 16. Resoluc¢do de Laura e Johan (T4.Q3c)
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Figura 17. Simulacdo de Laura e Johan para acontecimentos complementares (T4)

Apesar de identificarem e inferirem propriedades, corretamente, alguns alunos terminaram a
experiéncia de ensino acreditando que qualquer conjunto Z e outro conjunto A que contenha Z

sdo complementares, como é o caso de Pedro na TA (Figura 18).
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Figura 18. Resolucdo de Pedro (TA.Q1)

Para Pedro, o significado de acontecimentos complementares esta associado a um conceito

intuitivo de que qualquer subconjunto (as partes) complementa o conjunto que o contém (o todo).

Significado classico e frequencista de probabilidade

0 conceito de probabilidade classica foi trabalhado com o GeoGebra na T3, que tem por base o
jogo da Batalha Naval e utiliza o conceito de fracdo para inferir a regra de Laplace, e também na
T5, através da simulacdo do lancamento de uma moeda calculando probabilidades do
acontecimento ‘obter a face escudo’. O conceito de probabilidade frequencista também foi
trabalhado na T5 recorrendo ao conceito de frequéncia e ao calculo de areas por meio de
probabilidade. Na primeira parte da tarefa T3, os alunos foram solicitados a escrever fragdes que
representam probabilidades associadas a diferentes ‘barcos’ representados por quadriculas, em
referéncia a um ‘mar’ apresentado numa grelha dividida em quadriculas de igual dimensao
(Figura 19), tendo todos os alunos sido capazes de inferir a regra de Laplace. No didlogo seguinte,
observa-se que os alunos reconhecem que para calcular a probabilidade de um acontecimento,

precisam que os ‘quadradinhos’ (acontecimentos elementares) sejam equiprovaveis.
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Investigador: Em geral, para um barco A de dimensdo n, o qual estd no mar/agua de
dimensao N, como calculas a probabilidade do teu adversario acertar no barco 4,
sendo n e N nimeros inteiros?

A turma toda: n a dividir por N.

Investigador: Concordam todos?

A turma toda: Sim.

Investigador: E o que acontecia se um dos quadradinhos fosse maior que os outros?

Pedro: Ha que p6r uma unidade basica de medida, se houver algum maior do que outro

deve-se obter a proporcido que representa esse quadradinho maior em relacao
com outros da medida standard.

Figura 19. Imagem do arquivo GeoGebra usado para inferir a regra de Laplace (T3)

Posteriormente, os alunos utilizam a simulacdo de langamento de dois dados (Figura 20), para
consolidar a sua aprendizagem da regra de Laplace. Por exemplo, Kévim e Pedro (Figura 21), ap6s
a simulagio, identificam que ‘obter soma seis’ e ‘obter soma oito’ sdo acontecimentos que tém o
mesmo numero de casos favoraveis e, portanto, tém a mesma probabilidade, pelo que reforcaram
as aprendizagens de conceitos como casos favoraveis, casos possiveis e acontecimento, bem como

o significado classico de probabilidade.
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Figura 20. Simulacdo de lancamento de dois dados de Kévim e Pedro (T3)

Quadrante, Vol. XXVIII, N.° 1, 2019



72 G. Ramirez-Montes, A. Henriques

[Ambas sdo iguais porque (...); mesma quantidade de casos favoraveis]
Figura 21. Resolugdo do Kévim e o Pedro (T3.Q12)

Quanto ao significado frequencista, o trabalho com as primeiras quatro tarefas evidencia que
os alunos nao o tém consolidado, associando-o ao conceito de percentagem. Por exemplo, Afonso
(Figura 22), quando questionado no TD sobre a probabilidade do acontecimento ‘sair face escudo’,
tem que observar duas tabelas. A primeira tabela mostra que tanto a face escudo como a face coroa
sairam 4 vezes, apds 8 lancamentos da moeda ao ar, enquanto a segunda tabela mostra que a face
escudo saiu 460 vezes e a face coroa 890 vezes ap6s 1350 lancamentos da moeda ao ar. Para
Afonso, a probabilidade do acontecimento ‘sair face escudo’ deve ser identificado a partir da
segunda tabela, apds repetir a experiéncia ‘muitas vezes’, de onde infere que a face escudo
apresenta menor frequéncia que a face coroa porque “tem saido menos vezes”, embora nio

mencione como calcula esta probabilidade.
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[H& mais probabilidade de sair face coroa, pois tem saido mais vezes]
Figura 22. Resolug¢do do Afonso (TD.Q8)

Apés o trabalho na T5, ja todos os alunos foram capazes de calcular a probabilidade
frequencista, simulando varias repeti¢des da experiéncia do lancamento de uma moeda (Figura
23), como evidencia a resposta de Anténio e Marcos (Figura 24). Anténio e Marcos experimentam
varios valores de n (nimero de repeticdes da experiéncia), podendo observar corretamente que,
para valores grandes de n, as probabilidades de obter face escudo e face coroa tendem a ser iguais,

conforme o estabelecido pela regra de Laplace.
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Figura 23. Imagem do arquivo GeoGebra para simular o lancamento da moeda (T5)
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[Numa grande quantidade de ensaios, a frequéncia dos acontecimentos vai ser muito parecida a
probabilidade tedrica]

Figura 24. Resolucido de Antonio e Marcos (T5.Q3)

Posteriormente, os alunos utilizaram esta aprendizagem para calcular a medida aproximada
da area de uma elipse, realizando uma simulacao de langamento de pontos dentro de uma elipse
e de um quadrado (Figura 25). Por exemplo, Kévim e Pedro (Figura 26), determinaram o valor
0,4726 como a frequéncia relativa ou probabilidade de um ponto cair dentro da elipse, e
posteriormente estabelecem que o dito valor é proporcional ao quociente das areas da elipse e do

quadrado, obtendo corretamente o valor 47,26.

| Reiniciar en n =1
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7""‘” Pausa
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04667
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Figura 25. Célculo aproximado de areas por meio de probabilidades (T5)

Figura 26. Resolucdo de Kévim e Pedro (T5. Q8)
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Ainda assim, ao longo de toda a experiéncia de ensino, alguns alunos mantém a crenca de que
a equiprobabilidade estd sempre presente nos acontecimentos elementares. Tal é evidenciado
quando, apds observar os registos proporcionados pela experiéncia do langamento de uma moeda
(Figura 27), Leonardo é questionado na TA sobre a probabilidade de ‘obter face escudo’ e
responde incorretamente (Figura 28). O aluno nao reflete sobre o problema, recorrendo de forma
mecanica e incorreta ao significado classico de probabilidade, mesmo quando ndo existe

equiprobabilidade dos acontecimentos elementares.

Tabela 1. Primer registro
Bola Nimero de veces obtenida
1 -

o | e [ |1
B | | s | g

Tabela 2. Segundoe regisio
Baola Numero de veces obtenida

189

178

185

194

426

& 191

i | e | T Bt | =

Figura 27. Registos de resultados obtidos no lancamento de uma moeda, 22 e 1363 vezes (TA.Q2)
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Figura 28. Resolugdo de Leonardo (TA.Q2I)

Sobre o papel do GeoGebra

0 trabalho com o GeoGebra desempenhou um papel importante nas aprendizagens dos conceitos
probabilisticos, como foi sendo evidenciado acima, permitindo ao aluno explorar conceitos
(Figuras 7, 12, 20), inferir leis a partir da exploracao (Figuras 17, 19, 23-24) ou poupar tempo na
consolidacdo de conceitos (Figuras 20-21, 25-26).

O questionario aplicado permitiu identificar outras vantagens e algumas dificuldades que os
alunos referiram relativamente ao uso do GeoGebra, as quais estdo sintetizadas no Quadro 2, na
qual também apresentamos a percentagem de alunos que as referiram (entre paréntesis).

As vantagens referidas mostram que, em geral, os alunos valorizaram o GeoGebra, sendo a
visualizagdo de conceitos com base em representagdes que o software disponibiliza, através da
simulacdo, a vantagem mais citada (43,8%). Comentarios como “ajuda a visualizar melhor os

conceitos de probabilidade” e “ajuda a visualizar e compreender os resultados de melhor forma”,
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indiciam que a simulagdo proporcionada pelo Geogebra promoveu uma melhor compreensao dos
conceitos e a inferéncia de propriedades ou leis de probabilidade. Outros alunos, também
enfatizam que o GeoGebra ajuda “a realizar calculos que implicam uma grande quantidade de
dados”, tornando a aprendizagem menos focada nos calculos. Para além disso, ha alunos que
perspetivam alguns topicos de Matematica “complicados e aborrecidos”, possivelmente devido ao
formalismo com que os trabalham na sala de aula, considerando o GeoGebra proporciona “uma

maneira mais divertida e motivadora de aprender”.

Quadro 2. Vantagens e dificuldades do uso do GeoGebra referidas pelos alunos no questionario

(an6nimo)

Quais pensas serem as vantagens do uso do
GeoGebra naresolucao de tarefas de
Probabilidade?

Quais as principais dificuldades que
sentiste na resolucao destas tarefas
com o GeoGebra?

Ajuda a visualizar representacdes do conceito,
facilitando a sua compreensao (43,8%)

0 tempo limitado para trabalhar com o
software (7,2%)

Simplifica o trabalho de calculo (21,9%)

Desconhecimento do GeoGebra antes de
trabalhar a primeira tarefa (17,8%)

Facilita a aprendizagem em discussao (6,2%)

Interpretacdo dos dados graficos (7,2%)

E dindmico e motivador, permitindo a interagio
programa-aluno (12,5%)

Outras dificuldades nao referentes ao
Geogebra: ambiente de trabalho,

compreensao dos enunciados, escrita de
respostas as questdes (39,2%)

Facilita a simulag¢ao da situacdo problema a
trabalhar (15,6%)

Quanto as dificuldades, alguns alunos (3,6%) ndo respondem e um quarto da turma (25%)
menciona nao ter tido dificuldade no trabalho com o GeoGebra. No entanto, 17,8% dos alunos
manifestou ndo ter ainda trabalhado com o GeoGebra antes da experiéncia de ensino, quer seja
pelo trabalho com tecnologia ndo ser promovido na sala de aula de Matematica, quer pela
resisténcia do aluno a utilizar software na sua aprendizagem. Ainda assim, os resultados do
questionario evidenciam que 92,8% dos alunos considerou o tempo de realizacdo das tarefas
como suficiente.

Por ultimo, foram identificadas dificuldades na aplicagdo do conceito de probabilidade
frequencista sem recorrer a simulacdo com o GeoGebra, tal como evidenciado na andlise das
aprendizagens na TD e TA (Figuras 22 e 28). Este resultado revela que a simulagdo com o
GeoGebra ajuda os alunos a inferir e a trabalhar com o conceito de probabilidade frequencista,
mas pode ndo ser suficiente para consolidar o dito conceito. Sera entdo necessario apresentar ao
aluno outras tarefas sem simulacdo, que integrem diferentes experiéncias aleatodrias, onde este
tenha que identificar quais podem ser trabalhadas com o significado classico e quais com o

significado frequencista.
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Conclusoes

Ao longo da experiéncia de ensino reportada neste artigo, os alunos foram desafiados a
envolverem-se na resolucdo de uma sequéncia de tarefas exploratérias com recurso ao GeoGebra,
0 que constituiu uma inovagao no contexto deste estudo. Esta atividade permitiu que os alunos
trabalhassem diferentes significados de Probabilidade e conceitos associados, da forma que é
recomendada na literatura e nas orientagées curriculares (Batanero & Diaz, 2012; MEP, 2012).

No que respeita as aprendizagens de conceitos basicos de Probabilidade evidenciadas pelos
alunos no decorrer da experiéncia de ensino, os resultados permitem concluir que foram capazes
de inferir leis e propriedades associadas ao calculo de Probabilidade, tendo as tarefas favorecido
a capacidade de raciocinio indutivo, poucas vezes trabalhada na sala de aula, conforme salientado
por Chaves (2006). No entanto, as crencas prévias dos alunos resultantes de experiéncias do seu
quotidiano sobre termos relacionados com o conceito de probabilidade, nomeadamente,
variabilidade, incerteza e aleatoriedade, bem como a tendéncia para uma aprendizagem baseada
na mecanizacdo de férmulas, também mencionada por Batanero (2005) e Chaves (2016),
influenciaram a aprendizagem de conceitos como aleatoriedade e probabilidade frequencista.

0 significado classico de probabilidade foi dominante nas resolu¢des dos alunos, por ser a
primeira forma de calculo de probabilidade aprendida, levando-os a assumir incorretamente a
equiprobabilidade em experiéncias aleatdrias onde ela ndo existe, ou a realizarem o calculo de
probabilidades sem terem em conta a aleatoriedade da experiéncia. Este aspeto, observado por
Oliveira (1990), confirma a relevancia de uma abordagem dos significados de probabilidade
classica e frequencista em paralelo e em etapas, isto é, baseada numa introducio exploratdria,
para s6 depois se envolverem na formalizacdo de ambos os significados em simultdneo. Também
se observaram, por parte dos alunos, dificuldades associadas aos acontecimentos
complementares, como mencionado em Munisamy e Doraisamy (1998), assumindo qualquer
subconjunto como complementar do conjunto que o contém e ndo considerando a condicdo de
partes disjuntas requeridas no tratamento formal da probabilidade, possivelmente associadas a
diferentes significados do termo quando se usa linguagem matematica ou quotidiana. Finalmente,
os alunos identificaram e estabeleceram relacdes entre o nimero de casos possiveis, casos
favoraveis e os acontecimentos que resultam da realizacdo de uma experiéncia aleatoria
considerando a quantidade de vezes que a mesma se realiza.

Os resultados também evidenciam que os alunos ficam motivados com a exploracdo dos
conceitos probabilisticos com o GeoGebra, que torna o trabalho mais rapido e permite
concentrarem-se na interpretacdo da informacgao, conforme mencionado por Erickson (2006),
resultando na construcdo auténoma do seu conhecimento tal como enfatizado por Inzunza
(2014). Para além disso, a utilizacdo do recurso de simulacdo no GeoGebra favoreceu a exploracdo
de relagdes entre quantidades numéricas e de conceitos probabilisticos, facilitando a sua
visualizagdo para inferéncia de propriedades. Em particular, ajudou a inferir propriedades de

acontecimentos disjuntos, ndo disjuntos e complementares, e na compreensao dos significados
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classico e frequencista de probabilidade. Confirma-se, assim, que a utilizagdo de simulagdo com o
GeoGebra tem potencial para promover a interpretacdo dos dados e a inferéncia de resultados,
como sugerido em Inzunza (2014) e MEP (2012).

Os resultados deste estudo salientam o potencial de metodologias inovadoras para o ensino e
aprendizagem dos conceitos associados a Probabilidade que comumente geram dificuldades nos
alunos. No entanto, existe a necessidade de mais estudos focados na utilizagdo de tecnologia na
sala de aula de Matematica, quer com o GeoGebra quer com outro software educacional,
procurando compreender as suas vantagens e limitacdes para o tratamento de conceitos

probabilisticos.
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