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Resumo. Neste artigo discute-se como alunos do 5.2 ano de escolaridade constroem um novo conhecimento
matematico, a partir de conhecimentos adquiridos em aprendizagens anteriores. Na investigacdo que
suporta este artigo, adotaram-se os modelos tedrico AiC (Abstraction in Context) e tedrico e metodoldgico
RBC+C (Recognizing, Building-with, Constructing, Consolidation) para compreender como decorreu o
processo de abstracdo durante a realizacdo de tarefas com natureza algébrica. Analisou-se como os alunos
mobilizaram e reorganizaram conhecimentos e procedimentos matematicos. Pretendeu-se compreender
como surgiram e se relacionaram as ag¢des epistémicas do modelo RBC+C, as subcategorias de analise
definidas no ambito desta investigacdo e que influéncia tiveram essas relagdes na constru¢do do novo
conhecimento matematico. A nova constru¢do matemadtica surge associada ao desenvolvimento do
pensamento algébrico. Seguiu-se uma abordagem qualitativa e concluiu-se que a relacdo estabelecida entre
as agdes epistémicas Recognizing e Building-with foi essencial para o desenvolvimento da nova construcao.
A manifestacdo de Constructing e de Consolidation revelou que alunos deste nivel etario conseguem
estabelecer com sucesso algumas relagdes algébricas, compreender e utilizar linguagem simbdlica. Estes
alunos, ainda sem conhecimento e dominio algébrico, evidenciaram ganhos matematicos com a resolucao
de tarefas com as quais se pretendia promover o pensamento algébrico, reforcando, assim, a corrente da
Early Algebra.
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Abstract. This article discusses how 5t grade students construct new mathematical knowledge, from
knowledge acquired in previous learning experiences. We adopted the AiC (Abstraction in Context)
theoretical model and the RBC+C (Recognizing, Building-with, Constructing, Consolidation) theoretical and

methodological model in order to understand how the abstraction process occurred during students’
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completion of algebraic tasks. We focused on how students mobilized and reorganized mathematical
knowledge and procedures to solve the tasks. The aim was to understand how the epistemic actions of the
RBC+C model and the subcategories of analysis defined in the scope of this research emerged, how they
related to each other, and what influence those relationships had in the construction of new mathematical
knowledge. In this study, new mathematical construction is associated with the development of algebraic
thinking. Following a qualitative approach, we concluded that the relationship between the epistemic
actions Recognizing and Building-with was essential for the development of new mathematical knowledge.
The manifestation of the Constructing and Consolidation epistemic actions revealed that students of this age
level can successfully establish some algebraic relations, and they can understand and use symbolic
language. These students, who still had no significant knowledge in algebra, evidenced mathematical gains
with the resolution of tasks, which intended to promote algebraic thinking, thus reinforcing the Early
Algebra approach.

Keywords: abstraction; Building-with; Consolidation; Constructing; algebraic thinking; Recognizing.
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Introducgao

Compreender de que forma um aluno constr6i um novo conhecimento matematico, como ocorre
o processo de abstracido durante a realizacdo de uma tarefa, e que influéncia tem o contexto nessa
construcdo, podera auxiliar o professor na identificacido de dificuldades sentidas pelo aluno que,
sendo resolvidas, contribuirdo certamente para a promog¢ao da sua aprendizagem. Neste estudo,
valorizou-se o processo de abstracdo dos alunos, considerando tratar-se de uma atividade de
reorganizacdo vertical de construgdes concebidas e de novos significados matematicos atribuidos
por eles, que os conduzem a uma nova constru¢do (Dreyfus, Hershkowitz & Schwarz, 2015;
Hershkowitz, Schwartz & Dreyfus, 2001). Procurou-se compreender de que forma evoluiu o
processo de abstracdo, analisando-se a relagdo estabelecida entre as ag¢des epistémicas
(categorias) do modelo RBC+C (Dreyfus & Kidron, 2006; Dreyfus et al., 2015), fundamentado na
perspetiva da abstracdo em contexto AiC (Dreyfus et al,, 2001), bem como pelas subcategorias de
analise introduzidas no dmbito desta investigacdo. As a¢des epistémicas sdo entendidas como
acdes mentais que se desenvolvem durante o processo de abstracdo e que explicam o
aparecimento de uma nova construcao mais elaborada e complexa (Pimenta, 2016).

Neste estudo trabalhou-se a aritmética com alunos do 5.2 ano do ensino basico com o propésito
de promover o desenvolvimento do pensamento algébrico, no sentido de indicacdes apresentadas
pelas propostas defensoras da Early Algebra (Carraher & Schliemann, 2007; Kaput, 2008; Kieran,
2004; Mason, 2008). Atendemos ao estudo das relacdes estabelecidas entre expressdes algébricas,
procurando compreender como 0s alunos interpretam o sinal de igual e estabelecem relagdes

numéricas (pensamento relacional) (Carpenter, Jacobs, Franke, Levi & Battey, 2007).
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Procuraremos sintetizar algumas caracteristicas relevantes da teoria AiC, do modelo RBC+C e
da sua relacdo com o processo de abstracdo em contexto. Destacaremos também alguns aspetos
importantes das perspetivas Early Algebra, designadamente no que se refere ao desenvolvimento
do pensamento algébrico e, em particular, do pensamento relacional. Pretende-se alcan¢ar uma
melhor compreensao do contelddo da tarefa apresentada, do trabalho desenvolvido pelos alunos
e das relacdes estabelecidas entre a¢des epistémicas do modelo RBC+C e respetivas subcategorias.
Neste ambito, procurar-se-a dar resposta as seguintes questdes: Na construcdo do novo
conhecimento matematico, quando os alunos identificam e estabelecem rela¢cdes numéricas,
mobilizam conhecimentos e estendem procedimentos aritméticos a valores desconhecidos, que
acoes epistémicas do modelo RBC+C se podem registar? Como é que elas se relacionam entre si?

Como podem ser enquadradas no desenvolvimento do pensamento algébrico?

Quadro tedrico

A abstracio na construcio do novo conhecimento matematico e o processo de ascensio do

abstrato ao concreto

O interesse em compreender como se verifica o processo de abstracdo dos alunos durante a
aprendizagem de novos conceitos matematicos conduziu Hershkowitz e Dreyfus (2001) a
relacionar tal processo de abstragdo com a influéncia do contexto no processo de construcao do
novo conhecimento matemaético - modelo AiC. Neste modelo tedrico, o processo de abstragdo
ocorre em trés fases: (1) necessidade, quando o aluno precisa de construir novo(s)
conhecimento(s) para resolver determinado problema; (2) emergéncia, quando uma nova
construcdo, mais elaborada e complexa, é construida verticalmente através da reorganizacdo e
integracdo de novas construgdes e (3) consolidagdo, sempre que as construcdes sdo reutilizadas
em novos problemas. O contexto contempla aspetos como o da natureza da tarefa proposta aos
alunos, o da sua apresentacgao e resolucdo e o dos artefactos que os alunos utilizam.

Este modelo fundamenta-se na perspetiva de Davydov (1990), que afirma que quando os
alunos iniciam a exploracao de um novo contetido, eles come¢cam por identificar uma relagao geral,
por vezes reconhecida em contetdos ja lecionados, construindo uma abstracdo substantiva do
mesmo. De acordo com esta perspetiva, a nova construcao ndo lhes é apresentada inicialmente na
forma de produto final, mas sim como um conceito geral e abstrato, pelo que a apreensao do
conhecimento tedrico-cientifico parece transitar do abstrato para o concreto. Nesse sentido, a
abstracdo surge no momento da analise durante o trabalho desenvolvido com os objetos e quando
o aluno procura compreender o aspeto geral do problema colocado. Como tal, a abstracdo parece
surgir numa fase inicial que se encontra pouco desenvolvida e que se caracteriza pela observacao
de semelhangas e diferencas e pelo entendimento das relagdes essenciais a compreensdo e a

concretizacdo. Por sua vez, o concreto corresponderd a fase final - sintese - resultando da analise
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e da representacdo do objeto, dando origem a uma forma consistente e estruturada do processo
de abstracao.

No que respeita ao objeto, este sera trabalhado no sentido de se estabelecerem conexoes
internas para gerarem o concreto, de modo que o pensamento tedrico a ele associado caminhe no
sentido da generalizagdo matemadtica. Ao aprofundarem o seu conhecimento em relacdo ao objeto,
compreendendo como a relacdo geral identificada se manifesta em situacdes particulares, os
alunos passardo, entdo, do processo de abstracdo a generalizacdo das relacdes identificadas. De
acordo com esta perspetiva, para reproduzir o concreto é indispensavel uma abstracao inicial que
ocorre durante o trabalho desenvolvido com os objetos, através da avaliacdo das suas
caracteristicas e potencialidades.

Davydov (1990) utilizou a expressao ascensao do abstrato ao concreto para transmitir a ideia
de que a constru¢do de um novo conhecimento ocorre por transicao do concreto empirico para o
concreto pensado (o real com atribui¢cdes de significado) resultante do processo de abstracao.
Durante este processo o aluno incorpora agées mentais, capacidades e procedimentos logicos, que
interligados produzem novos conhecimentos. O trabalho desenvolvido com os objetos torna-se,
entdo, progressivamente mais estruturado e consistente até ascender ao concreto (o raciocinio
desenvolvido permite obter um melhor conhecimento dos objetos em estudo). Real¢a-se que ao
utilizar a expressdo ascensdo do abstrato ao concreto, Davydov (1990) pretende dizer que o
pensamento se move no plano abstrato (Pimenta, 2016).

Segundo Hershkowitz et al. (2001), durante o processo de abstracdo sdo desenvolvidas acoes
epistémicas que sdo essenciais para clarificar a fase da emergéncia do processo de abstracdo e dao
origem ao modelo epistemoldgico RBC, representado pelas ag¢des epistémicas Recognizing,
Building-with, Constructing, designadas por R, B e C, as quais é acrescentada a terceira fase do
processo de abstracdo, a Consolidation. Para aqueles autores, as agdes epistémicas sio
desenvolvidas pelos alunos, capacitando-os para o desenvolvimento de estratégias que permitam
encontrar uma determinada solucdo e alcancar objetivos, ajudando-os a realizar a sua tarefa
matematica. Tais acdes sdo observaveis, o que nos permite ver como o aluno introduziu, comparou
e relacionou conteudos ja adquiridos e como ele construiu novos conhecimentos matematicos. As
acoes epistémicas, de acordo com as suas caracteristicas, contribuem para o desenvolvimento do
processo de abstracao, pois o seu desenvolvimento e as relacdes que estabelecem entre si sao
fundamentais durante a reorganizacdo vertical que promove o novo conhecimento matematico.
Esta reorganizacdo vertical de constru¢des concebidas e de novos significados matematicos
atribuidos pelos alunos, que os conduzem a uma nova construcdo, estara presente no
desenvolvimento das a¢des epistémicas do modelo RBC+C. Neste, o processo de abstragido ocorre
no sentido do que é descrito por Davydov (1990) e pode ser identificado através do
desenvolvimento das acdes epistémicas R, B e C, que retratam a fase de emergéncia do modelo
AiC, e de Consolidation (respeitante ao segundo C) que se posiciona na terceira fase do processo

de abstragdo. Segundo os autores deste modelo, as a¢es epistémicas fornecem uma descricdo
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operacional dos processos de abstracao, tornando-os observaveis. Sdo, como tal, entendidas como
acdes externas mobilizadas pelos alunos e que dao visibilidade ao conhecimento que eles possuem
e aos raciocinios que desenvolvem durante a resolu¢do de uma atividade matematica. No presente
estudo também aceitamos o facto de as agdes epistémicas tornarem o raciocinio mental mais
simples, rapido e confiavel, a semelhanca dos resultados obtidos por Kirsh e Maglio (1994).

No modelo RBC+C, Recognizing refere-se a percecdo que o aluno devera ter quanto a
necessidade de adquirir conhecimentos que permitam a resolucido de novas situagoes, ocorrendo
quando reconhece uma construgao especifica como relevante. Building-with retrata a necessidade
do aluno atingir determinado objetivo, selecionando estratégias, justificando e apresentando
solucdes, e engloba a integracdo e combinacdo de construcdes reconhecidas, utilizadas para
alcancar determinado objetivo, bem como a utilizagdo de procedimentos matematicos que tenha
reconhecido num contexto anterior. Constructing é a acdo epistémica central da abstragio e
consiste na combinacao e reorganizacado de construgdes pelo processo de matematizacgao vertical,
para produzir uma nova construcio. Esta refere-se a primeira vez em que a nova construcio é
expressa através da verbalizacdo ou da acao.

No sentido de aprofundar o conhecimento em relacio ao desenvolvimento das acées
epistémicas do modelo RBC+C e esclarecer algumas duvidas resultantes da aplicacdo do mesmo,
Dreyfus et al. (2015) esclarecem o significado e as diferencas atribuidas as a¢des Building-with e
Constructing, destacando que a primeira se refere ao processo de construcio e a dltima somente
ao resultado desse processo. Relativamente a construcao desenvolvida pelos alunos, identificada
através de Constructing, aqueles autores realcam que ela nio terd de ser obrigatoriamente
adquirida, podendo, em si prépria, ser uma construcao fragil e dependente do contexto. Por sua
vez, Consolidation s6 surgira apés o desenvolvimento de Constructing e de uma forma
independente, reforcando a compreensdo e consolidagio da nova constru¢do. Os estudos
desenvolvidos por aqueles autores permitiram também concluir que o desenvolvimento de
Constructing depende do desenvolvimento de Recognizing, e que Recognizing e Building-with
promovem, em conjunto, o seu desenvolvimento. Por sua vez, Constructing nao representa a soma
das acbes Recognizing e Building-with, mas antes a reorganizacdo vertical do conhecimento que
delas advém.

Dreyfus e Kidron (2006) também real¢gam a dificuldade que, por vezes, se tem em identificar o
momento especifico em que ocorre determinada construcdo, problema que pode ser explicado
através da ocorréncia de diferentes constru¢des paralelas. Sugerem, por isso, a realizacido de
estudos que permitam identificar a relacdo estabelecida entre as diferentes acdes epistémicas do
modelo, sugestio que permite realcar a pertinéncia da presente investigacdo. Os autores do
presente artigo entendem que a definicdo de subcategorias para as acgdes epistémicas, a
semelhanca dos estudos realizados por Dreyfus e Kidron (2006) e Dreyfus et al. (2015), podera
ajudar a compreender melhor as relacdes estabelecidas entre as diferentes a¢des epistémicas. Foi

com este proposito que foram definidas as subcategorias de Recognizing, Building-with e
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Constructing (ver capitulo da Metodologia), pretendendo-se, assim, dar mais uma contribuicao

para um melhor esclarecimento sobre a forma como os alunos constroem o pensamento algébrico.

Early Algebra e o desenvolvimento do pensamento algébrico

Estudos diversos foram reforcando a ideia de que a origem de algumas das dificuldades
identificadas durante o trabalho algébrico poderiam dever-se ao facto de a aritmética e a dlgebra
serem trabalhadas como areas distintas (Guimaraes, Arcavi, Gémez, Ponte & Silva, 2006) quando,
de facto, se constata que a algebra estara enraizada na aritmética, dependendo do raciocinio
aritmético (Drijvers, 2003). A ideia de que “ha algo inerentemente aritmético na algebra e algo
inerentemente algébrico na aritmética” (Radford, 2012, p. 2) e de que a aritmética e a algebra
deveriam ser trabalhadas como duas faces da mesma atividade promoveu o interesse em
desenvolver o pensamento algébrico dos alunos mais jovens e, em particular, o sentido do ntimero
(Ponte, 2006) e do simbolo (Arcavi, 2006). Sugere-se a resolucdo de tarefas que incentivem a
observacdo de regularidades e propriedades numéricas, a interpretacdo e utilizacao de linguagem
simbolica, bem como a generaliza¢do de rela¢des identificadas.

Relativamente as dificuldades que podem advir da aprendizagem da algebra, destacamos, por
se relacionarem com o presente estudo, as que se devem a exigéncia da compreensao conceptual
e combinacdo de representacdes (Kieran, 2004) ou a mudanca de significado das letras e simbolos
(Schoenfeld, 2005).

O interesse em preparar os alunos mais jovens para uma aprendizagem bem-sucedida da
algebra contribuiu para o surgimento da Early Algebra, que propde a introducao da dlgebra desde
os primeiros anos do ensino basico, estimulada transversalmente durante o ensino e a
aprendizagem das diferentes tematicas contempladas no curriculo (Carraher et al., 2007). De
acordo com esta perspetiva, os alunos deverdo desenvolver o pensamento algébrico nao se
limitando a memorizar e a reproduzir procedimentos treinados. A medida que foram sendo
realizados e publicados trabalhos de investigagdo nesta area, foram igualmente delineados com
maior clareza os seus pressupostos e transmitidas algumas orientacdes sobre como promover o
desenvolvimento do pensamento algébrico de alunos mais jovens, com idades compreendidas
entre os 6 e os 12 anos. A andlise prendeu-se, sobretudo, com a forma como os alunos
identificavam e construiam relagdes, conjeturavam, generalizavam, representavam e justificavam
raciocinios desenvolvidos (Kieran, Pung, Schifter & Ng, 2016).

Apesar de ndo existir uma definicdo universal que caracterize o pensamento algébrico, a
generalizagdo surge como uma das suas componentes mais importantes. Mason (2018) considera
que a generalizacdo é o nucleo crucial do pensamento algébrico, mesmo quando ndo se trabalha
com notacdo alfanumérica, podendo ocorrer entre as criangas mais jovens. Por sua vez, Blanton
etal. (2018) consideram que o pensamento algébrico vai para além da generalizagdo, englobando
também a representacdo e a justificacdo, bem como o uso de notagdo alfanumérica. Segundo estes

investigadores, para que a generalizacdo ocorra dever-se-a: (i) recorrer a quantidades
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indeterminadas e modos idiossincraticos ou especificos, cultural e historicamente evoluidos, para
representar/simbolizar quantidades e opera¢des indeterminadas, bem como (ii) lidar com
quantidades indeterminadas de maneira analitica.

Radford (2014) caracteriza o trabalho de promocido do desenvolvimento do pensamento
algébrico em trés pontos fundamentais: (1) indeterminagdo: através da resolucdo de problemas
envolvendo nimeros desconhecidos; (2) denotacdo: ao trabalhar com nimeros indeterminados
que podem ser nomeados ou simbolizados de diferentes formas (gestos, palavras, sinais
alfanuméricos, entre outros); (3) analiticidade: quando as quantidades indeterminadas sao
tratadas como se fossem niimeros conhecidos.

A Early Algebra foi, desta forma, ganhando expressdo para ser trabalhada nos primeiros anos
do ensino basico, considerando-se vantajoso estimular o desenvolvimento do pensamento
algébrico dos alunos. Focamos também a nossa atencdo no desenvolvimento do pensamento
relacional, como forma de promover o pensamento algébrico, destacando-se que esse pode ser
estimulado através da capacidade de olhar para as expressoes ou equacdes na sua conce¢ao mais
ampla, revelando relacdes numéricas e propriedades (Carpenter, Franke & Levi, 2003).
Acrescentamos que, a semelhanca de Mestre (2014), também consideramos que algumas
caracteristicas presentes nas tarefas, como por exemplo a variacdo das relacdes numéricas, sdo
essenciais para o desenvolvimento do pensamento relacional, pelo que este é contemplado na

tarefa selecionada para este artigo.

Opgoes e procedimentos metodoldgicos

Adotou-se uma metodologia qualitativa sustentada no paradigma interpretativo (Bogdan &
Biklen, 1994), analisando ao pormenor e descrevendo detalhadamente as acdes epistémicas do
modelo RBC+C que se observaram durante o processo de abstracdo dos alunos, visando
compreender como construiram o novo conhecimento matematico.

0 artigo que aqui se apresenta decorre de um estudo que foi desenvolvido na sala de aula
(Pimenta, 2016), com uma turma de 31 alunos do quinto ano de escolaridade (9 e 10 anos de
idade). Estes estavam organizados essencialmente em pares, havendo grupos de trés e de quatro
alunos. A primeira autora deste artigo era, também, a professora da turma.

Face a necessidade de analisar pormenorizadamente como eram construidos e aplicados os
novos conhecimentos e que relacdo existia entre as diferentes a¢des epistémicas do modelo
RBC+C, selecionaram-se dois alunos da turma, aqui identificados como GI e LP, como alvo de uma
recolha de dados mais alargada. Eram dois alunos interessados, empenhados e que expunham de
forma aberta e clara, oralmente e por escrito, as ideias e os conhecimentos matematicos, quer
adquiridos anteriormente, quer aqueles em construcao. Na sala de aula estabeleciam entre si uma
relacdo empatica que se traduzia no envolvimento e na partilha de conhecimentos e raciocinios

durante a realizacdo das atividades propostas (Pimenta, 2016).
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Foram elaboradas oito tarefas de natureza exploratdéria, enquadradas no normal
funcionamento das aulas, assumidas como um desafio, e com uma natureza investigativa, exigindo
a interpretacdo e a comunicacdo entre professora e alunos, e entre alunos. Na sua elaboracio,
atenderam-se a caracteristicas e orienta¢des dadas pela proposta curricular da Early Algebra, bem
como ao interesse em estimular o desenvolvimento das ac¢Ges epistémicas do modelo RBC+C. Por
esse motivo, os desafios propostos nessas tarefas contemplaram a identificacdo de regularidades,
a compreensao de relacdes, o entendimento de elementos concetuais, a utilizacdo de linguagem
simbdlica e a resolucido de problemas de natureza algébrica. Consideraram-se, também, situa¢des
em que o aluno é solicitado a operar com o “desconhecido” e a trabalhar com quantidades
indeterminadas como se tratassem de numeros conhecidos, pretendendo-se, dessa forma, o
desenvolvimento do pensamento analitico (Radford, 2012).

A recolha de dados verificou-se em trés fases distintas, coincidindo com as diferentes fases de
implementacio das tarefas: i) apresentacio da tarefa pela professora, ii) resolucées dos alunos, e
iii) discussdes sobre a tarefa, entre os pares de alunos e entre estes e a professora, e a discussao
coletiva entre a professora e os alunos. As tarefas foram apresentadas, resolvidas e discutidas na
sala de aula e durante a fase de resoluciao por parte dos alunos. A professora envolveu-se no
processo de construcdo do novo conhecimento matematico, dialogando e incentivando a
comunicacdo oral e escrita e a partilha de conhecimentos, duvidas, ideias e convicgdes. Assim,
obtiveram-se registos audiovisuais e escritos em cada um desses momentos.

A analise de dados seguiu trés fases distintas:

1.2) Compilacdo dos registos escritos e transcri¢des audiovisuais, codificados por [Li], onde i
representa a linha correspondente a transcri¢cdo, de modo que L20, por exemplo, foi registada
num momento posterior a L10;

2.2) Clarificagdo das categorias consideradas e constru¢do das subcategorias, por categoria,
pelas quais foram distribuidos os dados empiricos, tendo sido utilizado, como auxiliar, o software
ATLAS.ti. Nesta fase foi-se fazendo alguma reflexdo. Este trabalho foi realizado tarefa a tarefa.
Assim, constituiram-se oito blocos de dados, um por tarefa e com a mesma estrutura.

3.2) Leitura transversal dos resultados registados em cada categoria ao longo de cada tarefa
trabalhada, permitindo responder as questdes de investigacdo e enquadra-las na teoria que a
suportou.

Neste artigo, iremos reportar-nos essencialmente a analise da tarefa “Relacdo de Equilibrio”,
que corresponde a ultima das oito tarefas trabalhadas no estudo mais alargado (Pimenta, 2016).

As categorias e subcategorias de analise resultaram dos pressupostos teoricos, da natureza do
pensamento algébrico, bem como das questdes de investigacdo colocadas (Quadro 1). As
categorias definidas dizem respeito as acoes epistémicas do modelo RBC+C adotado (Dreyfus &
Kidron, 2006; Dreyfus et al., 2015), tendo adquirido igual denominagao: Recognizing, Building-
with, Constructing e Consolidation. E de notar que a categoria Consolidation é interpretada como

sendo a aplicacao pelos alunos de uma construcao recente, ou seja, a aplicacao de uma construcdo
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adquirida com a resolu¢do das tarefas trabalhadas anteriormente. As subcategorias surgiram
como fruto tedrico da compreensio das acdes epistémicas enquadradas no desenvolvimento do
pensamento algébrico, ou seja, resultaram do ajustamento da definicdo de cada acdo epistémica a

realidade do estudo apresentado. No Quadro 1 apresentamos as categorias e subcategorias de

analise definidas para o presente estudo, bem como os respetivos descritores.

Quadro 1. Categorias e subcategorias de andlise e respetivos descritores

Categorias

Subcategorias

Recognizing

Interpretagdo: interpretam dados enunciados, identificam regularidades e
relacoes, reconhecendo essas percecoes.

Pré-requisitos: reconhecem a utilidade de construgcdes adquiridas,
selecionando-as para darem resposta. As constru¢des podem resultar de
conhecimentos concebidos em aprendizagens anteriores ou da tarefa que
estdo a resolver. Consolidation pode manifestar-se através da sele¢do de
pré-requisitos, quando estes se relacionam com construgdes alcangadas
pela resolucido das tarefas anteriores.

Regularidades: identificam regularidades nos enunciados, tabelas, padrdes
ou semelhancas.

Building-with

Estratégias: mobilizam e aplicam estratégias para representar os dados, o
raciocinio, para justifica-lo e obter solugdes.

Solugdes: obtém solucdes que ddo resposta as solicitagoes, permitem a
obtencdo de solugdes intermédias, aproximando-os da nova construcao.

Justificagdo: justificam verbalmente, por escrito, através de desenhos ou
esquemas, o raciocinio desenvolvido e as solu¢des apresentadas.

Aplicagdo de construgées: integram e combinam uma construgdo adquirida
para atingir determinado objetivo, mesmo que venham a revelar-se “falsos
come¢os” ou “becos sem saida”. Quando as construcdes aplicadas se
referem a construcgoes obtidas nas tarefas anteriores estamos na presenca
de Consolidation.

Constructing

Reorganizagdo: reorganizam dados, solugdes, ideias e construcoes
adquiridas anteriormente para conceberem a nova construgao e atingirem
0 objetivo da tarefa.

Generalizagdo:  generalizam regularidades, estendem relagdes,
propriedades e procedimentos aritméticos a algébricos e resolvem
problemas de natureza algébrica.

Consolidation

Processo que ocorre quando os alunos aplicam uma construgdo recente
que pode manifestar-se durante a resolucdo das tarefas. Este processo
segue-se a Constructing e esta ligado a sucessivos processos de construgao
promovidos pela sequéncia de tarefas.

A tarefa Relacgio de Equilibrio

Com a tarefa Relacdo de Equilibrio (Figura 1) procura-se que os alunos interpretem dados

constantes numa balan¢a e no enunciado do problema, incentivando-se a interpretacdo e

utilizacdo de linguagem simbdlica e, em particular, do sinal de igual.
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1. Observa a figura seguinte, onde se encontra representada uma balanga de pratos
(cuja massa é desprezavel), quatro bonecas iguais (com igual massa) e uma massa
marcada com 20 gramas.

80> B B>

Figura 1. Enunciado da tarefa Relacao de Equilibrio

Pretende-se promover nos alunos a interpretacdo do significado matematico presente na
balanca e estabelecer relacdes com significado, associando o equilibrio da balanc¢a ao sinal de
igual. Na Figura 2, a massa atribuida a cada boneca representa um valor desconhecido para o aluno
(representado pela letra b), procurando-se constatar se Consolidation, respeitante as construcdes

adquiridas nas tarefas aplicadas anteriormente, se manifesta, ou nao.

Considera b a massa de cada boneca, expressa em gramas, e da resposta as questdes que se
seguem:
a. Representa, através de uma expressdo matematica, a massa dos objetos colocados nos
pratos do lado esquerdo da balanca.
b. Representa, por uma expressao matematica, a massa dos objetos colocados nos pratos
do lado direito da balanga.

Figura 2. Questdes 1.a. e 1.b. da tarefa Relacao de Equilibrio

Os alunos sdo motivados a utilizar linguagem simbdlica para representar os dados. Espera-se,
através das duas primeiras questdes, que evidenciem habilidade para representar a massa dos
objetos, utilizando a expressao b + 20 para se referirem a massa constante no lado esquerdo e a
expressao b + b + b, ou outra equivalente (como 3 X b), para representarem a massa colocada no
lado direito da balanga. Na Figura 3 surgem as restantes questdes da tarefa, através das quais se

procurardo identificar relaces numéricas que os alunos poderao estabelecer.

c. O que acontece a balanca se for retirada uma boneca de um dos pratos?

d. O que acontece a balanca se for acrescentada uma massa marcada com 2 gramas
a um prato da balanca, em ambos os lados?

Figura 3. Questdes 1.c. e 1.d. da tarefa Relacdo de Equilibrio

Através das alineas c) e d) procura-se focar a atencdo dos alunos para situacdes em que a

balanca estd em equilibrio/desequilibrio, para que adquiram maior compreensdo acerca das
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relacdes numéricas. Espera-se que na alinea c) indiquem que a balanca fica em situacao de
desequilibrio, caso se retire uma boneca do lado direito. Em relacao a questio colocada na alinea
d), espera-se que compreendam que a igualdade mantém-se, expressando-a em linguagem
matematica. Na ultima questao, apresentada na Figura 4, solicita-se a atribuicdo de valor numérico
a massa da boneca, que consideramos ser a construcdo pretendida para esta tarefa. Interessa
analisar que competéncias mobilizardo os alunos para resolver esta equacdo e que significado

atribuem a letra b.

e. Qual é a massa de cada boneca?

Figura 4. Questao 1.e. da tarefa Relacdo de Equilibrio

Pretende-se, recorrendo ao equilibrio estabelecido e a representacdo pictérica, compreender
como os alunos determinam o valor da massa e utilizam linguagem matematica simbolica. Através
da questdo 2, presente na Figura 5, procura-se favorecer a presenca da acdo epistémica

Consolidation.

2. Analisa as balancas que se seguem e, considerando que a massa dos pratos das balancas é
desprezavel, determina a massa dos objetos (bonecos — crocodilo e urso, frascos de igual
massa) representados.

Hss - g ! = g 17 & W

Figura 5. Questao 2 da tarefa Relacdo de Equilibrio

0 Modelo RBC+C em acao

Nas subsecc¢des que se seguem procuraremos evidenciar de que forma se desenvolveu o processo
de abstracao dos alunos, analisando-se com maior pormenor o desenvolvimento das categorias e

subcategorias de andlise.

Acao de Recognizing

Na fase inicial de analise dos resultados recolhidos procurou-se identificar a presenca da acao
epistémica Recognizing, através do trabalho desenvolvido pelos alunos aquando da leitura dos
enunciados e da interpretacdo do conteido matematico presente na balanca. Entendia-se que,

nesta fase inicial do processo de abstracio, seria possivel identificar a presenca das subcategorias
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de andlise definidas e percecionar que competéncias matematicas os alunos reconheceriam como
importantes para resolver o desafio que lhe estava a ser colocado.

0 desempenho demonstrado pelos alunos durante a realizacdo da tarefa permitiu identificar
em que momentos surgiram as categorias de analise definidas, como se relacionaram entre si, e

que influéncia tiveram no desenvolvimento da acdo epistémica Recognizing.

Interpretagdo no desenvolvimento da acdo epistémica Recognizing

0 desempenho evidenciado pelos alunos durante a fase inicial de leitura da tarefa e o didlogo que
estabeleceram entre si permitiram identificar, como se podera constatar através do Quadro 2, que
a presenca da subcategoria Interpretacdo ocorreu na fase inicial do processo de abstragdo e que
os alunos reconheceram construgdes adquiridas em contextos anteriores como importantes para
desenvolverem a nova construgao.

Realca-se que o quadro contém apenas parte de alguns dos excertos que foram analisados
pormenorizadamente durante o estudo, pretendendo-se, ainda assim, transmitir com a melhor

clareza possivel, como se manifestou a subcategoria Interpretagdo.

Quadro 2. Interpretacido durante Recognizing

L14 - GI [... referindo-se a questdo 1.a), aos dados do enunciado
escrito e aos que figuravam na balanca]: Temos 20 gramas mais uma
boneca que “pesa” b...

L17 - GI [... referindo-se a questdo 1.b) e aos dados que figuravam na
tabela]: Temos agora do lado [...] direito trés bonecas.

L23 - LP [referindo-se a questdo 1c)]: [...] Se tirares esta boneca aqui
[apontou para a boneca do segundo prato do lado esquerdo da
balanca] este lado [apontou para os pratos da direita] vem para baixo
[simulou a situacdo com o dedo].

80> 00> 90>

L.26 - GI: Esse lado, um dos lados fica mais “pesado”, o que acontece a
balanca é que fica desequilibrada.

L73 - GI: Neste prato [apontando para o prato do lado esquerdo]
temos oito gramas também [referindo-se a primeira balanga].

Observa-se que a subcategoria Interpretacdo se manifestou na fase inicial do processo de
abstracdo, durante a leitura dos enunciados, quando os alunos procuravam compreender o que
lhes estava a ser pedido [L14, L17]. E de real¢ar o facto de terem conseguido, através da
interpretacido da balanga, extrair informacdo matematica que, posteriormente, lhes permitiu dar
inicio a resolucio da tarefa [L.23]. Por outro lado, constatou-se que a subcategoria Interpretagdo
ndo se expressou apenas através do didlogo verbal estabelecido entre os alunos, mas também
através da expressao gestual que eles foram estabelecendo e que, de algum modo, contribuiu para

o desenvolvimento do raciocinio.
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Nem sempre esta subcategoria promove de uma forma isolada o desenvolvimento da acao
epistémica Recognizing. Nas subseccdes que se seguem vai ser possivel identificar o seu

envolvimento com outras subcategorias de Recognizing.

Interpretagdo na selecdo de Pré-requisitos

A manifestacdo da subcategoria Interpretagdo foi, durante o processo de leitura e andlise do
contelildo matematico presente no enunciado e tabela, acompanhado pelo desenvolvimento da
subcategoria Pré-requisitos. Ao abstrairem sobre os dados, os alunos mobilizaram conhecimentos
adquiridos na resolucdo das tarefas anteriores, bem como em outras aprendizagens, para darem
inicio a resolucdo do desafio que lhes foi colocado. Na Figura 6, pretende-se exemplificar uma
situagdo em que Pré-requisitos resultou do desenvolvimento de Interpretagdo. Note-se que a L14

do Quadro 2 se refere a interpretacao dos dados constantes na balanca.

L15 — [...] GI escreveu 20 + 1b de imediato e sem evidenciar qualquer receio quanto a
presenca da letra b. [LP também nédo estranhou a representacéo de Gl].

Figura 6. Pré-requisitos durante Recognizing

Na Figura 6 constatamos que o aluno GI mobilizou conhecimentos adquiridos em
aprendizagens anteriores, tais como a adicdo e a linguagem simbdlica (a interpretacao e utilizagao
de linguagem simbédlica corresponde a construgdes alcangadas com a resolucdo de tarefas
aplicadas durante este estudo), para expressar matematicamente o seu raciocinio. Nesta situacio
particular, observamos que o desenvolvimento da Interpretacdo favoreceu a selecio de Pré-
requisitos adequados a resolucdo do desafio e que ambas as subcategorias caracterizaram o
desenvolvimento da acdo epistémica Recognizing. Por sua vez, ao interpretar o significado
atribuido a letra b, reconhecendo tratar-se de um valor numérico indeterminado, o aluno
evidencia o desenvolvimento da subcategoria Aplicagdo de uma construgdo recente, revelando a
presenca da agdo epistémica Consolidation.

Relativamente ao desempenho evidenciado pelos alunos na fase inicial do processo de
abstracdo, quando interpretavam e selecionavam os dados enunciados, realca-se a representacao
de uma nova balanca, desenhada por eles, e que foram utilizando para expressar o seu raciocinio.

A representagdo pictérica desenhada pelos alunos transmite ndo sé a capacidade de
interpretacdo do significado matematico presente no enunciado das questdes, como também
originalidade na forma de representar os dados enunciados e os conhecimentos matematicos
mobilizados (Figura 7). Realga-se a presen¢a do simbolo “=”, situado na haste da balanga,
assemelhando-se ao “equilibrio” presente na resolucdo de uma equagdo matematica. A notacao
“+2” evidencia compreensido do conteildo matematico expresso na questdo “o que acontece a

balanga se for acrescentada uma massa marcada com 2 gramas a um prato da balanca, em ambos
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os lados?”, para além de capacidade para representar a adicdo de uma massa de 2g a cada lado da

balanga.

Figura 7. “Equacdo” pictérica

Regularidades no desenvolvimento de Recognizing

A abstracdo desenvolvida na fase inicial da resolucao da tarefa foi, gradualmente, transitando de
uma relacdo geral, correspondente a interpretacdo e mobilizacao de pré-requisitos, para uma fase
mais consistente, em que os alunos “experimentaram” procedimentos que os conduzisse a
resolucdo do desafio. Nesse sentido, os alunos procuraram atribuir um valor numérico a massa da
boneca, “desenhando” uma nova balanca para representarem as relacdes numéricas que iam

estabelecendo. A segunda balanca, representada na Figura 8, corresponde a representacdo

pictérica desenhada pelos alunos.

DN
O

L42- LP [Olhando para o desenho do colega, proferiu, apontando para as
“bonecas”...]. Estas duas “bonecas” [apontando] “pesam” vinte gramas...

Figura 8. Relacdes estabelecidas durante Recognizing

Constatamos que os alunos exploraram a representacio pictérica (balanca), analisando o todo
e identificando a parte comum, conseguindo, por isso, constatar que a massa das duas bonecas
seriaigual a 20 gramas. A subcategoria Regularidades esteve presente no equilibrio observado nas
duas representagdes, pois os alunos compreenderam que ao retirarem igual massa a ambos os
pratos da balanca ela manteria o equilibrio. Também é possivel observar a relagido estabelecida
entre o simbolo pictérico (nimeros de bonecas) e o respetivo valor numérico (massa de cada
boneca), de modo que para eles, retirar duas bonecas (simbolo pictérico) corresponderia ao que
em matematica representaria subtrair a ambos os membros de uma equagdo a mesma quantidade,

ou seja, a aplicagdo do principio de equivaléncia da adigdo na resolugido de equagdes. Com efeito,
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pode-se considerar que os alunos iniciaram a resolu¢do de uma equacao pictdrica, a semelhanca
do que é descrito na metodologia pictoral equations, explorada nos curriculos de Singapura com o
objetivo de estimular o desenvolvimento do pensamento algébrico. Destaca-se, ainda, que a
representacdo dos alunos realgou a presenca da subcategoria Regularidades e favoreceu, ndo s6 o
desenvolvimento da acdo epistémica Recognizing, mas também a criacdo de um processo de
resolucdo para o desafio colocado. Por outro lado, constatou-se que o processo de abstracdo dos
alunos foi caminhando de uma forma mais geral para outra mais particular, no sentido do que foi

descrito por Davydov (1990).

Acao de Building-with
Estratégias e Aplicagdo de construgdes no desenvolvimento de Building-with

O desenvolvimento da acdo Building-with podera traduzir-se na aplicacdo de estratégias e
conhecimentos, reconhecidos como uteis para a resolucao do desafio e identificados durante o
desenvolvimento da ac¢do epistémica Recognizing, que contribuam para a apresentacdo de
solucdes intermédias e que possam justificar os raciocinios desenvolvidos. Entenda-se que, em
Building-with, os alunos podem representar dados que interpretaram, aplicar pré-requisitos que
mobilizaram e estenderem regularidades observadas durante o desenvolvimento da acdo
Recognizing. Assim, a acao Building-with resulta do desenvolvimento da acao Recognizing e, em
particular, das subcategorias de andlise Interpretacdo, Pré-requisitos e Regularidades.

A construcdo de uma nova balanca com informacdo mais precisa transmite a forma como os
alunos interpretaram os dados e aplicaram os conhecimentos adquiridos. No sentido de transmitir
com maior clareza de que forma se manifestaram as subcategorias de analise correspondentes a
acdo epistémica Building-with, reunimos alguns dos resultados registados pelos alunos nos
Quadros 3a e 3b.

Estes dados revelam que a selecdo de Estratégias adequadas e a Aplicagdo de construgées
adquiridas contribuiram para o desenvolvimento do raciocinio dos alunos, favorecendo a
Justificagdo de raciocinios e a obten¢do de Solugdes intermédias que os aproximaram da
construcdo pretendida. A Figura 9 ilustra a forma como os alunos utilizaram representagoes
pictoricas para darem resposta a questao “O que acontece a balanga se for acrescentada uma massa
marcada com 2 gramas a um prato da balanga, em ambos os lados?” e ajuda a compreender melhor
a influéncia que tiveram as subcategorias Estratégias e Aplicacbes de construgcdes no

desenvolvimento da acao Building-with.
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Quadro 3a. Manifestagdo das subcategorias da a¢do epistémica Building-with nas questéesaeb

a. Representa, através de uma expressao matematica, a massa dos objetos colocados nos pratos

do lado esquerdo da balanca.
514

'I.r A
|

L14 - GI [... referindo-se a questdo 1.a), aos dados do enunciado escrito
e aos que figuravam na balanc¢a]: Temos 20 gramas mais uma boneca que
“pesa” b. [LP acenou, mostrando concordar] [GI escreveu 20 + 1b, de
imediato, e sem evidenciar qualquer receio quanto a presenca da letra b].

e

b. Representa, por uma expressdo matematica, a massa dos objetos colocados nos pratos do
lado direito da balanca.
L17 - GI[... referindo-se a questdo 1.b) e aos dados que figuravam na

tabela]: Temos agora do lado [...] direito trés bonecas. O seu “peso” é:
Gl e LP: trés bonecas.

Gl: [mostrando agilidade na exposicdo das suas ideias]: Podemos <
escrever b + b + b. [LP aceitou com naturalidade...].

Subcategorias evidenciadas

Estratéglas Explorgram os dados mf;lteméticc.)s pres.ente.s na primeira balanca; .
Traduziram a informacdo numeérica e pictérica em linguagem algébrica;
Aplicagdo de | Interpretaram e utilizaram linguagem simbdlica (constru¢des adquiridas)
construcées | pararepresentarem o seu raciocinio.
Apresentaram solug¢des intermédias, as expressdes algébricas b+ 20 e b +
Solugoes b + b que, posteriormente, simplificaram estabelecendo a igualdade b + b +
b = 3b.
A justificacdo dos raciocinios e das opg¢des tomadas esteve presente no
Justificacao | didlogo, nas representagdes pictéricas e nas expressdes algébricas
apresentadas.

Quadro 3b. Manifesta¢do das subcategorias da agdo epistémica Building-with nas questdes c e d

c. O que acontece a balanca se for retirada uma boneca de um dos lados do prato?

L23 - LP: [...] Se tirares esta boneca aqui [apontou para a boneca do segundo prato do lado esquerdo...]
este lado [apontou para os pratos da direita] vem para baixo [simulou a situagdo com o dedo].

L26 - GI: [...] um dos lados fica mais pesado, o que acontece a balanga € que fica desequilibrada. [...]
Gl [escreveu: Se retirarmos 1b de um dos pratos a balanca ficara desequilibrada].

d. O que acontece a balanca se for acrescentada uma massa marcada com 2 gramas a um prato
da balanga, em ambos os lados?

L30 — GI: [...] Nesta colocamos massas de dois gramas [...] [comecou a desenhar uma balanga].
LP [interrompendo]: Fica igual, colocas dois gramas de cada lado.

GI: Vou desenhar para explicar melhor [...]. Destacou, também em cada um dos lados, a presenca de
mais dois gramas, escrevendo +2. (...) acrescentou,. .., em linguagem natural, a resposta a questdo [...].

Subcategorias evidenciadas

Estabeleceram uma relacdo entre os dados presentes nas balancas e as
Estratégias | quantidades a retirar e a colocar em cada um dos lados da balanga;
Desenharam uma nova balanga para representar os dados;
L Associaram o equilibrio da balanca a igualdade das massas a retirar ou a colocar;
Aplicagdo de
construgdes | Escreveram em linguagem matematica +2, de modo a representaram a adi¢do
de dois gramas a cada lado da balanga. Repare-se que este foi 0 momento em
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que os alunos aplicaram a interpretacdo e os conhecimentos reconhecidos
durante o desenvolvimento da a¢do epistémica Recognizing;

Utilizaram linguagem simbélica para darem resposta a questao.

Utilizaram balancas, que aperfeicoaram, para justificar o seu raciocinio;

Solugoes Apresentaram resposta as questdes colocadas.

A justificacdo dos raciocinios e das op¢des tomadas estiveram presente no
Justificacao | didlogo mantido entre os alunos, na representacao das balancas e nas solugdes
apresentadas.

A primeira representacio pictérica desenhada pelos alunos (Figura 9) evidencia compreensao
dos dados e do equilibrio existente entre as massas. Revela da parte dos alunos habilidade para
integrar conhecimentos adquiridos, pois eles substituiram o equilibrio representado
pictoricamente por uma igualdade entre duas expressdes algébricas, fazendo uso de linguagem
simbolica. Por sua vez, os alunos utilizaram a letra b para representar o valor numérico
indeterminado, associando-o a massa da boneca. Representaram algebricamente as massas
presentes nos dois lados da balanga, b + 20 e b + b + b, habilidade que se revelou essencial para
o desenvolvimento de Building-with, sem a qual a estratégia utilizada - representacio pictérica -

poderia ndo ser tdo significativa como se veio a revelar.

i>‘I‘o‘3o: bth
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Figura 9. Building-with na resoluc¢do da tarefa Relagdo de Equilibrio

A utilizacdo de linguagem simbolica resultou da experiéncia que os alunos adquiriram com a
resolucdo de outras tarefas aplicadas durante o estudo e com as quais se pretendia promover o

desenvolvimento do pensamento algébrico. Assim, Consolidation manifestou-se através do
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desenvolvimento da subcategoria Aplicacdo de construgdes e, a semelhanc¢a do que ja se tinha
verificado com Recognizing, também foi essencial para o desenvolvimento de Building-with.

A segunda representacao pictorica (e posteriormente a terceira balanca) pode ser entendida
como Estratégias que fomentaram o raciocinio dos alunos. Porém, foi a associacdo entre a
representacdo pictdrica - Estratégias - e a Aplicagcdo de construgbes adquiridas que contribuiu
para o desenvolvimento da a¢do Building-with e permitiu que os alunos determinassem o valor
concreto de b.

No sentido de Davydov, pode-se interpretar que os alunos partiram de uma forma de abstracdo
mais geral, designadamente da igualdade b + 20 = b + b + b, para outra mais particular, 10 = 1b.

Destaca-se, uma vez mais, que a sequéncia de balancas representadas sugere a resolucao
pictérica de uma equacdo, em que os principios matematicos parecem ser aplicados através do
desenho. Esta transferéncia de dados, para linguagem matematica, reforca os pressupostos da
Early Algebra, pois estes alunos, mais jovens, utilizaram linguagem simbélica com significado para
operar com valores desconhecidos. A linguagem algébrica mostrou-se, como tal, acessivel aos

alunos mais jovens e contribuiu para a resolugao da tarefa.

Solucaes e Justificagdo no desenvolvimento de Building-with

Os dados recolhidos permitiram constatar que o desenvolvimento do processo de abstracao,
estimulado pela aplicacdo de estratégias e de construcdes recentes, favoreceu a justificacdo de
raciocinios e a apresentacdo de solucdes intermédias.

Entenda-se que a exploracdo do contelido matematico presente na primeira balanca da Figura
9 permitiu que os alunos aplicassem, através da sua representagao pictérica, o que em linguagem
matematica natural corresponderia ao principio da adigdo - Se a ambos os membros de uma
equagdo subtrairmos a mesma quantidade (a massa b) obtém-se uma equagdo equivalente a dada
(b+20—b =b+b+Db—->b e 20 =>b + b)-naresolucio de equagdes. Por sua vez, a
relacdo estabelecida entre as duas balangas assemelha-se a equivaléncia de duas equacdes, pelo
que se considera que os alunos utilizaram a representacdo pictérica como Estratégia para
resolverem o desafio e, através dela, iniciaram um processo de resolucdo semelhante ao da
resolucdo de equacgdes. Realce-se que o desenvolvimento da subcategoria Aplicagdo de construgdes
recentes esteve, nesta situacdo, associada a utilizacdo de linguagem simbdlica, e que a
apresentacao de Solugédes e Justificacdo para o raciocinio estabelecido foi surgindo a medida que
os alunos exploravam as representacdes pictéricas para integrar e combinar dados e
conhecimentos matematicos.

Considere-se a segunda questdo, respeitante a massa de diferentes objetos (Figura 10).
Procuramos identificar que estratégias os alunos aplicaram para obter os valores numéricos
indeterminados, bem como compreender de que forma integraram dados e conhecimentos para

alcancar solugdes e justificar o seu raciocinio.

Quadrante, Vol. XXVIII, N.° 1, 2019



As acbes epistémicas na construcao ... 45

GI: Neste prato [apontando para o prato do lado esquerdo]

/sa temos oito gramas também. O crocodilo “pesa”... quatro.
Z 46k ) 34 Podemos escrever que o crocodilo, o “peso” do crocodilo é
— i igual a oito menos quatro. [Escreveu, selecionando a letra ¢

sem dificuldades, escrevendo ¢ = 8 — 4 = 4] [...]

LP: ... queremos saber o “peso” do iogurte. Dez mais dois
iogurtes [GI iniciou a escrita] igual [...] a cinco mais trés
Y Yonn iogurte.

T [Glescreveul0+i+i=5+i+i+i][...].
GI [iniciou o raciocinio]: [...] podemos tirar como ja
fizemos [...] tiras estes dois iogurtes [riscou i + i] e aqui
também [i + {] fica s6 um [escreveu 10 = 5 + i].

- s K
&)

2
i _%] ) _:J LP: este ¢ facil, o urso “pesa” 4 gramas e podemos escrever

= u=4.

Figura 10. Solugdes e Justificacdo na resolucdo da questdo 2

Na Figura 10 constata-se que os alunos interpretaram os dados presentes nas balangas,
encontrando corretamente os valores numéricos indeterminados. Desse modo, atribuiram os
valores das massas, tendo desenvolvido a resolucdo de uma equagdo apenas para a segunda
situagdo. O raciocinio estabelecido para descobrir a massa do frasco de iogurte foi semelhante ao
utilizado para obter a massa da boneca na primeira questdo. No entanto, os alunos nao tiveram
necessidade de recorrer a representacdo pictdrica para estabelecer o equilibrio entre massas
equivalentes, resolvendo a equacdo através de um procedimento algébrico.

0 principio da adi¢do voltou a estar presente na simplificacdo das duas expressoes algébricas
apresentadas-10+4i+ie5+4 i+ i+ i-poisosalunos “subtrairam” aambos os lados da balanca
a mesma quantidade. As solug¢des intermédias coincidiram com as massas do crocodilo e do urso,
determinadas de imediato, com as expressoes algébricas e com as duas igualdades: 10 +i +i =
5+i+i+iel0=5+1.

As subcategorias Solugbées e Justificagdo resultaram da interpretagdo que os alunos
desenvolveram em relacdo as representagdes pictoricas e ao desenvolvimento da subcategoria
Aplicagdo de construgées recentes, que voltou a revelar-se essencial no desenvolvimento da acao
epistémica Building-with. A subcategoria Estratégias ndo adquiriu a mesma relevancia que nas
questdes anteriores. Realca-se, ainda, a presenca de Consolidation no desenvolvimento da acao
epistémica Building-with, onde ela se manifestou através da interpretacao dos dados enunciados,
das relagdes presentes nas balangas, ou seja, associada as subcategorias Interpretagdo e

Regularidades de Recognizing, bem como na aplicacdo de conhecimentos adquiridos.
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Acao de Constructing

Reorganizagdo no desenvolvimento de Constructing

A Figura 11 diz respeito a duas construgdes obtidas pelos alunos, e que resultaram da sua
atividade em relacdo a igualdade de duas expressdes algébricas e da organizacdo dos resultados

obtidos e apresentados nas se¢des anteriores.

n i - 2 5
R a 1 [19) =, BTy
< X i =
) ‘i‘ Reorganizagdo ‘-\‘_
: de dados e
I
i resultados i
b+20=b+b+b 10+i+i=5+i+i+i
: i
b+20=23b 10=5+1i
L
20=b+0b 10—52=
M v
10g = 1b i=5
Generalizagdo
L69 - LP: Escreve entdo, aqui
[apontando para a terceira balanga L94 - Gl: Entdo o iogurte
desenhada por GI] dez gramas “pesa” cinco gramas.
igual a uma boneca. [...]

Figura 11. O desenvolvimento da a¢do epistémica Constructing

No desenvolvimento de Constructing, a subcategoria Reorganizagdo assumiu maior destaque,
revelando-se essencial para a construcao do conhecimento. Para conseguirem reorganizar dados,
conhecimentos e solug¢des obtidas durante a resolucido do desafio, os alunos necessitaram de: (1)
interpretar os dados, situacdo que se evidenciou com o desenvolvimento da agdo epistémica
Recognizing; (2) traduzir em linguagem simbolica os dados presentes nas balancas, dando
destaque a acdo Consolidation e (3) estabelecer relacdes entre as expressdes algébricas
apresentadas, com o objetivo de as simplificar até se conseguirem obter as massas dos dois

objetos - Building-with.

Generalizagdo no desenvolvimento de Constructing

A subcategoria Generalizagdo resultou do desenvolvimento da subcategoria Reorganizagdo e
manifestou-se no final do processo de construcdo (Figura 12). Resultou da simplificacdo das
expressoes algébricas representadas e culminou com a representagdo, em linguagem matematica,

dos valores numeéricos correspondentes as massas.
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A Generalizacdo alcancada pelos alunos correspondeu a extensido de relacdes numéricas,
propriedades e procedimentos que permitiram a obtencio de solucido para o desafio colocado.
Constructing foi alcancada quando os alunos comunicaram em linguagem matematica e,
posteriormente, em linguagem simbdlica, a massa da boneca e do frasco de iogurte. Nesta situacio
particular, Constructing esteve associada a interpretacdo, a utilizacdo de linguagem simbélica e a
resolucao de equacdes, estando fortemente associada a representacdes pictoricas, sendo por isso,
e no que se refere a resolucdo de equacgodes, uma construcdo fragil.

Os resultados apresentados nas sec¢bes anteriores evidenciaram que determinadas
subcategorias poderiam, a dado momento do processo de abstracdo, manifestar-se durante o
desenvolvimento de uma outra acdo que ndo fosse a sua de origem.

A subcategoria Interpretagdo, correspondente a acdo epistémica Recognizing, € um desses
exemplos, pois para além de se manifestar durante a acdo epistémica Building-with, contribuiu
para o desenvolvimento do pensamento algébrico: Constructing. Esta, e outras relacdes
estabelecidas entre subcategorias e categorias, podem ser analisadas com maior pormenor na

Figura 12.

[ Consolidation ]

[7)
S
3

7 Interpretagdo . <. A W - I Aplicagdo de construgéoes -

Regularidades o _4.‘;‘f _________ 1

“..um dos lados fica mais pesado,
o que acontece a balanca é que fica
desequilibrada...” escreveram
b+b+b=3b.

“Estas duas bonecas [apontando]

/| pesam vinte gramas...”
\\ / promovem

| .
|

] [ Constructing ] :
! 1
! 1

———————————————— ( | Reorganizagcdo 4--=-=-=-= \

«

1 —
1 . 1 ~
! “Temos 20 gramas mais uma [ () [& “Gl escreveu 20 + 1b”
1| boneca que pesab...” Vsl 1S “Podemos escrever b + b + b”
! S
: "i;lterli ada:"- | E Gt Interligada :
| Pré-requisi tos e. g : S “ Estratégias orrrenene et an e
| |1 8 _§

. . 1 [ « .
1| “Glescreveu 20 + 1b de imediato e [ g Vou desenhar para explicar
'| sem...receio quanto apresencada |! = melhor...
= _ .

1| letrab.” A I
| | = Solugdes + Justificaciao Prompve

1 < > v
1 | ~ >
|
|
|
|
1

[ ynm-Bupping )

escreveu b+20=3b... voltando,
mais tarde a representacdo...,
simplificando e escrevendo 20 = b +
b. Mais tarde concluiu que 10g = 1b.

Generalizagdo |

.. Promove .~

“Dez gramas igual a uma boneca”

K “ 0 iogurte “pesa” cinco gramas” /

Figura 12. Relagdo estabelecida entre categorias e subcategorias de analise
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Conclusoes

Nesta investigacdo optou-se por recorrer ao modelo RBC+C para compreender como é que se
desenvolve o processo de abstra¢do na construcao do novo conhecimento matematico. Analisou-
se o desenvolvimento das diferentes ag¢des epistémicas, com o auxilio das subcategorias
construidas nesta investigacdo, as relacdes que elas estabeleceram entre si, os contributos que
deram para a nova construcao e as implicacdes que tiveram no desenvolvimento do pensamento

algébrico.

Recognizing e Building-with no desenvolvimento de Constructing

A Figura 13 sintetiza o envolvimento e influéncia das ag¢des Recognizing, Building-with e
Consolidation no desenvolvimento do processo de abstracdo e, consequentemente, no

desenvolvimento da acdo epistémica Constructing.

Interpretagdd

Regularidades

Pré-requisitps

CONSOLIDATIQ CONSOLIDATION

CONSOLIDATION

Figura 13. Ag¢des epistémicas e suas relacdes

0 desenvolvimento das a¢des epistémicas Recognizing e Building-with foi influenciado pela
manifestacdo de Consolidation. Por sua vez, Recognizing, identificada pela coroa circular da
esquerda, constitui a fase inicial do processo de abstracdo e desenvolveu-se através da
interpretacdo dos dados enunciados, da selecio de estruturas adquiridas, através de
aprendizagens anteriores, que também dizem respeito a manifestacdo de Consolidation, e da
identificacdo de regularidades. Considera-se que Recognizing promoveu o desenvolvimento do
pensamento relacional, no sentido em que os alunos desenvolveram capacidade para
reconhecerem relagdes numéricas e utilizar o sinal de igual como indicador de uma relagéo,
interpretando a variabilidade entre expressdes algébricas, tal como é referido por Carpenter et al.
(2007). Recognizing ndo sé promoveu o desenvolvimento da a¢do Building-with, identificada na
coroa circular da direita, tal como referido por Dreyfus et al. (2015), como também estabeleceu

uma relagdo de partilha com essa agdo, contribuindo para que as solugdes que os alunos iam
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obtendo fossem novamente interpretadas, no sentido de se identificarem regularidades/relacdes
e mobilizarem pré-requisitos.

Conhecida a importancia do desenvolvimento de Recognizing, é fundamental que os alunos
sejam incentivados a explorar em profundidade, na resolu¢ido das tarefas matematicas, os dados
enunciados e representados, de modo a poderem identificar regularidades e a estabelecer
relacGes matematicas com eles.

Consolidation esteve presente na fase inicial do processo de abstracdo, quando os alunos
abstraiam sobre o contetido matematico presente nos enunciados e representacdes pictoricas, no
sentido do que é descrito por Davydov (1990), tendo estado associada a identificacdo e utilizacao
de linguagem simbdlica. Ela manifestou-se com o desenvolvimento de Recognizing e Building-with,
respetivamente, na interpretacdo e utilizacao de linguagem simbdlica. O presente estudo clarifica
em que momentos Consolidation se manifesta, como influencia o desenvolvimento das acGes
Recognizing e Building-with e, consequentemente, como promove o desenvolvimento do
pensamento algébrico. O aparecimento de Consolidation permitiu realcar o papel do professor e
das tarefas na aprendizagem dos alunos, reforcando a ideia de que o conhecimento matematico
que o aluno adquire em aprendizagens anteriores é essencial para o desenvolvimento de uma
nova construcdo. Concluiu-se, por isso, que Consolidation tem implicacdes no desenvolvimento da
acdo epistémica Recognizing, designadamente na compreensdo dos enunciados e na selecdo de
conhecimentos adquiridos, que, ao serem aplicados, promovem o desenvolvimento da ac¢do
epistémica Building-with.

Esta acdo epistémica, por sua vez, evidenciou-se através da integracdo e combinacio de
construcdes reconhecidas, estando relacionada com a necessidade de os alunos atingirem
determinado objetivo, designadamente o de apresentarem resposta as questdes colocadas,
selecionando, neste caso particular, estratégias, justificando ideias e apresentando solucdes
intermédias. Real¢a-se que o processo de abstracdo em Building-with revelou da parte dos alunos
maior conhecimento acerca dos objetos “manipulados”, permitindo-lhes obter novos objetos (o
concreto pensado, segundo Davydov), de onde poderiam extrair o conhecimento matematico
pretendido.

A mobilizacdo de conhecimentos resultantes da interpretacdo dos dados enunciados, a
identificacdo de regularidades e a selecido de conhecimentos adquiridos manifestou-se com a agio
Recognizing e promoveu o desenvolvimento de Building-with. Por sua vez, as solucdes intermédias
que foram surgindo em Bulding-with voltaram a ser interpretadas pelos alunos, no sentido de se
identificarem novas relacdes que, reorganizadas, promoveram a acdo epistémica Constructing.
Nesse sentido, consideramos que Building-with ndo resultou exclusivamente do desenvolvimento
de Recognizing, mas que as duas acdes envolveram-se mutuamente no desenvolvimento do
processo de abstracdo e, consequentemente da acdo Constructing, a semelhanca do que foi
referido por Dreyfus et al. (2015). A acdo epistémica Constructing manifestou-se quando o

trabalho desenvolvido com os objetos (resolucdo da “equacdo pictérica”) ascendeu ao concreto,
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no sentido de Davydov (1990), permitindo que os alunos alcancassem o objetivo da tarefa. Realca-
se a evolucdo registada pelos alunos quanto ao uso de linguagem simbolica, mas também na forma
como extrairam, combinaram e reorganizaram dados e conhecimentos para alcangarem o novo
conhecimento matematico.

O desenvolvimento do pensamento algébrico manifestou-se quando os alunos utilizaram

linguagem simbdlica e generalizaram relagdes e regularidades observadas.

Interpretacio, Pré-requisitos, Aplicacio de construcdes, Estratégias e Reorganizaciao no

desenvolvimento de Constructing

Na relacdo estabelecida entre as diferentes subcategorias de andlise, real¢a-se que Interpretagdo
e Pré-requisitos foram essenciais para o desenvolvimento da acdo Recognizing. Mantiveram-se
interligadas durante a fase inicial do processo de abstracdo e contribuiram para o
desenvolvimento da subcategoria Regularidades, respeitante a categoria Recognizing, e da acao
Building-with. Estiveram, sobretudo, associadas a interpretacdo e ao reconhecimento do valor
indeterminado presente na linguagem simbdlica. Permitiram também a aplicacdo de construgdes,
favoreceram o aparecimento de solucdes, a justificacdo de raciocinios e a reorganizacido de dados
e resultados, na fase final da construcdo. A manifestacdo destas subcategorias, em momentos
diferenciados do processo de abstracdo, permitiu concluir com maior clareza, que nio ha,
necessariamente, uma relacdo sequencial entre as a¢des Recognizing e Building-with.

Também as subcategorias Aplicacdo de construgdes e Estratégias, respeitantes a Building-with,
mantiveram-se interligadas durante o desenvolvimento da sua categoria de origem, favorecendo
ajustificacdo de raciocinios e a apresentacdo de solucdes intermédias. Estratégias esteve presente
nas representacdes pictoricas que, ora resultaram do desenvolvimento da Interpretagéo e Pré-
requisitos, ora favoreceram o seu reaparecimento. Observou-se uma forte ligacdo entre as
subcategorias Interpretacdo, Pré-requisitos, Aplicagdo de construcées e Estratégias,
subentendendo-se uma estreita ligacao entre as acées Recognizing e Building-with.

Na Figura 14 procuramos explicitar de que forma a atividade matematica evidenciada através
do desenvolvimento das subcategorias de analise foi reorganizada no sentido da construgao
pretendida.

A subcategoria Reorganizagdo promoveu o desenvolvimento da acdo epistémica Constructing.
Esta refletiu a habilidade dos alunos para combinaram e reorganizarem conhecimentos
adquiridos durante o desenvolvimento de Recognizing e de Building-with, no sentido de
estenderem as regularidades observadas e obterem solugdo para o desafio colocado. O
desenvolvimento da subcategoria Reorganizagdo é fundamental para que a construcio pretendida
ocorra, pelo que todo o esforco investido pelos alunos ao longo do processo de abstracdo pode
ficar comprometido caso eles nao consigam combinar e reorganizar os dados, solugdes e

raciocinios estabelecidos.
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Figura 14. Reorganizagdo no desenvolvimento de Constructing

Aintrodugao das subcategorias de andlise, bem como o seu uso, foi essencial para compreender
como se iniciou o processo de abstracio, a relacdo entre as diferentes acées e como os alunos
chegaram a nova construgdo. Foi assim possivel clarificar as relacoes estabelecidas pelas
diferentes acGes epistémicas e a sua importancia para o desenvolvimento da nova construcio. As
subcategorias definidas também ajudaram a identificar relagdes entre as a¢des epistémicas e a
melhor compreender a agdo e a relevancia de Consolidation na construcdo do novo conhecimento
matematico, o que consideramos serem contributos para o modelo RBC+C. Nesta investigacao, as
acOes epistémicas Recognizing e Building-with e, em particular as relacdes estabelecidas entre
elas, assumem uma posi¢ao central no processo de constru¢do do novo conhecimento matematico,
pois revelam-se essenciais para o desenvolvimento de Constructing.

0 contexto revelou-se igualmente importante quando, através da exploracdo da representacio
pictérica, os alunos mobilizaram conhecimentos e desenvolveram processos criativos de
resolucdo que lhes permitiu dar resposta aos desafios colocados, reforcando competéncias
adquiridas com a aprendizagem da aritmética e desenvolvendo formas alternativas de pensar e
representar situacdes indeterminadas, ou seja, algébricas.

Consideramos que a investigacdo desenvolvida clarifica que a relacdo estabelecida entre as
diferentes a¢des epistémicas esta dependente do contexto, designadamente das tarefas propostas
(natureza e conteudo). Depende, ainda, da mediacio estabelecida entre professor e alunos e entre
alunos, e que funcionando em sequéncia ou em interligacdo, as ag¢des epistémicas sdo

fundamentais para o desenvolvimento do novo conhecimento matematico.

Quadrante, Vol. XXVIII, N.° 1, 2019



52 C. M. S. Pimenta, M. J. Saraiva

A introdugdo de subcategorias de analise, construidas em estreita ligagdo com a natureza do
conteddo matemadtico a trabalhar com os alunos (no caso, o pensamento algébrico) e com as
proprias tarefas propostas, permitiu analisar com maior pormenor caracteristicas associadas ao
desenvolvimento do pensamento algébrico, para além de ajudar a compreender melhor a
manifestacdo e a conexdo estabelecidas entre as diferentes acdes epistémicas. A relacio
estabelecida entre as categorias e subcategorias de andlise permitiu reforcar as ideias de Blanton
etal. (2018), de que o pensamento algébrico vai para além da generalizacdo, englobando também
arepresentacao, a justificacio e a utilizacao de notacao alfanumérica.

Paralelamente, nesta investigacdo evidenciou-se que os alunos mais jovens (10 e 11 anos de
idade) mobilizam conhecimentos e desenvolvem processos criativos de resolucdo que lhes
permitem dar resposta aos desafios colocados, reforcando competéncias adquiridas com a
aprendizagem da aritmética e desenvolvendo formas alternativas de pensar e representar
situacdes indeterminadas, ou seja, algébricas. Considera-se, como tal, que serd igualmente
importante procurar compreender melhor a pratica profissional do professor, nomeadamente
quanto aos aspetos didaticos e aos artefactos a selecionar, quando ele pretende promover o
desenvolvimento do pensamento algébrico em alunos mais jovens. A representa¢do pictdrica
assumiu um papel muito importante na atividade matematica destes alunos. Por isso, sera de toda
a importancia procurar fundamentar melhor o papel das representacées no desenvolvimento do
pensamento algébrico e, em particular, na resolucio de problemas de natureza algébrica. Assim,
considera-se benéfico estimular a representacdo dos dados enunciados, designadamente o

incentivo a utilizacdo de equacdes pictdricas para resolver problemas.
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