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Resumo. As pesquisas com foco no formador de professores de Matematica, com abordagens
diversas, vém ganhando destaque na area de Educagdo Matematica nos ultimos anos. Em particular,
pesquisas sobre o conhecimento do formador tém dado origem a diferentes modelos de
conhecimento. Nesse trabalho, buscamos compreender o conhecimento de um matematico, a partir
da observagdo de sua pratica em sala de aula como formador de professores de Matematica no Brasil,
no contexto de uma disciplina de Teoria dos Numeros. A investigacao se configura como um estudo
de caso instrumental, no qual se pretende compreender o conhecimento revelado e mobilizado pelo
sujeito. As informagdes foram coletadas por meio da gravacdo em audio e video de uma aula e foram
analisadas buscando identificar o conhecimento especializado desse matematico enquanto formador
de professores. Entre os resultados, sdo apresentados indicadores do Conhecimento Matematico
(Mathematical Knowledge) do formador, bem como elementos do seu Conhecimento Pedagdgico do
Contetido (Pedagogical Content Knowledge). Os indicadores obtidos constituem mais um passo na
elaboragdo de um modelo de conhecimento especializado do formador de professores de
Matematica.
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Abstract. Studies regarding the Mathematics teacher educator have been receiving spotlights in the
last years. In particular, the research on the Mathematics teacher educator’s knowledge has led to
the construction of different models of knowledge. In this work, we attempt to understand the
knowledge of a mathematician considering the observation of his classroom practice as Mathematics
teacher educator in a Brazilian Number Theory undergraduate course. The chosen research method

was the instrumental case study, whose goal is to understand the revealed and mobilized subject’s
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knowledge. The data were collected by audio and video recording of a chosen class, which was
analyzed in the perspective of identifying the specialized knowledge of this mathematician as a
teacher educator. Among the results are indicators of the teacher educator’s Mathematical
Knowledge, as well as elements of his Pedagogical Content Knowledge. The obtained indicators
constitute a new step in the elaboration of a Specialized Knowledge model for the Mathematics
teacher educator.

Keywords: order relation; teacher educator’s knowledge; Mathematics Teachers’ Specialized

Knowledge; Number Theory.
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Introducao

Atualmente o desenvolvimento do conhecimento profissional dos professores de
Matematica é um objeto de pesquisa intensiva (Guala & Boero, 2017). Considerando que
uma parte consideravel desse conhecimento é adquirida na formacdo inicial, fica
evidenciada a importancia de pesquisas que buscam compreender como se desenvolve o
conhecimento do futuro professor nessa etapa de sua formacao.

No contexto brasileiro comeca a discutir-se recentemente qual é o papel da Matematica
nos cursos de licenciatura (e.g., Fiorentini & Oliveira, 2013; Moreira, 2012). Conforme
Moreira (2012), ao analisar os planos curriculares de algumas das maiores universidades
brasileiras (e.g., UFMG, UFPE; UFR]; UNICAMP, USP) foi possivel constatar que os contetidos
cientificos, tais como Matematica, Fisica e Estatistica ocupam entre 45 e 55% do tempo de
formacio. As disciplinas de contetido especifico (e.g., Calculo, Algebra, Anélise) costumam
ser ministradas de forma independente das demais disciplinas relacionadas ao ensino (e.g.,
Didatica da Matematica, Tendéncias em Educacdo Matematica, Estadgio Supervisionado),
que costumam ser ministradas nas faculdades de educac¢do das universidades (Moreira,
2012). No Brasil, o curso de Matematica tem duas vertentes (curso de licenciatural e curso
de bacharelado?) e nestas encontramos dois cendrios: exatamente as mesmas disciplinas de
Matematica para ambos os cursos, ou cada curso com uma grade curricular especifica, mas
onde as ementas dessas disciplinas sdo muito semelhantes (Fiorentini & Oliveira, 2013).

Uma dessas disciplinas, comum a ambos os cursos, é a disciplina de Teoria dos Numeros.
Usualmente esta é a primeira de duas disciplinas do campo da Algebra, incluindo tépicos
como divisibilidade, nimeros primos ou congruéncias lineares. Ela propicia aos estudantes
revisitar processos matematicos basicos, fazendo com que reflitam sobre o proéprio
conhecimento matematico (Zazkis & Campbell, 1996).

Ainda que os conhecimentos envolvidos nessa disciplina sejam muito relevantes para

uma ampla compreensdo da Matematica e muitos de seus processos, as pesquisas focadas
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no ensino de Teoria dos Numeros, especialmente no contexto da formacao de professores,
sdo escassas (Bair & Rich, 2011; Oliveira & Fonseca, 2017).

Dentre as possiveis dificuldades encontradas pelos futuros professores ao cursar Teoria
dos Numeros, pesquisas apontam dificuldades relacionadas com a compreensdo da
primalidade e do Teorema Fundamental da Aritmética (Oliveira & Fonseca, 2017; Zazkis &
Campbell, 1996), relacionadas com a compreensao sobre divisibilidade (Zazkis, Sinclair, &
Liljedahl, 2013), com niimeros primos e suas propriedades (Zazkis & Liljedahl, 2004), assim
como dificuldades para estabelecer conexdes entre as relacdes de ordem, que sao usadas no
dia-a-dia, por meio de comparagdes, com o conceito formal de relacao de ordem (Akdemir,
Narh, & Kasikei, 2015).

Assumindo que o conhecimento do professor que ensina Matematica é especializado
(Carrillo et al., 2018), e que os principais agentes de promog¢do desse conhecimento sdo os
docentes encarregados dessa formacdo, optamos por investigar o conhecimento
especializado do formador que ensina Teoria dos Numeros na formacgao inicial. Como
formadores de professores de Matematica, no contexto brasileiro, entendemos aqueles
docentes da universidade que atuam na licenciatura, seja nas disciplinas didatico-
pedagdgicas ou nas disciplinas especificas (Coura & Passos, 2017).

Neste artigo, a partir da andlise da pratica de sala de aula de um formador que ensina
Teoria dos Numeros a estudantes de licenciatura e bacharelado em Matematica, buscamos
compreender o conhecimento especializado mobilizado ao abordar a relacdo de ordem no

conjunto dos nimeros inteiros.

Referencial tedrico

Iniciamos esta sec¢io discutindo a no¢do de ordem ao longo do curriculo escolar brasileiro,
e a posterior formaliza¢io do conceito de relacdo de ordem no Ensino Superior. Discutimos
posteriormente as principais dificuldades apresentadas por futuros professores no ambito
da Teoria dos Numeros e o papel do formador frente a estas dificuldades, e terminamos
discutindo o conhecimento do formador no dmbito da relacdo de ordem no conjunto dos

numeros inteiros.

Das no¢des de ordem na Educacao Basica até a formalizacao do conceito de

relacdo de ordem no Ensino Superior

Conforme a Base Nacional Comum Curricular3 - BNCC (Ministério da Educacgdo, 2018),
documento que oferece orientacdes curriculares para a Educagdo Basica (Educagio Infantil,
anos iniciais do Ensino Fundamental, anos finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio -
toda a escolaridade até a universidade), a no¢do de ordem, juntamente com as nog¢des de

equivaléncia, proporcionalidade, interdependéncia, representagio, variacdo e aproximacao,
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constituem as ideias fundamentais relacionadas com os distintos campos que compdem a
Matematica: Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade.

Na BNCC, aideia de ordem aparece nos anos iniciais do Ensino Fundamental (6-10 anos),
na unidade temadatica Numeros, na qual se espera dos alunos o desenvolvimento de
habilidades relacionadas com a leitura, escrita e ordenacao de nimeros naturais e racionais.
Por exemplo, no 2.2 ano, consta a habilidade EF02MAQO1 - “Comparar e ordenar nimeros
naturais (até a ordem de centenas) pela compreensao de caracteristicas do sistema de
numeracdo decimal (valor posicional e fun¢ao do zero)” (Ministério da Educacao, 2018, p.
239).

Nos anos finais do Ensino Fundamental (11-14 anos), também na unidade tematica
Numeros, se espera que os alunos desenvolvam habilidades para reconhecer, comparar e
ordenar numeros reais. Por exemplo, no 7.2 ano, consta a habilidade EFO7MAQ7 -
“Comparar e ordenar niimeros racionais em diferentes contextos e associa-los a pontos da
reta numérica” (Ministério da Educagao, 2018, p. 261). Para o Ensino Médio (15-17 anos), a
BNCC nao explicita habilidades relacionadas com ordem, ordenagdo ou relagdo de ordem.

Nos cursos universitarios de Matematica, as no¢des de ordenacdo adquiridas na
Educacdo Basica sdo formalizadas no conceito de relacio de ordem, o qual pode ser
estudado em disciplinas como Logica Matematica, Fundamentos de Matematica, Teoria de
Conjuntos, Teoria dos Numeros, entre outras possibilidades. Uma relacdo de ordem é
definida matematicamente da seguinte forma:

Considere um conjunto A ndo vazio e R € A X A uma relagdo de A em A. Arelagdo R é
uma relacdo de ordem parcial se satisfizer as propriedades reflexiva, antissimétrica e

transitiva. Ademais, se R satisfizer também a propriedade dicotomia, entdo se diz que
R é uma relagdo de ordem total.

No contexto da Teoria dos Nimeros, a relagido R := {(a,b)|a < b} € Z X Z satisfaz as
propriedades reflexiva, antissimétrica e transitiva, sendo uma relacdo de ordem parcial de
Z em Z. Além disso, quaisquer dois numeros inteiros sdo comparaveis segundo R, sendo
valida a propriedade da dicotomia. Assim, R é uma relacdo de ordem total de Z em Z.

A compreensdo da relacdo de ordem nos nimeros inteiros é fundamental no contexto da
disciplina de Teoria dos Numeros e serd necessaria na compreensdo de uma série de
resultados subsequentes, tais como a existéncia de elemento minimo e o Teorema do
Algoritmo da Divisdo Euclidiana (TADE). Conhecer arelacdo de ordem nos nimeros inteiros
e, de forma mais ampla, no conjunto dos nimeros reais, é imprescindivel no trabalho dos
futuros professores de Matematica e, portanto, também é um conhecimento essencial ao

formador.
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A Teoria dos Numeros e o papel do formador na formacgio inicial de

professores de Matematica

A disciplina de Teoria dos Numeros, tanto em cursos de licenciatura quanto em cursos de
bacharelado, geralmente aborda tépicos relacionados com a divisibilidade, primalidade,
congruéncias lineares, equag¢des diofantinas, entre outros. Relacionados a cada um desses
topicos estdo resultados matemdaticos que precisam ser validados, o que acontece
principalmente por meio de demonstracoes. Dessa forma, na disciplina de Teoria dos
Numeros, assim como em outras disciplinas de Matematica, as demonstracdes estdo
presentes, ndo como topico, mas como forma de validacao ou justificacdo de resultados
matematicos.

Apesar da possivel grande relevancia da Teoria dos Numeros na formagdo de
professores, esta possui uma abordagem prioritariamente formal e axiomatica, com énfase
no desenvolvimento do raciocinio légico-dedutivo, ndo direcionada para a formacdo do
futuro professor (Resende, 2007). Tal abordagem formal e axiomatica empregada no ensino
de Teoria dos Numeros (o0 mesmo pode ser considerado para outras disciplinas da formacdo
de professores) esta relacionada com o fato de os formadores tipicamente responsaveis por
essas disciplinas no contexto brasileiro serem matematicos e, além disso, a legislacdo
brasileira ndo exigir e nem prever nenhuma preparacao especifica desses profissionais para
atuacdo nos cursos de licenciatura (Almeida, Ribeiro, & Fiorentini, 2018).

J& ha mais de duas décadas Zazkis e Campbell (1996) apontavam a fragilidade da
formacgdo de professores de Matematica em relagdo a conceitos como o de primalidade e a
resultados como o Teorema Fundamental da Aritmética, destacando, por exemplo, a imensa
dificuldade de futuros professores em compreender a unicidade da decomposicdo de
ndmeros inteiros em fatores primos. Em pesquisas mais recentes foram identificadas
dificuldades similares de futuros professores (Zazkis & Liljedahl, 2004) sobre os nimeros
primos e suas propriedades, incluindo dificuldades na aplicagao do conceito de primalidade.
Nesse sentido, apesar de ocupar uma parte consideravel do curriculo escolar, o estudo dos
numeros naturais e inteiros ndo parece receber um tratamento correspondente na
formagdo do professor de Matemadtica (Oliveira & Fonseca, 2017; Resende & Machado,
2012).

Para que esse tratamento dos topicos matematicos seja direcionado a formacdo de
professores - de modo a que estes possam atribuir sentido e significado ao que fazem nas
disciplinas da licenciatura com relacdo a matematica que vao ensinar, objetivando que os
alunos entendam o que fazem e por que o fazem - torna-se essencial colocar o foco no
formador de professores, buscando compreender seu conhecimento matematico,
conhecimento pedagégico e suas crencas relativamente a Teoria dos Numeros, ao seu
ensino e sua aprendizagem. Em particular, aqui estamos interessados no conhecimento

matematico e no conhecimento pedagégico do formador.
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No contexto da Teoria dos Numeros, a demonstragdo nao é tipicamente um tépico, mas
empregue como uma forma de validar resultados, o que pode ser configurado como uma
opcdo pedagégica dos formadores associada a proépria disciplina. Gabel e Dreyfus (2017)
apontam algumas lacunas no conhecimento pedagégico do formador de professores de
Matematica sobre estratégias para o ensino de demonstragdes, inclusive em matematicos
experientes. Os autores ressaltam, dessa forma, a necessidade de didlogo com matematicos
acerca de consideragdes pedagdgicas que possam potencializar o ensino de Teoria dos
Nimeros para futuros professores de Matematica. E responsabilidade do formador
desenvolver esse tipo de conhecimento nos futuros professores de Matematica e, entre os
diversos profissionais atuantes na licenciatura, podemos distinguir, por sua formacdo
relacionada com a Matematica, os matematicos, os educadores matematicos e os
professores de Matematica que recebem e orientam os alunos da licenciatura nas escolas
(Contreras, Montes, Mufioz-Cataldn, & Joglar, 2017). Para que essa responsabilidade seja
assumida e desenvolvida uma pratica formativa com ela alinhada, é essencial que o
formador de professores detenha um conhecimento especializado que contribua para
desenvolver nos futuros professores de Matemdatica um conhecimento especializado
(Carrillo et al., 2018) que lhes permita relacionar as aprendizagens provenientes de um

curso de Teoria dos Niumeros com sua futura pratica matematica.

0 conhecimento do formador de professores de Matematica

A caracterizagdo do conhecimento do formador de professores de Matematica vem
ganhando destaque na ultima década (e.g., Contreras et al., 2017; Zopf, 2010), e diversos
modelos para caracterizar esse conhecimento vém sendo propostos. Para discutir o
conhecimento do formador tomamos por base o Mathematics Teachers’ Specialised
Knowledge - MTSK* (Carrillo et al, 2018) focando, em particular, o Mathematical
Knowledge> - pois o formador de professores é também um professor de Matematica - e a
conceitualizacdo do Pedagogical Content Knowledge® do formador de professores de
Matematica considerada por Escudero-Avila, Montes e Contreras (no prelo).

E importante salientar que se assume como conhecimento de um individuo “a
informacao que este tem disponivel para usar para resolver problemas, alcancar metas, ou
desenvolver qualquer tarefa. Note-se que, de acordo com esta definicdo, o conhecimento
ndo tem de ser necessariamente correto!” (Schoenfeld, 2010, p. 25). Assim, ndo
pretendemos avaliar a corre¢do ou nao do conhecimento do sujeito, mas sim compreender

o contetudo desse conhecimento.
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O conhecimento matemdtico e o conhecimento especializado do formador de

professores de Matematica

Tendo por base os trabalhos de Shulman (1986, 1987) e algumas pesquisas posteriores
focando no conhecimento do professor de Matematica, Carrillo et al. (2018) apresentam
uma conceitualizacdo do conhecimento do professor como especializado - Mathematics
Teachers’ Specialized Knowledge - MTSK, tanto no dominio matematico quanto pedagégico.
Este modelo considera trés dominios: o Mathematical Knowledge, o Pedagogical Content
Knowledge e as crengas. Aqui focamo-nos no Mathematical Knowledge para discutir o
conhecimento matematico revelado por um formador.

0 MK é subdividido em trés subdominios: Knowledge of Topics’ (KoT), Knowledge of the
Structure of Mathematics® (KSM) e Knowledge of Practices in Mathematics® (KPM).

0 KoT integra um conhecimento aprofundado de tépicos matematicos, relativo a
procedimentos, definicdes, propriedades, modelos e representacdes, significados,
problemas e contextos, levando em conta a complexidade dos objetos matematicos que
podem estar presentes em sala de aula. No ambito do tépico aqui abordado, considera-se
parte deste subdominio de conhecimento do professor e do formador saber que a relacdo
R :={(a,b)|a < b} S Z X Z satisfaz a propriedade reflexiva.

0 KSM compreende o conhecimento de conexdes entre elementos matematicos. Essas
conexdes podem ser relacionadas com o sequenciamento de conteidos matematicos; com
o aumento ou diminuicdo da complexidade; e ser inter-conceituais, relacionadas com a
demarcacio de objetos matematicos. Um exemplo de um conhecimento de conexdes tanto
do professor como do formador é conhecer que uma relacdo de ordem no conjunto das
funcoes f: X € R — R pode ser construida a partir da relacdo de ordem <em R: f < g se
e somente se f(x) < g(x) paratodox € X € R.

0 KPM sustenta-se na ideia de pratica matematica como a atividade matematica
realizada sistematicamente apoiada em uma base légica a partir da qual regras podem ser
extraidas. Contém o conhecimento do professor relativo a, por exemplo, saber definir,
demonstrar, justificar, fazer dedugdes e indugdes, dar exemplos e compreender o papel de
contraexemplos. Forma parte deste subdominio conhecimento dos diferentes tipos de
demonstracdo das propriedades de uma relacdo de ordem (e.g., por absurdo, direta, por

contraexemplo) tanto do professor como do formador.

0 Pedagogical Content Knowledge (PCK) do formador de professores de Matemdtica

Tendo por base as especificidades do conhecimento pedagdgico do professor consideradas
na conceitualizagio do MTSK, Escudero-Avila et al. (no prelo) buscam avancar nas
discussdes sobre o PCK do formador de professores de Matematica. Esse avanco é efetuado
considerando as especificidades do conhecimento pedagégico do formador a luz do
trabalho profissional, que se assume tera de efetuar/promover o desenvolvimento do MTSK

do (futuro) professor.
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Dessa forma sdo considerados trés subdominios no PCK do formador: Knowledge of the
features of the professional development of mathematics teachers'®, Knowledge of teaching
the content of initial mathematics teacher education programmes!! e Knowledge of the
standards of mathematics teacher education programmes?2.

O Knowledge of the features of the professional development of mathematics teachers
considera o conhecimento do formador relativamente a caracterizacdo do desenvolvimento
profissional dos (futuros) professores; as mais provaveis dificuldades na sua especializacao
enquanto professores de Matematica; a sequéncia ou foco mais apropriado para a
construcdo e desenvolvimento das especificidades do conhecimento profissional do
professor; ao ponto de partida em que os (futuros) professores se encontram - em termos
de conhecimento - ao iniciarem a formacao. Como exemplo, inclui-se conhecer que os
estudantes devem ser capazes de abstrair conceitos ja conhecidos e buscar representacoes
ndo convencionais, por exemplo, para os nimeros naturais, decidindo sobre o foco mais
apropriado para a construgdo do conhecimento dos futuros professores.

Fazem parte do subdominio Knowledge of teaching the content of initial mathematics
teacher education programmes conhecer um repertério de atividades para o
desenvolvimento das especificidades do conhecimento profissional do professor; conhecer
as limitacoes e potencialidades de cada tarefa a explorar; conhecer o design e utilizagdo de
varias metodologias de avaliagdo; conhecer as caracteristicas mais importantes de cada
topico potenciando o desenvolvimento desse conhecimento e das conexdes entre elas.

No Knowledge of the standards of mathematics teacher education programmes inclui-se o
conhecer os padrdes curriculares tanto do curso em que atua como formador, quanto dos
niveis de ensino em que os (futuros) professores irdo atuar. H4 que considerar que a
demanda de conhecimento matematico pode variar de acordo com o perfil do formador e
que esse conhecimento depende do contexto (e.g., departamento, universidade, pais) em
que o formador desenvolve seu trabalho, e pode incluir conhecer como a formacio é
conduzida em outros paises, bem como estar apto a estabelecer, explicar e avaliar os

objetivos de aprendizagem dos (futuros) professores.

Contexto e método

Essa pesquisa se insere em um contexto mais amplo, que busca compreender o
conhecimento especializado de formadores de professores de Matematica que ministram
Teoria dos Numeros na formagio inicial. Em particular, aqui focamos o conhecimento de
um formador no tépico de Divisibilidade e, com esse intuito, foi realizada uma investigacao
do tipo estudo de caso, numa perspectiva instrumental, buscando assim compreender um
fendmeno mais amplo a partir do caso considerado, que pode oferecer insights sobre o

assunto (Alves-Mazzotti, 2006) e permitir agregar informacdes a teoria (Stake, 1995).
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Os sujeitos da investigacao sao dois formadores que ministram Teoria dos Nimeros na
graduacdo em Matematica (licenciatura e bacharelado) em uma universidade no Brasil.
Aqui focamos a pratica de um desses sujeitos, Benny (pseuddnimo), investigando seu
conhecimento especializado revelado no ambito do ensino da relagdo de ordem no conjunto
dos nimeros inteiros.

Benny é matematico ha mais de 20 anos, possuindo vasta experiéncia em disciplinas de
graduacdo e poés-graduacio e suas pesquisas estio centradas na area de Algebra. As
informacdes foram coletadas em uma disciplina de Teoria dos Numeros (de 60 horas), que
era ja a sexta vez que Benny lecionava, e que forma parte da grade curricular da licenciatura
e bacharelado em Matemadtica. Foram coletadas informacdes durante oito aulas, gravadas
em audio e video, centradas na pratica do formador no inicio do segundo semestre de 2018;
efetuadas duas entrevistas semiestruturadas (no inicio e no final do semestre); entrevistas
breves depois de cada aula e notas de campo durante a observagdo nao participante.

Nesse artigo analisamos e discutimos o conhecimento revelado por Benny em uma aula
de introducdo da relacdo de ordem no conjunto dos niimeros inteiros, tendo a gravacao do
audio da aula sido transcrita e posteriormente complementada com a visualiza¢do do video
e dividida em episédios fenomenologicamente coerentes (Ribeiro, Carrillo, & Monteiro,
2012). Em cada um desses episddios foi identificado o conhecimento revelado pelo
formador e posteriormente organizadas as evidéncias e conteddo desse conhecimento,
estruturado pelo subdominio a que se refere. Aqui efetuamos inicialmente a discussao dos
subdominios do MK e posteriormente do PCK.

Para as transcrig¢des, foram empregados os seguintes padroes: i) “Benny” indica uma fala
do formador; ii) “estudantes” indica uma fala dos estudantes; iii) “...” indica uma breve pausa

”

na fala do sujeito; iv) “[..]” indica supressdo de um trecho; v) “[]” indica uma ac¢do do
formador; e vi) “()” indica um comentario da pesquisadora (primeira autora). Um exemplo

de transcricdo considerando os padroes descritos é apresentado a seguir.

Benny: Qual seria a prova disso?
Estudante: (Inaudivel).
Benny: Nao, ndo. Mas, ainda ndo sei o que é tricotomia. Tudo bem... Vamos

ver, ja esta pouquinho, mas vocés estdo andando demais. [..] estou
pedindo a vocés que provem isto [Aponta para a propriedade escrita
na lousa a < bA b < a = a = b], a partir destas coisas, que noés ja
sabemos.

Para a andlise do conteido do MK revelado recorremos as categorias propostas por
Carrillo et al. (2018), onde os indicadores receberam um acréonimo composto pela sigla do
subdominio em questdo, acrescido da(s) letra(s) representativa(s) da categoria associada e

seguido de um numero sequencial (Tabela 1).

Quadrante, Vol. 28, N.° 2, 2019



134 M. V. R. Almeida, M. Ribeiro

Tabela 1. Subdominios e categorias do MK (adaptado de Carrillo et al. (2018, pp. 242-245))

Subdominios Categorias Indicadores

Definitions, properties and foundations'3 KoTd1

KoT Phenomenology and applications™ KoTph1
Procedures'> KoTp1
Registers of representation® KoTr1
Connections based on simplification” KSMs1

KSM Connections based on increased complexity'® KSMc1
Auxiliary connections' KSMa'1
Transverse connections®® KSMt1
How to define?’! KPMd1
How to prove? KPMp1

KPM How to justify KPM;j1
How to make deductions and inductions®* KPMdi1
How to give examples?®® KPMe1
Role of counterexamples®® KPMrc1

Quanto ao PCK do formador recorremos aos conhecimentos elencados por Escudero-
Avila et al. (no prelo). Por se tratar de um modelo ainda em desenvolvimento, para cada
subdominio consideramos uma lista de conhecimentos (e ndo de categorias) do formador e
os indicadores sdo formados pela sigla do subdominio seguida de um niimero sequencial
(Tabela 2).

Por forma a entender melhor o contexto da aula apresentamos uma descri¢do sintética
do que ocorreu na aula anterior e na aula que serd analisada. Na aula anterior, Benny
efetuou uma discussdo focada em propriedades dos nimeros inteiros; introduziu um
subconjunto dos nimeros inteiros para se referir ao conjunto dos niimeros naturais (P) e
discutiu a ideia intuitiva do algoritmo da divisdo euclidiana. Nesta segunda aula, que iremos
analisar, Benny comeca por relembrar que o conjunto dos niimeros inteiros, munido com as
operacoes de adi¢cdo e multiplicacdo usuais, é um anel, e retoma a definigdo do subconjunto
P introduzindo algumas das suas propriedades. Continua introduzindo a relagdo de ordem,
relembrando a notacdo (< e <), seu significado e propriedades, pontuando as diferencas
entre elas; discute as semelhangas e diferencas entre as relacdes < e C (entre elementos de
conjuntos — em particular P - e entre conjuntos). Benny entdo nomeia a relacdo < como
relacdo de ordem sobre os nimeros inteiros e explica aos estudantes que dizer que uma
relacdo é de ordem implica dizer que ela apresenta as propriedades reflexiva, transitiva e
antissimétrica.

Optamos por apresentar a analise e discussdao de forma a trazer evidéncias do

conhecimento revelado por Benny nos diferentes subdominios e, portanto, essa
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apresentacdo ndo segue uma ordem cronolégica, mas com um foco no conteddo de cada um
desses subdominios do MK e do PCK - considerando os indicadores no MK (Tabela 1) e os
conhecimentos do PCK (Tabela 2).

Tabela 2. Subdominios e categorias do PCK (adaptado de Escudero-Avila et al. (no prelo))

Subdominios Conhecimentos Indicadores
Conhecer aspectos do desenvolvimento profissional dos futuros KEPDMTA
professores

Knowledge of the Conhecer as dificuldades mais provaveis em termos da

features of the  especializacdo do conhecimento enquanto professores de KFPDMT2

professional matematica

development of  Conhecer sequéncias ou focos que podem ser mais apropriados

mathematics para a construcdo do conhecimento, identidade e para KFPDMT3

teachers desenvolver as habilidades dos futuros professores
Saber 0 que o0s futur~os.p.ro.fessores usualmente sabem antes de KEPDMT4
ingressar na formacao inicial
Conhecer um repertério de atividades para o desenvolvimento do
conhecimento, identidade e prética profissional do futuro KTCIMTEP1
Knowledge of professor
teaching the Saber das limitagdes e potencialidades de cada atividade KTCIMTEP2
content of initial  Conhecer formas de desenvolver a identidade e habilidades
mathematics profissionais KTCIMTEP3
teacher Conhecer o design e utilizacdo de métodos de avaliacdo dos
education PR . KTCIMTEP4

programas de formagao inicial e continua

programmes Saber dividir um topico em suas caracteristicas mais importantes,
encontrando conexdes entre elas, e desenvolvendo esse KTCIMTEP5S
conhecimento nos estudantes

Knowledge of the  Conhecer os padrdes curriculares do curso em que atua como
KSMTEP1

standards of formador

mathematics Conhecer os padrdes curriculares dos niveis de ensino em que os KSMTEP2

teacher futuros professores irdo atuar
education Conhecer, estabelecer, explicar e avaliar os objetivos de KSMTEP3
programmes aprendizagem dos futuros professores

Analise e discussao

De um modo geral, a andlise da pratica de Benny mostra uma predominancia de evidéncias
no ambito do MK, o que era ja, de certa forma, esperado tanto pelo contexto da disciplina
especifica (estudantes de Matematica da licenciatura e do bacharelado) quanto pela prépria

formacao e foco do formador.

O Mathematical Knowledge de Benny

O formador relembra a notag¢do < introduzida na aula anterior [KoTr1 - conhece uma das
formas de representar a comparacao de dois nimeros inteiros] e o significado da expressao
a < b [KoTd1 - sabe que quaisquer dois ndmeros inteiros distintos sdo comparaveis, ou

seja, que um ndmero é menor do que outro].
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Benny: Se temos dois elementos, em Z, eu tinha dito, que eu vou denotar
assim [escreve na lousa a < b], este simbolo [escreve na lousa <], o
que vai significar para nés... que significa isso para nés?

Estudantes: Que a é menor que b.

Benny: Qué? Nio. Que b — a vai estar onde? Nesse P da vida. Nesse ai vai
estar, por definicdo, estd bem?

Ao questionar os estudantes sobre o significado do simbolo <, Benny ndo aceita a
resposta dos estudantes (que a € menor que b), evidenciando esperar que utilizassem uma
expressao equivalente.

Na sequéncia, Benny introduz a notacdo < [KoTr2Z - conhece uma das formas de
representar a comparacao de dois nimeros inteiros], com objetivo de reforcar a definicao
que esta sendo adotada para o simbolo <, e retoma o significado do operador ‘ou’ [KoTd2 -
conhece a definicdo do operador légico V], que supde ser de conhecimento dos estudantes.

Benny: Se eu falo a menor ou igual que b [Escreve na lousa a < b], que
significa isso? O que significaria isso, de forma natural? Que a é igual
a b ou, este ou vou escrever assim também [Escreve na lousa a < b].
[Indica na lousa]. Ou isso, ou isso, certo? Isso é légica, nio?

Verdadeiro, verdadeiro, que me da? Se lembram de légica, ndo?
Verdadeiro, verdadeiro. Verdadeiro, falso.

Benny introduz a propriedade antissimétrica [KoTd3 - sabe que os nimeros inteiros
satisfazem a propriedade antissimétrica, ou seja, se um niimero inteiro € menor ou igual a
outro e esse outro € menor ou igual que o primeiro, entdo eles sio iguais]. No entanto, ao
enunciar essa propriedade, faz uso de uma linguagem que néo é a mais adequada em termos
de correspondéncia entre a validade matematica e a correspondente na linguagem natural
[KoTr3 - saber que para além de diferentes representagdes entre A e “e” estes tém também
diferentes significados na linguagem correspondente].

Benny: Entdo, se eu tiver dois elementos, digamos a e b, com essas condigdes,
onde a menor igual que b [Escreve nalousaa < b] e, 0 e davida, o ‘e’

l6gico, digamos [Escreve na lousa a < bA], b menor igual que a
[Escreve na lousa a < bAb < a =], entdo, qual seria minha

conclusdo?

Estudante: a=bh.

Benny: a = b. Entdo era isso que se esperaria. [Escreve na lousa a < bAb <
a=a=>h]

Quando Benny pergunta aos estudantes como seria a prova desse fato e um deles sugere
que a demonstragdo envolva tricotomia, Benny pontua que isso ainda nao foi definido e
pede que os estudantes utilizem os resultados que estdo disponiveis até ao momento (e.g.,
propriedades do anel dos nimeros inteiros) [KoTpl - sabe que a demonstracdo da
propriedade antissimétrica pode ser efetuada recorrendo a propriedades do anel dos
numeros inteiros].

Benny: Qual seria a prova disso?
Estudante: (Inaudivel).
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Benny: Nao, ndo. Mas, ainda nio sei o que é tricotomia. Tudo bem... Vamos
ver, ja esta pouquinho, mas vocés estdo andando demais. [..] estou
pedindo a vocés que provem isto [Aponta para a propriedade escrita
na lousa a < bAb < a = a = b], a partir destas coisas, que nos ja
sabemos.

Benny nao demonstra a propriedade transitiva da relacdo <, mas afirma sua validade
[KoTd4 - conhece a propriedade transitiva da relacdo < a qual se estabelece entre
trés elementos de um mesmo conjunto de tal forma que se o primeiro tem relacdo com o
segundo e este tem relacdo com um terceiro, entdo o primeiro elemento tem relacdo com o
terceiro], considerando a semelhanca com a demonstracao da transitividade da relacio <,
demonstrada num momento anterior da aula.

Num momento posterior, o formador estabelece conexdes entre a relacdo < e a relacdo
C de inclusdo de conjuntos [KoTd5 - conhece a definicao da relagio <], afirmando que a
comparacdo de conjuntos é feita a partir da relacio S, enquanto a relacdo < permite
comparar elementos do conjunto P. Ao estabelecer caracteristicas comuns entre estas duas
relacbes (entre conjuntos e elementos de conjuntos), Benny estabelece uma conexao
transversal entre as relacdes, ao apontar as caracteristicas comuns entre elas [KSMt1 - sabe
que existe um conjunto de caracteristicas transversais a relacdo de ordem entre elementos
de um conjunto e a inclusdo de conjuntos], estabelecendo assim uma conexao transversal
entre S e <.

Esta conexdo transversal encontra-se sustentada no seu conhecimento das propriedades
das relagdes C e <, em particular de que a relacdo € entre conjuntos possui a propriedade
reflexiva [KoTd6 - conhece a propriedade reflexiva da relacdo de inclusio entre conjuntos
que se refere a relagdo de um conjunto com ele mesmo], e que a relacdo < entre elementos
de um conjunto também possui essa mesma propriedade [KoTd7 - conhece a propriedade
reflexiva da relagdo < que se refere a relagdo de um elemento do conjunto dos nimeros
inteiros com ele mesmo]. Ao efetuar esta discussao, parece assumir que, relembrando uma,
vai contribuir para que os estudantes atribuam sentido a outra.

Benny: 0 assunto é que esta [escreve na lousa Ac A] é verdade, ndo é? Claro
que A esta contido em A. Isto estaria... E verdade ou ndo? Sim! Como
eu faria para obter uma coisa similar visando este [se refere a <]? Ou
seja, utilizando minha notagao, [..] eu pergunto, este aqui [aponta
para A € A] qual seria a simbologia aqui? Eu poderia dizer a menor
igual que a. Sim? Isso sim teria sentido, ou nao? Por que, o que estou
dizendo ali? [se refere a a < a escrito na lousa].

Estudante: Que a menor que a.

Benny: Que a menor que a, ou a igual a a. Mas a menor que a é falso, [...]
entdo em outras palavras, estd nos trinques, por que a é igual a a.

No seguimento, apesar de ndo demonstrar a transitividade da relacdo <, Benny afirma
que a relacdo apresenta essa propriedade e pontua que ambas as relagdes, € e <,
apresentam a propriedade transitiva [KoTd8 - conhece a propriedade transitiva da relacao

C, a qual se estabelece entre trés conjuntos de tal forma que se o primeiro esta contido no
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segundo e este estd contido em um terceiro, entdo o primeiro conjunto esta contido no
terceiro].
Benny: Depois essa... esse que esta aqui [aponta para <], o que satisfaz? Se A
esta contido em B, e B esta contido em C, ento... A estd contido em C,
ndo é? [...] Bom, vocé vai ter nesse a menor igual que b [escreve a <
b] e b menor igual que ¢ implica que a menor igual que c. Estd bem?

Ja tenho isso [aponta para a propriedade reflexiva escrita na lousa],
e tenho isso [aponta para a propriedade transitiva escrita na lousa].

Continuando a buscar relacées entre as propriedades de € e <, Benny enuncia a
propriedade antissimétrica da relacdo de inclusdo entre conjuntos [KoTd9 - sabe que se um
conjunto esta contido em outro conjunto e este outro conjunto esta contido no primeiro,
entdo esses conjuntos s6 podem ser iguais, que é denominada de propriedade
antissimétrica da relacdo €] e refere que, para demonstrar essa propriedade, é necessario
mostrar que os conjuntos estao contidos um no outro [KoTp2 - sabe que para demonstrar
a propriedade antissimétrica para a relacdo de inclusdo, é necessario mostrar que os
conjuntos devem estar contidos um no outro]. Como, em um momento anterior da aula, a
propriedade antissimétrica ja havia sido demonstrada para a relagdo < [KoTd10 - conhece
a propriedade antissimétrica da relacdo <, segundo a qual se um nimero inteiro é menor
ou igual que outro nimero inteiro, que por sua vez é menor ou igual que o primeiro nimero
inteiro, entdo eles sdo iguais], Benny refere que esta relagdo imita a relacdo de inclusao,
reforcando a conexao transversal ja estabelecida entre as duas relacées [KSMt1].

Benny: Do que vocés sentiriam falta, nos conjuntos, para poder botar tudo
nos trinques, que nds ja botamos aqui? Se A esta contido em B, e B
esta contido em A4, entdo...

Estudantes: AigualaB.

Benny: A igual a B. Perfeito. Para eu poder provar que dois conjuntos, se
lembram,...? Se vocé quer provar que dois conjuntos sdo iguais, vocé
tem que provar que esse [indica A] est4 contido nesse [indica B], e
que esse [indica B] esta contido.. se lembram? Entdo como
escrevemos isso aqui? [Escreve nalousaa < bAb <a=a =Db]q,
menor igual que b, e b menor igual que a, implica a igual a b. Ou seja,

[..] isso que temos visto aqui [indica o simbolo <] ele imita o dos
conjuntos.

Benny discute a relagdo < como relagdo de ordem sobre os nimeros inteiros [KoTd11 -
conhece a definicdo da relagdo de ordem nos nimeros inteiros, isto é, sabe que em Z valem
as propriedades reflexiva, transitiva e antissimétrica] e as suas trés propriedades. Ademais
revela um conhecimento associado a diferenciacdo da relagdo de ordem entre conjuntos e
entre elementos de um conjunto ao referir que a inclusao de conjuntos define uma relagao
de ordem nos conjuntos [KoTd12 - conhece que a relacdo de ordem existente entre
conjuntos é distinta da relacdo de ordem entre elementos de conjuntos].

Benny: Isso seria uma... estivemos dizendo uma relagdo de ordem, certo? Ou
seja, este [aponta para o simbolo < escrito na lousa] define uma
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relacdo de ordem. Vamos ver que isso vai ser uma relagido de ordem
sobre Z. Entdo, por exemplo, vocé falaria assim... A inclusdo de
conjuntos define uma relagdo de ordem nos conjuntos, estamos de
acordo? Aqui [aponta para o simbolo < escrito na lousa] vocé diria
que esta relacdo, menor igual, o que significa? a igual a b, ou a
diferenca em P, ndo é? Define uma..., se eu falo s6 isto [escreve na
lousa: < define uma relagdo de ordem em Z], significa tudo isso,
entende? [indica as propriedades escritas na lousa a < a, a < b A
b<c=>a<ceas<bAb<a=a=D)]

Relativamente ao KPM do formador, aspetos do seu contetddo foram identificados apenas
em dois momentos desta aula: ao demonstrar que o inverso aditivo de um elemento de P
ndo estd em P e a propriedade antissimétrica da relacdo <; ao fornecer um exemplo de dois
subconjuntos ndo comparaveis. Para demonstrar que o inverso aditivo de um elemento em
P ndo estd em P, Benny escolhe a técnica de demonstracdo por contradicio [KPMp1l -
conhece a demonstracdo por contradicdo de que o inverso aditivo de um niimero natural
ndo faz parte do conjunto dos nudmeros naturais], utilizando-se da propriedade do
fechamento de P em relacdo a adicdo e do fato de que zero nao pertence a P.

Benny: Nessas condigdes uma observagdo é que se eu tiver a em P, digamos,
se eu tiver um cara que esta nesse conjunto, entdo automaticamente
seu.. o inverso aditivo, ele ndo pode estar, ou seja, ao ter essas
caracteristicas, essas condi¢cdes, isso seria uma consequéncia,

entendem? Se eu falo em uma prova, para provar isso, bom, no
momento é... ndo faz mal, como eu faria a prova?

Estudantes: [inaudivel].

Benny: Isso. Entdo, suponhamos que ele vai estar, entdo que faco?

Estudante: Somo.

Benny: Somo, estdo se este estd [aponta para a] e esse esta [aponta para —a]
(em ), entdo eu teria a + (—a), ele quanto daria?

Estudante: Zero.

Benny: Zero. Entdo isso significaria, olhem, por esta propriedade [aponta

para a propriedade escritanalousa:a,b € P > a+b € P],elevai
estar, mas por essa propriedade [aponta para 0 € P escrita nalousa],
ele ndo deveria estar, entendem?

Ao discutir como demonstrar a propriedade antissimétrica da relacdo < (a<beb <
a = a = b), Benny sugere negar a tese revelando conhecer a demonstracio e que ela é feita
por contradicdo, ou reducdo ao absurdo [KPMp2Z - conhece a demonstragdo (por
contradi¢ao) da propriedade antissimétrica da relagdo < que envolve considerar a # b em
a<bAb < al].

Benny: Entdo, se eu tiver dois elementos, digamos a e b, com essas condigdes,
[aponta para a < bA Db < a escrito na lousa], qual seria minha
conclusao?

Estudante: a=h.

Benny: a = b. Entdo é isso o que se esperaria. Entdo agora qual seria a prova

desse fato? ... queremos provar isso, ndo? Entdo.., suponhamos que
ndo seja verdade. Se eu tenho a = b, qual é a negacdo disso? Que este
seja diferente [escreve a # b], esta bem?
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0 Pedagogical Content Knowledge revelado por Benny

Benny revela conhecimento incluido no Knowledge of the features of the professional
development of mathematics teachers ao utilizar, por exemplo, o subconjunto denotado por
P para se referir ao conjunto dos nimeros naturais [KFPDMT4 - sabe que os estudantes ja
conhecem o conjunto dos nimeros naturais das experiéncias escolares anteriores e que,
portanto, jA possuem uma imagem mental desse conceito]. Com esta opc¢do, pretende
utilizar esse conhecimento como um trampolim para o entendimento das propriedades dos
numeros naturais apresentadas na sequéncia. A op¢do por nomear o conjunto por P
(representacdo diferente da usual) traz para o foco o objetivo de contribuir para que os
estudantes ndo se apeguem a uma ‘nomenclatura’ Unica que ja conhecem, mas sejam
capazes de abstrair esses conceitos [KFPDMT3 - conhece as dificuldades de abstracao dos
estudantes de conceitos ja trabalhados] e, nesse sentido, faz uso de uma representacdo ndo
convencional [KFPDMT4 - conhece a necessidade de se usar uma representacdo nao

convencional para os numeros naturais por forma a desenvolver a abstracdo dos

estudantes].
Benny: ... estou colocando o P assim..., abstrato, para que vocés pensem que
esse P pode ser qualquer coisa que vocés pensem.., que ocorra a
VOCés.

0 Knowledge of the features of the professional development of mathematics teachers
também é evidenciado por Benny quando, embora ja esteja nomeando os simbolos < e <
como menor e menor ou igual, mostra uma preocupacio constante com a importancia da
abstracdo no conceito de relacdo de ordem entre elementos de Z [KFPDMT4 - sabe que os
estudantes ja conhecem os simbolos < e < como relagdo de ordem entre quantidades
representadas por numeros e que pode ser dificil pensarem neles como representativos de
relacdes abstratas].

Benny: 0 que eu quero observar é que essa relagdo, menor ou igual, podemos
chamar, isto [aponta para o simbolo < escrito na lousa], o que
acontece é que eu ndo queria dar nome. Como chamam essa relagdo?
[aponta para a relagdo a < b] a, menor que b, ndo seria? Esse seria o
nome que vocés dao no colégio, ndo? Esta coisa, eu estou
simplesmente esquecendo de nomes, este a relacionado com b, qual
é a definicdo? O b menos a estd em P. Estou fazendo algo assim como
uma axiomatizacao. Eu separo um P, e esse P satisfaz isso. Uma vez
que tenho esse P separado ali, estou definindo uma certa coisa, que

chamo a simbolinho b. a simbolinho... esse simbolinho [aponta para
< escrito na lousa] estou chamando assim (menor que).

Ao considerar a relacdo de inclusao da teoria de conjuntos, Benny mostra a expectativa
de que os estudantes estejam familiarizados com essa relacdo, que é comumente estudada
no Ensino Médio [KFPDMT4 - sabe que os estudantes estdo, ou deveriam estar,

familiarizados com a relagdo de inclusdo entre conjuntos].
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Benny também mobiliza seu Knowledge of the standards of mathematics teacher
education programmes, ao retomar a definicdo do operador légico “ou”, que o formador
supde ser conhecido dos estudantes (inclusive porque Légica Matematica é um tépico
discutido em disciplinas anteriores do curso de Matematica) [KSMTEP1 - sabe que os
alunos devem estar familiarizados com a definicdo do operador légico “ou” que é um

operador binario utilizado na légica proposicional].

Discussao geral do conhecimento revelado por Benny

Em nenhum momento nesta aula ou nas aulas seguintes, o formador definiu relacdo de
ordem parcial ou total, ainda que seu conhecimento sobre ambas as definigdes possa ser
depreendido, por exemplo, sobre ordem parcial, considerando que as trés propriedades da
relacdo < escolhidas para serem demonstradas (propriedade reflexiva, propriedade
antissimétrica e propriedade transitiva) sdo exatamente as que fazem com que uma relacdo
seja denominada relacdo de ordem parcial [KoTd13 - conhece a definicdo de relacdo de
ordem parcial nos nimeros inteiros].
Ja os indicativos do conhecimento de Benny sobre relagdo de ordem total surgem quando
o formador declara que um conjunto pode ndo estar contido em outro, isto é, nem sempre
dois conjuntos sdo comparaveis. Considerando que uma relagdo de ordem é total quando
quaisquer dois elementos do conjunto sdo comparaveis por essa relacdo, Benny revela
conhecer que arelacdo € ndo é de ordem total [KoTd14 - sabe que a propriedade dicotomia
nao é valida para a relacdo de inclusdo entre conjuntos], enquanto a relagdo < nos nimeros
inteiros é de ordem total [KoTd15 - sabe que em Z vale a relacdo de ordem total, que é
equivalente a dizer que no conjunto dos nimeros inteiros, além das propriedades reflexiva,
antissimétrica e transitiva, vale também a dicotomia].
Benny: Vamos olhar para conjuntos, e vamos olhar para essa relagdo. Vejam,
peguem todos os conjuntos, todos os conjuntos imaginaveis..., e se
dois conjuntos se comparam, assim como estou falando aqui, dois

conjuntos se comparam, aqui seria dois elementos se comparam se a
menor ou igual que b, estd bem? Se a menor ou igual que b.

Saber que em Z vale a relacdo de ordem parcial e total, discutindo as propriedades
associadas, em consonancia com a capacidade de estabelecer conexdes entre a relagido de
ordem nos elementos de um conjunto (Z) e a relagdo de ordem entre conjuntos sido
exemplos do que Zopf (2010) identifica como um conhecimento mais desenvolvido e
aprofundado do formador, em relagdo ao conhecimento esperado do professor. No caso de
Benny, essa maior profundidade também decorre de sua experiéncia como matematico, e
aqui contribui para o desenvolvimento do conhecimento matematico dos estudantes.

Benny define relacdo de ordem com o objetivo de garantir a existéncia de um elemento
minimo em todo conjunto de ndmeros inteiros nido negativos, ou seja, estabelecer o

Principio da Boa Ordenacdo [KoTd16 - sabe que em todo conjunto de niimeros inteiros nio
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negativos existe um elemento menor que todos os outros]. A existéncia deste elemento
minimo serd fundamental para caracterizar um conjunto auxiliar que sera utilizado na
demonstracdo do Teorema do Algoritmo da Divisdo Euclidiana. Dessa forma, Benny
evidencia ainda elementos do Knowledge of teaching the content of initial mathematics
teacher education programmes, no qual sdo considerados conhecimentos referentes a
identificacdo das caracteristicas mais importantes dentro de um determinado tépico e
encontrar conexdes entre essas caracteristicas [KTCIMTEP5 - Sabe quais sdo as
caracteristicas ou pontos mais importantes no Teorema do Algoritmo da Divisdo de Euclides
(TADE) e encontra conexdes entre essas caracteristicas, como entre a relacdo de ordem e o
Principio da Boa Ordenacdo]. Tomando como tépico o Teorema do Algoritmo da Divisao de
Euclides (TADE), o conhecimento de Benny lhe permite saber que, na demonstracdo do
TADE, os conceitos de ordem e Principio da Boa Ordenacao estao conectados [KSMa1l - sabe
que os conceitos de relacdo de ordem e Principio da Boa Ordenacao sdo conceitos auxiliares
na demonstracao do TADE].

Na Tabela 3, sintetiza-se o conhecimento matematico revelado por Benny ao discutir

relacdo de ordem no conjunto dos nimeros inteiros.

Tabela 3. Subdominios, categorias e indicadores do Mathematical Knowledge de Benny

Subdominio Categorias Indicadores de conhecimento
Defini¢oes . L, . - ~
o riedgade; . KoTd1 — sabe que quaisquer dois nimeros inteiros distintos sdo
pfunpdamentos comparaveis, ou seja, que um niimero é menor do que outro
Definicoes,
propriedades e  KoTd2 - conhece a defini¢do do operador l6gico v
fundamentos
Definices KoTd3 - sabe que os nimeros inteiros satisfazem a propriedade
o riedgade; o antissimétrica, ou seja, se um nimero inteiro € menor ou igual a
pfunpdamentos outro e esse outro é menor ou igual que o primeiro, entdo eles
sao iguais
KoTd4 — conhece a propriedade transitiva da relagédo <, a qual se
KoT Defini¢des, estabelece entre trés elementos de um mesmo conjunto de tal
propriedades e  forma que se o primeiro tem relacdo com o segundo e este tem
fundamentos relacdo com um terceiro, entdo o primeiro elemento tem relacdo
com o terceiro
Definicoes,
propriedades e  KoTd5 — conhece a definicdo da relacdo <
fundamentos
Definicoes, KoTd6 — conhece a propriedade reflexiva da relagdo de inclusdo
propriedades e  entre conjuntos que se refere a relagdo de um conjunto com ele
fundamentos mesmo
Definicoes, KoTd7 — conhece a propriedade reflexiva da relacdo < que se
propriedades e  refere a relagdo de um elemento do conjunto dos numeros
fundamentos inteiros com ele mesmo
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Definicdes,
propriedades e
fundamentos

KoTd8 — conhece a propriedade transitiva da relacdo < a qual se
estabelece entre trés conjuntos de tal forma que se o primeiro
estd contido no segundo e este estd contido em um terceiro,
entdo o primeiro conjunto esta contido no terceiro

Defini¢oes,
propriedades e
fundamentos

KoTd9 - sabe que se um conjunto estd contido em outro
conjunto e este outro conjunto estd contido no primeiro, entdo
esses conjuntos s6 podem ser iguais, que é denominada de
propriedade antissimétrica da relagdo <

Definicoes,
propriedades e
fundamentos

KoTd10 - conhece a propriedade antissimétrica da relagdo <,
segundo a qual se um nimero inteiro é menor ou igual que outro
ndmero inteiro, que por sua vez é menor ou igual que o primeiro
ndmero inteiro, entdo eles sdo iguais

Definicoes,
propriedades e
fundamentos

KoTd11 - conhece a defini¢do da relagdo de ordem nos niUmeros
inteiros, isto é, sabe que em Z valem as propriedades reflexiva,
transitiva e antissimétrica

Defini¢oes,
propriedades e
fundamentos

KoTd12 — conhece que a relagdo de ordem existente entre
conjuntos é distinta da relacdo de ordem entre elementos de
conjuntos

Defini¢des,
propriedades e
fundamentos

KoTd13 — conhece a definicdo de relacdo de ordem parcial nos
ndmeros inteiros

Defini¢des,
propriedades e
fundamentos

KoTd14 — sabe que a propriedade dicotomia ndo é valida para a
relacdo de inclusdo entre conjuntos

Definicoes,
propriedades e
fundamentos

KoTd15 — sabe que em Z vale a relacdo de ordem total, que é
equivalente a dizer que no conjunto dos niUmeros inteiros, além
das propriedades reflexiva, antissimétrica e transitiva, vale
também a dicotomia

Defini¢des,
propriedades e
fundamentos

KoTd16 — sabe que em todo conjunto de niimeros inteiros nédo
negativos existe elemento menor que todos os outros

Registros de
representacao

KoTr1 — conhece uma das formas de representar a comparagédo
de dois nimeros inteiros (<)

KoTr2 — conhece uma das formas de representar a comparagado
de dois nimeros inteiros (<)

KoTr3 - sabe que para além de diferentes representacdes entre
A e "e", estes tém também diferentes significados na linguagem
correspondente

Procedimentos

KoTp1 - sabe que a demonstracdo da propriedade antissimétrica
pode ser efetuada recorrendo a propriedades do anel dos
ndmeros inteiros

KoTp2 - sabe que para demonstrar a propriedade antissimétrica
para a relacdo de inclusdo é necessario mostrar que os conjuntos
devem estar contidos um no outro

KSM

Conexdo KSMt1 - sabe que existe um conjunto de caracteristicas
transversais a relacdo de ordem entre elementos de um conjunto
transversal L ~ .
e a inclusdo de conjuntos
Conexdo KSMa1 — sabe que os conceitos de relacdo de ordem e Principio
auxiliar da Boa Ordenacédo sdo conceitos auxiliares na demonstracéo do

Teorema do Algoritmo da Divisdo de Euclides

Quadrante, Vol. 28, N.° 2, 2019

143


https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto_(matem%C3%A1tica)

144 M. V. R. Almeida, M. Ribeiro

KPMp1 - conhece a demonstracdo por contradicdo de que o
inverso aditivo de um nimero natural ndo faz parte do conjunto
Como dos nimeros naturais

KPM
demonstrar KPMp2 - conhece a demonstracdo (por contradicdo) da

propriedade antissimétrica da relacdo < que envolve considerar
a*xbema<bAb<a

O conteudo do Pedagogical Content Knowledge evidenciado na aula analisada é

sintetizado na Tabela 4.

Tabela 4. Subdominios e conhecimentos do Pedagogical Content Knowledge de Benny

Subdominio Conhecimento Indicador

Conhecimento de sequéncias
ou focos que podem ser mais ~ KFPDMT3 — conhece as dificuldades de
apropriados para a constru¢cdo  abstracdo dos estudantes de conceitos ja
do conhecimento dos futuros  trabalhados.

professores de matematica

KFPDMT4 - sabe que os estudantes ja
conhecem o conjunto dos nimeros naturais
das experiéncias escolares anteriores e que,
portanto, j& possuem uma imagem mental

Knowledge of the .
features of the desse conceito
professional KFPDMT4 - conhece a necessidade de se usar
development of uma representacdo ndo convencional para os

Conhecimento sobre o que os
futuros professores usualmente

mathematics numeros naturais por forma a desenvolver a

teachers i abstracdo dos estudantes
sabem antes de ingressar na
formaco inicial KFPDMT4 - sabe que os estudantes ja
conhecem os simbolos < e < como relacdo de
ordem entre quantidades representadas por
numeros e que pode ser dificil pensarem neles
como representativos de relagdes abstratas
KFPDMT4 - sabe que os estudantes estdo, ou
deveriam estar, familiarizados com a relagdo
de inclusdo entre conjuntos
Knowledge of Conhecimento sobre como KTCIMTEP5 - sabe quais sdo as caracteristicas
teaching the dividir um tépico em suas ou pontos mais importantes no Teorema do
content of initial  caracteristicas mais importantes,  Algoritmo da Divisdo de Euclides e encontra
mathematics encontrando conexdes entre conexdes entre essas caracteristicas, quais
teacher education elas, e desenvolvendo esse sejam, a relagdo de ordem e o Principio da Boa
programmes conhecimento nos estudantes  Ordenacéo
Knowledge of the
g . KSMTEP1 — sabe que os alunos devem estar
standards of Conhecer os padrdes S L
. . familiarizados com a definicdo do operador
mathematics curriculares do curso em que L X .
. I6gico "ou”, que é um operador binario
teacher education atua como formador > . .
utilizado na l6gica proposicional
programmes
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Comentarios finais

Considerando as dificuldades evidenciadas por alunos do Ensino Fundamental em
compreender a relacdo de ordem entre os nimeros inteiros no momento em que o0s
numeros negativos sdo introduzidos (Schindler & Hufdmann, 2013), é essencial desenvolver
no futuro professor de Matematica um conhecimento especializado, tornando-o capaz de
compreender, por exemplo, as dificuldades de ensino e aprendizagem subjacentes ao ensino
dos numeros negativos, os exemplos mais e menos adequados a serem utilizados em uma
discussao sobre a ordem nos numeros inteiros, diferentes representacées potentes para
ilustrar a relacdo de ordem, como a reta numérica e representacio simbolica, perceber
conexdes entre a relacdo de ordem e a subtracdo, entre diversos outros conhecimentos
necessarios para a abordagem do tema. Esse conhecimento especializado do futuro
professor de Matematica precisa ser promovido pelo formador que, por sua vez, necessita
de um conhecimento especializado préprio.

Dessa forma, buscamos compreender o conhecimento de um formador de professores
de Matematica, considerando o tema relacio de ordem nos numeros inteiros, para
identificar seu Mathematical Knowledge (Carrillo et al., 2018) e seu Pedagogical Content
Knowledge (Escudero-Avila et al, no prelo), evidenciados em uma aula de Teoria dos
Numeros. Com relagdo ao MK, o formador mobiliza prioritariamente o KoT, evidenciando
conhecimentos sobre propriedades, definigdes, procedimentos e registros de
representacdo. Também sio evidenciados conhecimentos relacionados com o KSM, por
meio da manifestacdo de uma conexdo transversal, e com o KPM, referentes a como
demonstrar resultados matematicos.

Com relagdo ao PCK do formador, foi mobilizado prioritariamente o Knowledge of the
features of the professional development of mathematics teachers, quando ele demonstra
estar atento as dificuldades de abstracdo dos estudantes e aos conhecimentos prévios que
trazem da matematica escolar, tais como o conhecimento a respeito dos nimeros naturais,
dos simbolos <, < e da relagdo € entre conjuntos. Também foi evidenciado o Knowledge of
teaching the content of initial mathematics teacher education programmes, quando o
formador identifica caracteristicas importantes dentro do topico Divisibilidade, em
particular com relacdo ao Teorema do Algoritmo da Divisao de Euclides, estabelecendo
conexoes entre a relacdo de ordem e o Principio da Boa Ordenacdo. O Knowledge of the
standards of mathematics teacher education programmes, por sua vez, é evidenciado pelo
formador ao mostrar que conhece a grade curricular do curso de Matematica, destacando
que arelacdo C entre conjuntos ja deveria ter sido estudada em outras disciplinas do curso.

Uma caracteristica fundamental de Benny manifestada nessa aula é a busca pela
promo¢do da abstracdo. Mesmo considerando o conjunto dos numeros naturais e as
relagdes <, < como algo que os estudantes ja conhecem, Benny se esfor¢a para evitar uma

compreensdo e utilizacdo procedimental desses conceitos. Essa caracteristica é
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particularmente contributiva para a formacao dos licenciandos, ja que se nao for trabalhada
na formacao inicial, a énfase procedimental adquirida na escola tende a se perpetuar na
pratica futura (Almeida, Ribeiro, & Albrecht, 2018).

Um fator que chama atencao em nossa andlise da pratica de Benny nesta aula sdo as
poucas evidéncias de KPM e KSM do formador. Considerando que o sujeito é um
matematico, se poderia esperar uma presen¢a mais marcante desses dois subdominios, e
uma questdo importante que fica em aberto é se a mobilizacdo desses conhecimentos
depende do contexto, do tema que estd sendo ensinado, dos objetivos do formador em cada
aula, entre diversas outras possibilidades. Da mesma forma, enquanto formador, se poderia
esperar maiores evidéncias dos subdominios do PCK, ficando em aberto se e como o PCK de
um formador que é matematico se diferencia do PCK de um formador com outro perfil.

Com relagdo a compreensdo do conhecimento especializado do formador de professores
de Matematica, um longo caminho ainda deve ser percorrido, por meio de outras analises,
para que se possa abarcar a complexidade de seu PCK relacionado com o ensino de Teoria
dos Numeros e também para melhor entender como se diferencia o MK do formador e do
professor que ensina Matematica. No entanto, os indicadores de conhecimento
especializado de Benny obtidos a partir dessa investigagdo constituem mais um passo na
elaboracdo de um modelo de conhecimento especializado do formador de professores de
Matematica (Escudero-Avila et al., no prelo).

Considerando que diversos atores participam da formacao do professor de Matematica,
tais como matematicos, educadores matematicos e professores de Matematica que os
recebem nas escolas (Beswick & Chapman, 2012; Escudero-Avila et al.,, no prelo), nossa
contribuicdo nesse artigo é aportar resultados sobre o conhecimento especializado de um
matematico que atua como formador.

A andlise da pratica de Benny traz evidéncias de seu Mathematical Knowledge e
Pedagogical Content Knowledge relacionados ao tema especifico da relacio de ordem no
conjunto dos numeros inteiros. Porém, analises e investigacdes posteriores sdo necessarias
para compreender como esses conhecimentos se relacionam entre si, como se relacionam
com as crencas do formador, e como o Mathematical Knowledge do matematico pode ser
articulado com o do formador de professores de Matematica para a melhoria da formacao

matematica oferecida na licenciatura.

Notas

1 Curso voltado para a formacgdo de professores de Matematica que irdo atuar no Ensino Fundamental (11-14
anos) e no Ensino Médio (15-17 anos).

2Curso voltado para a formacio de futuros pesquisadores e docentes do Ensino Superior na area de Matematica.
3 Documento de carater normativo que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais
que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educagdo Basica brasileira
(Ministério da Educagio, 2018).

4+Optamos por manter a nomenclatura em inglés, pois esta é uma conceitualizagdo do conhecimento do professor
reconhecida a nivel internacional. Uma vez que os subdominios do modelo foram denotados em inglés desde a
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primeira publicacdo (Carrillo, Climent, Contreras, & Mufioz-Cataldn, 2013), manter essa escrita ajuda a
identificar melhor os subdominios.

5 Conhecimento Matematico.

6 Conhecimento Pedagégico do Contetido.

7 Conhecimento dos To6picos.

8 Conhecimento da Estrutura da Matematica.

9 Conhecimento da Pratica Matematica.

10 Conhecimento das caracteristicas do desenvolvimento profissional de professores de Matematica.
11 Conhecimento do ensino do contetdo dos programas de formagao inicial de professores de Matematica.
12 Conhecimento dos padrdes dos programas de formacdo de professores de Matematica.

13 Defini¢des, propriedades e fundamentos.

14 Fenomenologia e aplicagdes.

15 Procedimentos.

16 Registros de representacio.

17 Conexdes de simplificagdo.

18 Conexdes de complexificagdo.

19 Conexdes auxiliares.

20 Conexdes transversais.

21 Como definir.

22 Como demonstrar.

23 Como justificar.

24 Como fazer dedugdes e indugdes.

25 Como dar exemplos.

26 Papel do contraexemplo.
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