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Resumen. Este trabajo muestra los resultados de una investigacion desarrollada para estudiar las
evidencias de las relaciones que se establecen entre los procesos de modelizacidn matematica y de
indagacion en la implementacion de una secuencia didactica codisciplinar de matematicas e historia,
con estudiantes de 13-14 afios de un instituto de Badalona (Catalunya, Espafa). Se planted una
situacion problematica en un contexto real, un yacimiento arqueolégico de la misma ciudad de los
participantes, que les motivd a realizar una indagacion donde desarrollaron diversos modelos para
poder dar soluciones plausibles y argumentadas. Se analizaron los procesos de modelizacién y de
indagacion que emergieron en diferentes momentos de la implementacidn, los cuales se identificaron
para establecer algunas conclusiones sobre la relaciéon que existe entre ambos. Como hallazgos de
este estudio se destaca que, por una parte, cuando los datos obtenidos de la indagacién son
susceptibles de ser matematizados, se dan procesos de modelizacién matematica y las respuestas

que dan los estudiantes son mas precisas y justificadas; y, por tanto, tal como se esperaba en la
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planificacion realizada, la secuencia didactica presenta una cierta riqueza de procesos matematicos,
lo cual conlleva, en particular, una alta valoracién de su idoneidad epistémica.
Palabras-clave: ensefianza codisciplinar; educacién secundaria; historia; idoneidad didactica; inda-

gacion; modelizacion matematica.

Abstract. This article presents the results of a study aiming to identify the relations that can be
established between the mathematical modelling and the inquiry processes, based on the implemen-
tation of a co-disciplinary didactic sequence on mathematics and history, with students aged 13-14
from a secondary school in Badalona (Catalonia, Spain). A problem situation from a real context was
posed about an archaeological site in the city of the participants. It motivated them to carry out an
inquiry where they developed different models in order to provide plausible and argued solutions to
the problem. The processes of modelling and inquiry that emerged at different moments of the
implementation were analysed, seeking to establish possible conclusions about the relation between
both processes. Concerning the findings, it is highlighted that when the data obtained from the
inquiry process are able to be mathematised, processes of mathematical modelling occur and the
answers given by the students are more precise and justified; therefore, as expected in the designed
planning, the didactic sequence presents a considerable wealth of mathematical processes, which
particularly entails a highly positive view on its epistemic suitability.

Keywords: co-disciplinary teaching; middle grades; history; didactic suitability; inquiry; mathemati-

cal modelling.

Introduccion

Actualmente, es evidente el consenso entre la comunidad educativa acerca de que ensefiar
en contextos realistas, con un enfoque de indagacion, es beneficioso para el aprendizaje de
los estudiantes. Asimismo, Artigue y Blomhgj (2013) ponen de manifiesto la tendencia
actual de incluir la ensefianza basada en indagacién (en adelante, IBL, por las siglas de
Inquiry Based Learning) en los distintos documentos curriculares, sobre todo en los que ha-
cen referencia a la ensefianza y aprendizaje de las matematicas y las ciencias. Encontramos
diversos proyectos internacionales centrados en estudiar c6mo promover este tipo de
ensefianza, donde se evidencia la importancia que tienen la modelizacién matematica y
cientifica en sus propuestas. Son ejemplo de ello los proyectos PRIMAS (Maafd & Doorman,
2013), MASCIL (Doorman, Jonker, & Wijers, 2016), FIBONACCI (Harlen, 2012a), entre otros.
En esta linea, desde el Enfoque Onto-Semiético (EOS) se considera que realizar procesos de
instruccion que fomenten la indagacién y la modelizacion conlleva, a priori, expresado en
términos de idoneidad didactica (Breda, Font, & Pino-Fan, 2018; Breda, Pino-Fan, & Font,
2017), una alta idoneidad epistémica. Asimismo, se fomentan las conexiones extra-
matematicas, lo que implica una alta idoneidad ecoldgica y emocional.

El desarrollo de la modelizacion matematica es una practica de ensefianza relevante para

cualquier nivel educativo, ya que coloca la relacion entre el mundo real y el matematico en
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el centro de la ensefianzay el aprendizaje. Tal y como afirma Blomhgj (2004), l1as actividades
de modelizacién tienen potencial de motivacion para que suceda el aprendizaje, y ayudan al
estudiante a establecer raices cognitivas sobre las cuales construir importantes conceptos
matematicos.

Dada esta tendencia a la incorporaciéon de la modelizacién y la indagacion en la
ensefianza de las matematicas, es pertinente preguntarse por cémo es la relacion entre
ambos procesos. Modelizaciéon matematica e indagacidn son procesos que tienen un aire de
familia (Wittgenstein, 1953/1988), y se pueden combinar en la ensehanza de las
matematicas, tal y como lo afirman diversos autores (Artigue & Blomhgj, 2013; Maaf? &
Doorman, 2013; Maafd & Engeln, 2018). Todos ellos hacen referencia, tanto a la indagacion
como a la modelizacién, como actividades que se pueden desarrollar durante una misma
practica, pero no profundizan en cémo se relacionan ambas. Para conocer las relaciones que
se establecen entre modelizacién matematica e indagacién es necesaria una mirada
conjunta de ambos procesos.

En este sentido, la investigacion que realizamos trata, de entrada, de dar respuesta a
diversas preguntas de investigaciéon como, por ejemplo: cuando los alumnos se hallan
inmersos en una indagacion, ;cudles son los subprocesos del ciclo de indagaciéon que
desarrollan?, ;y del ciclo de modelizacién?, ;qué evidencias podemos encontrar de las
acciones de los alumnos, que forman parte de los subprocesos del ciclo de modelizacién, y
que parecen coincidir con los subprocesos del ciclo de indagaciéon?

En definitiva, en nuestro estudio se realiza una mirada a la modelizacién matematica
entendiéndola como un proceso relacionado con el de indagacién. A partir del analisis de
los datos de una implementacién en un contexto escolar, se estudian las evidencias de estas
relaciones, asi como las sinergias que se producen entre ambos procesos y, también, cdmo
este tipo de propuestas pueden mejorar la idoneidad didactica de los procesos de
instruccion.

En los siguientes apartados se expone, en primer lugar, una breve sintesis de los
principales elementos del marco tedrico de la investigacién; a continuacion, se presenta el
analisis realizado sobre las relaciones entre modelizacion e indagacion y sobre la idoneidad
didactica de la secuencia, a partir de su implementacion, asi como los resultados obtenidos;

y, por ultimo, se exponen las conclusiones.

Marco teorico

Idoneidad didactica de un proceso de instruccion

La nocidn de idoneidad didactica propuesta por el EOS (Godino, Batanero, & Font, 2007)
pretende responder a la siguiente problematica: ;Qué criterios se deben utilizar para

disefiar una secuencia de tareas que permitan evaluar y desarrollar la competencia
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matematica de los alumnos, y qué cambios se deben realizar en su redisefio para mejorar el
desarrollo de esta competencia? Se trata de un constructo multidimensional que se desglosa
en seis criterios de idoneidad didactica (CID) parcial: 1) Idoneidad epistémica, para valorar
si las matematicas que se ensefian son “buenas matematicas”; 2) Idoneidad cognitiva, para
valorar, antes de iniciar el proceso de instruccién, si lo que se quiere ensefiar estd a una
distancia razonable de lo que saben los alumnos y, después del proceso, si los aprendizajes
logrados se acercan a los que se pretendian enseilar; 3) Idoneidad interaccional, para
valorar si las interacciones resuelven dudas y dificultades de los alumnos; 4) Idoneidad
mediacional, para valorar la adecuacion de los recursos materiales y temporales utilizados
en el proceso de instruccion; 5) Idoneidad emocional, para valorar la implicacién (intereses
y motivaciones) de los alumnos durante el proceso de instruccién; y 6) Idoneidad ecolégica,
para valorar la adecuacién del proceso de instruccion al proyecto educativo, las directrices
curriculares, las condiciones del entorno social y profesional, entre otros (Font, Planas, &
Godino, 2010). A su vez, los CID se desglosan en componentes y éstos en indicadores (Breda

etal,, 2017), como se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1. Criterios y componentes de idoneidad didactica

Criterio Componente

L Errores; Ambigliedades; Riqueza de procesos; Representatividad de la
Epistemico complejidad de la nocién a ensefar
o Conocimientos previos; Adaptacién curricular a las diferencias individuales;
Cognitivo Aprendizaje; Alta demanda cognitiva
ol Interaccion docente-discente; Interaccion entre discentes; Autonomia;
Interacciona Evaluacion formativa
o | Recursos materiales; NUmero de estudiantes, horario y condiciones del aula;
Mediaciona Tiempo

Afectivo o emocional Intereses y necesidades; Actitudes; Emociones

Adaptacion al curriculo; Conexiones intra e interdisciplinares; Utilidad

Ecolégico sociolaboral; Innovacion didactica

Los CID sirven, primero, para guiar los procesos de instrucciéon de las matematicas y,
segundo, para valorar sus implementaciones. A priori, los CID son principios que orientan
“como se deben hacer las cosas”; a posteriori, sirven para valorar el proceso de instruccion
implementado.

Los procesos de instruccién basados tanto en indagacién como aquéllos que promueven
la modelizacién matematica, presentan a priori una alta idoneidad didactica (especifica-
mente, alta idoneidad interaccional, afectiva, ecolégica y epistémica). Por otra parte, las

investigaciones realizadas sobre el desarrollo de ambos procesos, en sus resultados y
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conclusiones, afirman implicitamente haber conseguido una alta idoneidad, al menos en
algunos de los CID (para el caso de la modelizacién matematica, véase Ledezma, Font y Sala
Sebastia, 2021).

Modelizacion matematica

De acuerdo con el consenso que existe en la comunidad dedicada a su estudio, entendemos
la modelizacién como un proceso para resolver un problema del mundo real con las
matematicas. Como afirma Blomhgj (2004), para llegar a obtener un modelo matematico se
tiene que desarrollar, de manera implicita o explicita, el proceso de establecer una relacién
entre alguna idea matematica y una situacion real. Han aparecido diversas descripciones y
conceptualizaciones de los procesos de modelizacién (Borromeo Ferri, 2006), aunque una
de las mas consensuadas en toda la comunidad se describe a partir del llamado ciclo de
modelizacion, del cual coexisten distintas versiones (Blomhgj & Jensen, 2003; Blum & Leif3,
2007; entre otros). En este trabajo, nos centramos en los ciclos de modelizacién propuestos
en los trabajos de Blomhgj y Jensen (2003) y Blomhgj (2004), asi como en el de Borromeo
Ferri (2018) desde la perspectiva cognitiva. En el ciclo descrito por Blomhgj y Jensen (2003)
se incluye mencion especial al dominio de indagacién (Figura 1), un momento entre los
subprocesos formulacién del problema y sistematizacién de los datos. Segiin estos autores,
la indagacion suele tomar especial relevancia al inicio del proceso de modelizacion en los
momentos cuando, dada la realidad a estudiar, se delimitan las tareas y cuestiones a tratar
y se seleccionan las variables por considerar, hecho que llevara a la definicién del sistema
extra-matematico a estudiar.

Para estos autores, el proceso de modelizacion es entendido como un proceso dinamico,
que en ningun caso debe entenderse de forma lineal, pues siempre toma la forma de uno de
caracteristicas ciclicas, donde las reflexiones sobre el modelo y la intencién de su uso llevan
auna redefinicion del modelo. El proceso de modelizaciéon matematica es descrito de forma
analitica, y representado segiin se muestra en la Figura 1. Este proceso estd compuesto de
los siguientes seis subprocesos: (a) Formulacion del problema, formulacién de una tarea que
guie la identificacién de las caracteristicas de la realidad percibida que sera modelizada; (b)
Sistematizacion, seleccion de los objetos relevantes, relaciones, etc., del dominio de indaga-
cién resultante e idealizacion de las mismas para hacer posible una representacion matema-
tica; (c) Matematizacion, traduccion de estos objetos y relaciones al lenguaje matematico;
(d) Andlisis del sistema matemdtico, uso de métodos matemaéticos para llegar a resultados
matematicos y conclusiones; (e) Interpretacion/Evaluacion, interpretacion de los resultados
y conclusiones considerando el dominio de la investigacion inicial; y (f) Validacion, evalua-
cion de la validez del modelo por comparacion con datos (observados o predichos) y/o con

el conocimiento tedrico o por experiencia personal o compartida.
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En su descripcidn, los autores insisten en la importancia de retornar a la indagaciéon
cuando llega el momento de interpretar la validez (subproceso (e) de los modelos matema-
ticos en el sistema considerado. Ademas, afirman que los datos empiricos y el conocimiento
tedrico (indicados mediante dos elipses en la Figura 1) concernientes al dominio de la
indagacidn, son la base de todos los subprocesos del ciclo de modelizacién, estableciendo

de este modo un claro vinculo entre indagaciéon y modelizacion.

MUNDO
REAL

Ak ~

() Validacion (a) Formulacion del problema
Accion/ Insight I | Dominio de Investigacion I

(¢) Interpretacion/Evaluacion (b) Sistematizacion
oA Resitaaca ]

\ $

(d) Analisis del sistema matematico (¢) Matematizacion

\PI Sistema matematico I/

Figura 1. Modelo grafico de un proceso de modelizacién matematica
(Adaptado desde Blomhgj, 2004, p. 148)

Junto con el ciclo de modelizacién propuesto, Blomhgj y Jensen (2003) también
definieron la competencia en modelizacion matemdtica como el “ser capaz de, autonoma y
conscientemente, llevar a cabo todos los aspectos de un proceso de modelizacién en un
determinado contexto” (Blomhgj, 2004, p. 126, traduccién propia), como los presentados
enla Figura 1. En 2007, Blum y Leif representan su concepcién del proceso de modelizacion
(Figura 2a), también como un proceso ciclico con subprocesos que se desarrollan entre el
mundo real y el matematico. Este ciclo comienza con la comprensién de una situacién
problematica contextualizada en la realidad, que se simplifica para conseguir un modelo
real. A continuacion, este modelo puede evolucionar en su transito hacia el mundo matema-
tico, gracias a la matematizacién de los datos, convirtiéndose en un modelo matematico con
el que trabajar matemdticamente para obtener resultados matematicos. Estos resultados,
en su vuelta al mundo real, deberan pasar por un subproceso de validacién, para adecuarse
asi a unos resultados reales que tengan sentido como solucidn al problema del mundo real
desde el que se comenzd, para finalizar con el subproceso de presentacion de estos
resultados. Los subprocesos definidos por Blum y Leifd (2007) son muy proximos a los del
ciclo de Blomhgj y Jensen (2003) y Blomhgj (2004), aunque los primeros autores establecen

una clara diferenciacion entre los subprocesos que pertenecen al mundo real con los que se
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realizan dentro del mundo matematico. En el caso del ciclo presentado por Borromeo Ferri
(2018) (Figura 2b), desarrollado a partir del propuesto por Blum y Leifd (2007), por la
influencia de su perspectiva cognitiva, se incorpora la fase de representacion mental de la
situacion (RMS), entendida como el producto de la comprensiéon de la tarea, de la recons-
truccién mental del problema (imagenes mentales y visuales de la situacion real; estilos de
pensamiento matematico), y de las asociaciones que haga el individuo con respecto a la

situacion propuesta (Borromeo Ferri, 2006; 2018).

1. Comprender

modelo
modelo real () () matematico 2. Simplificar/estructurar

3. Matematizar

modelo de la
situacion

situacion
real

4 4. Trabajar
matematicamente

5. Interpretar

Validar

resultados Y | [ ¥ resultados

reales matematicos 7. Presentar
5
Mundo
Mundo real
matematico
(a)
conocimiento extra- 1. Entender la tarea
matematico (CEM) 3
2. Simplificar/estructurar la
tarea; el uso/necesidad
modelo del CEM depende de la
modelo real (") matematico tarea

conocimiento extra- 2

3. Matematizar; aqui el
matemético (CEM)

CEM es fuertemente

i representacion " necesario
real * mental de la
situacion 4. Trabajar

matematicamente,
usando las competencias
mateméticas del

resultados [ ¥ resultados individuo
reales matemaiticos
5. Interpretar
5 6. Validar
Realidad Matematicas

(b)

Figura 2. Ciclo de modelizacién matematica segiin
(a) Blumy Leifd (2007, p. 225); (b) Borromeo Ferri (2018, p. 15)

En los tres ciclos anteriores (Figura 1 y Figura 2), el contexto real es presentado como un
aspecto esencial para que se pueda desarrollar la modelizacion matematica. Blomhgj (2004)
menciona, entre los subprocesos pertenecientes al mundo real, el dominio de la investiga-

cion como la fuente principal de datos que compondran el modelo. Afirma que, en una
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situacion de ensefianza, es el contexto el que tiene el potencial para desafiar a los alumnos
a trabajar en todos los subprocesos de modelizacion, pero también advierte que no todos
los contextos son igualmente adecuados. En la misma linea, Borromeo Ferri (2018) resalta
la importancia e influencia del conocimiento extra-matemdtico (CEM) en la parte inicial de
su ciclo, pero, sobre todo, durante el proceso de matematizacion, donde el modelo real
transita desde el mundo real al mundo matematico para evolucionar hacia un modelo mate-

matico, ya que este conocimiento condicionara buena parte de la resolucién del problema.

Indagacion

En el marco de la IBL, se han desarrollado muchas investigaciones que han dado resultados
relevantes en relacion con la conceptualizaciéon y el estudio de la indagacién, tanto desde la
perspectiva de la educacion cientifica como de la matematica. Por ejemplo, el proyecto inter-
nacional de investigacion, desarrollo y difusion MASCIL que, como su antecesor, el proyecto
PRIMAS, tiene por objetivo avanzar en el uso generalizado de la IBL en matematicas y
ciencias, en los niveles de educacién primaria y secundaria. Con ello, de forma innovadora,
se pretende conectar la IBL con el mundo laboral para motivar el interés de los estudiantes
en carreras de ciencias y tecnologia (Maaf3, Wernisch, Schifer, & Aldorf, 2015).

Otro ejemplo a destacar, tal como afirman Dorier y Maafd (2014), es la investigacién de
Artigue y Baptist (2012) en el marco del Proyecto FIBONACCI, con el objetivo de promover
e investigar sobre la ensefianza de las matematicas desde la perspectiva de la Educacion
Matematica Basada en la Indagacion, asi como las relaciones entre ésta y la Educacion
Cientifica Basada en la Indagacion. Estos autores definen la indagacién como un término
utilizado tanto dentro de la educacién como en la vida cotidiana, para referirse a la
busqueda de conocimiento o informacidn haciendo preguntas. Del mismo modo, Harlen
(2012b) la identifica como el proceso de construir comprensién mediante la recopilacidon
de evidencias para probar posibles explicaciones y las ideas detras de ellas de una forma
cientifica. Ademas, este autor propone un diagrama para representar este proceso (Figura
3) que, sin entrar en detalles de su descripcion, presenta tres aspectos a destacar: su
naturaleza ciclica, la importancia concedida tanto a la generacion de ideas mds grandes
(entendidas como la generalizacion de ideas particulares provenientes de observaciones
concretas) gracias a la indagacion, como a las dificultades que pueden causar en el proceso

algunas ideas existentes de los estudiantes.
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Nueva experiencia o
cuestion

— Idea alternativa
Y
R Posible = Idea [dea mas
explicacién existente grande
v
Prediccion

v
Planificar y conducir
la investigacion

A4
Interpretar
datos

L 4

Conclusion

Figura 3. Diagrama del proceso de indagacion de Harlen (2012b, p. 5, traduccién propia)

Sala Sebastia (2016) se centr6 en caracterizar la competencia de indagacién, contem-
plando ademas la perspectiva curricular nacional (Departament d’Educaci6, 2019). Uno de
los resultados de esta investigacion fue una tabla analitica (véase Sala Sebastia, 2016, p. 67;
Sala Sebastia, Font, & Giménez, 2015, p. 489) de los siete subprocesos que constituyen el
proceso de indagacién.

Artigue, Dillon, Harlen y Léna (2012) describen el proceso de indagacién como uno de
caracteristicas dinamicas -representado por Harlen (2012b) con el diagrama de la Figura
3, que muestra su caracter ciclico- y también, de forma analoga, Blomhgj y Jensen (2003),
Blum y Leif? (2007) y Borromeo Ferri (2018), por su parte describen y representan el
proceso de modelizacion matematica (Figura 1 y Figura 2) con similares caracteristicas. De
la misma manera, durante nuestra investigacidon sobre las conexiones entre modelizacion
matematica e indagacion se elabord, para representar la conceptualizacion del proceso de
indagacidon a partir de su caracterizacion, el diagrama que se muestra en la Figura 4. Se trata
de la representacion de un proceso que se concibe como ciclico que, al igual que en los
diagramas presentados sobre el proceso de modelizacidn, parte de una situacién real y
pretende mostrar el dinamismo que lo caracteriza. Puede que los estudiantes sdlo realicen
algunos de los subprocesos indicados y sus acciones las podriamos localizar avanzando y/o
retrocediendo en el diagrama, en funcidn de su nivel competencial y de los retos que ofrezca

el contexto de la indagacién.
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SITUACION

(7] Comunicar resultados y dar respuesta a (1) Problematizar
las preguntas I I
[ Validacidn ],.........---.--.... [ Formulacion de preguntas }
(6] Validar resultados ‘ (2) Buscar posibles respuestas
[ Andlisis de resultados ] [ Explicaciones ]

|

(5) Recabar, clasificar, interpretar datos, ete. (3) Hacer predicciones/hipotesis

[ Plan de actuacidn ]

(4} Planificar vy

_l Formulacidn hipdtesis

Figura 4. Diagrama del proceso de indagacién a partir de Sala Sebastia (2016, p. 67)

Los subprocesos que caracterizan el proceso de indagacidn, basados en Sala Sebastia
(2016, p. 67), son siete y se describen analiticamente de la siguiente forma: (1) Problemati-
zar, traducir a preguntas la situacién problematica presentada para poder transformarla en
objeto de investigacidn; es imprescindible al inicio de la indagacidn, pero puede también ser
necesario en un momento intermedio para poder seguir avanzando y encontrar respuestas
parciales; (2) Buscar posibles respuestas, mostrar intencionadamente una actitud critica, de
duda, y contrastar la informacién que emerge (del contexto y de los trabajos de indagacion
en curso) con sus ideas previas, lo que le permite encontrar explicaciones y decidir si se
debe continuar investigando; (3) Hacer predicciones/hipétesis, construir predicciones y/o
hipétesis a partir de diferentes variables que identifica en la situacién problematica, con el
objetivo de contrastarlas; (4) Planificar, participar, organizar (y liderar) la comunidad de
investigacién de la que forma parte, proponiendo de forma justificada planificaciones
flexibles y adaptables al curso de los trabajos de indagacién; (5) Recabar, clasificar,
interpretar datos, etc., buscar, recoger, registrar y escoger, de entre todas las posibles
fuentes, la informacién util para la indagacion; elaborar, analizar y valorar la informacion,
creando conexiones entre ésta y las hipdtesis planteadas, con la ayuda de las herramientas
tedricas necesarias escogidas conscientemente; (6) Validar resultados, validar los resulta-
dos contrastandolos con las hipétesis formuladas y argumentar criticamente; en el caso de
no-validacion de la hip6tesis, se contempla la posibilidad de buscar explicaciones alternati-
vas en base a las evidencias y partiendo de formular nuevas hipdtesis (en la Figura 4 se

muestra con una flecha a rayas de retorno desde el rétulo de Validacién hasta el rétulo de
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Formulacién de hipétesis); y (7) Comunicar resultados y dar respuesta a las preguntas,
elaborar informes de indagacion rigurosos, argumentando con los resultados las respuestas
a las preguntas planteadas surgidas del contexto problematico, responder a cualquier tipo
de pregunta sobre el trabajo de indagacion llevado a cabo y sobre su impacto y limitaciones;

reflexionar, individualmente y en grupo, sobre el propio trabajo y el trabajo en equipo.

Comparacion entre indagacion y modelizacion matematica

Diversos autores destacan los multiples puntos de contacto entre el ambito de indagacion y
de modelizacién (Artigue & Blomhgj, 2013; Maaf$ & Doorman, 2013; Maaf3 & Engeln, 2018).
Por ejemplo, Harlen (2012b) aporta sus reflexiones sobre las semejanzas y las diferencias
entre las experiencias de aula basadas en la indagaciéon que fomentan la comprensiéon en
ciencias, y las que fomentan la comprensién en matematicas. Por un lado, si se hace una
mirada desde la nocién de idoneidad didactica, coinciden en ambas experiencias la preocu-
pacién de establecer la idoneidad afectiva, cuidando que los estudiantes establezcan un
compromiso por resolver un problema; la idoneidad interaccional, al promover el trabajo
colaborativo, las discusiones y el didlogo, pudiendo considerar enfoques alternativos; y las
idoneidades epistémica, cognitiva y ecolégica, promoviendo el pensamiento critico, la refle-
xién sobre el aprendizaje y la comunicacién. En ambas aulas, el alumnado se dedica a
responder preguntas o resolver problemas de los que no saben la solucién y sobre los que
desean encontrar la respuesta. Pero, en cambio, se observan diferencias en la forma de
enfocar el trabajo, de abordar los problemas o preguntas, de buscar las soluciones, de basar
su validacién, y la naturaleza de las explicaciones. Ademads, una parte importante del
proceso de indagacion en las aulas de matematicas consiste en transformar la situacion
problematica en cuestiones abordables desde un punto de vista matematico, a través de un
proceso de modelizacidon matematica. Se hace hincapié en que, desde la perspectiva de la
educacion matematica, el término modelizacién normalmente es usado en un sentido
estricto por la IBL, haciendo referencia exclusivamente al proceso que involucra la matema-
tizacion y la construccion de modelos matematicos.

Artigue y colaboradores (2012) afirman también que “la ciencia y las matematicas
comparten el dominante modo de construccién de conocimiento a través de la investiga-
cién” (p. 9, traduccion propia), al centrarse ambas en el estudio del proceso de construccion
de la comprensioén a través de la recopilacion de evidencias para probar posibles explicacio-
nes, y las ideas subyacentes, de una manera cientifica.

Sala Sebastia (2016) también percibié estas semejanzas durante el analisis de la
implementacién de diversas secuencias didacticas, aunque su objetivo era caracterizar la
competencia de indagacién de los estudiantes. Posteriormente, Sala Sebastia y colabora-
dores (Sala Sebastia, Font, Barquero, & Giménez, 2017; Sala Sebastia, Font, Giménez, &

Barquero, 2017) analizaron los elementos de modelizacién matematica que se percibid
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habian emergido junto con las evidencias de indagacién. Por ello, en el trabajo que se pre-

senta aqui, el analisis se ha focalizado en el estudio de las relaciones entre ambos procesos.

Metodologia

Este estudio, de enfoque cualitativo y paradigma interpretativo (Cohen, Manion, & Morri-
son, 2018), se centra en la busqueda de relaciones entre los procesos de indagacién y

modelizacién, para lo cual se constituye un estudio de caso (Stake, 2005).

Contexto de la investigacion

Para este estudio, se disefi6 e implementd una secuencia didactica de indagacién con un
grupo de 30 estudiantes de primer ano de ESO (Educacién Secundaria Obligatoria, 12-13
afios) de un instituto de Badalona (Catalunya, Espana). Durante las dos semanas del curso
2014-2015 que durd esta implementacion, se interrumpio el horario habitual de clases del
alumnado, que se dedico en exclusiva a seguir la secuencia didactica de indagacion plantea-
da. Para desarrollar el trabajo con los estudiantes, éstos se organizaron en equipos de
indagacidn de tres integrantes cada uno y, durante la experimentacidn, participaron conjun-
tamente las profesoras de matematicas y de historia (en el rol de guias), ademas de la
primera autora de este trabajo (en el rol de observadora no participante). Dado el contexto
codisciplinar de esta propuesta (matematicas e historia), que surge a partir de conversa-
ciones informales entre la primera autora y las profesoras participantes, se constaté que,
previo a la implementacioén, el alumnado ya habia estudiado el proceso de romanizacién de
los territorios de la actual Catalunya, asi como los contenidos matematicos de rectas y

angulos, poligonos (triangulos y cuadrilateros), perimetros y areas, circunferencia y circulo.

Diseiio de la secuencia didactica

Para el disefio de la secuencia didactica, denominada ;Qué esconden estas ruinas?, se tomd
en cuenta la idoneidad del disefno didactico y de las matematicas que se querian ensefiar.
Ello se justifico principalmente con base en tres CID descritos en el apartado tedrico:
idoneidad afectiva, idoneidad epistémica e idoneidad ecoldgica. La idoneidad afectiva se
justifica con una secuencia de tareas donde los estudiantes trabajaron con datos y hechos
reales (el yacimiento de las ruinas romanas) procedentes de un contexto cotidiano (en su
ciudad, cercano a su instituto) que les motivara. Se procuré que la implementacién promo-
viera procesos relevantes de la actividad matematica, como la modelizacién matematica,
justificando asi la idoneidad epistémica. Con relacion a la idoneidad ecolégica, el disefio se
enmarco en el curriculo de ESO de Catalunya (Departament d’Educacio6, 2019) de enfoque
competencial e interdisciplinar. Ademas, la primera autora confeccioné una noticia (a partir

de informacion real) y se dispuso de documentos del Museo de Badalona aportados a los
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estudiantes mediante un blog! creado especialmente para la implementacién, como se

muestra en la Figura 5.

DESCOBRIMENT DE RESTES ROMANES D'UN

ngé ESCONDEN ESTAS RUINAS.P EDIFICI PUBLIC A BADALONA

Investigando sobre las ruinas fomanas de Baetuio

El grup d’arqueolegs del Museu de Badalona, va descobrir
e Pexisténcia d’un edifici piblic roma en el subsol del barri de
Dalt de la Vila, on estava I’antiga ciutat de Baefulo. La
troballa es considera molt important des del punt de vista

TRANSUATE

arqueologic, comparable a les troballes de la ciutat romana

ARCHIVO OFL 110G

de Tarraco, a Tarragona.

LLIONES
Tvia

ONUACTS IMPRESCINOIDI £
Excavacio6 a Dalt de la Vila. Foto cedida pel Museu de Badalona.

AUTORIA
[ Gémma Saa Sepasta

Responsables del departament d’arqueologia del Museu de Badalona feia
temps que sospitaven ’existéncia d’algun edifici piblic roma en aquella
zona, ja que I’actual tragat d’alguns carrers del barri de Dalt de la Vila no
seguia I’estructura en linies rectes habituals a les ciutats romanes.

En concret, els carrers de les Eres i de Sant Antoni de Padua, segueixen un
recorregut semicircular que indicava la possible existéncia d’una estructura
anterior a les actuals construccions. Unes prospeccions efectuades van
permetre confirmar 1’existéncia d’aquesta estructura romana.

Figura 5. Captura de pantalla del blog con los materiales de las tareas
(Extraido desde https://ruinesdebaetulo.blogspot.com/)

La problematica inicial planteada al alumnado fue una situaciéon basada en el descubri-
miento de unas ruinas romanas en el centro de Badalona, por parte del equipo de
arqueodlogos del Museo de Badalona, a comienzos de la década del 2000. Investigaciones
arqueoldégicas (Padrés & Moranta, 2001) explican que estas ruinas podrian corresponder a
los cimientos de un antiguo edificio perteneciente a la ciudad clasica Baetulo (el nombre
romano de Badalona). Un elemento muy revelador fue el vestigio de un muro curvilineo, el
cual se alzaba con una altura de 1,5 metros. El problema que inicié la indagacion fue
averiguar a qué tipo de edificio publico podrian corresponder las ruinas romanas descu-

biertas. Las preguntas iniciales fueron propuestas por las profesoras.

Técnicas de recopilacion y analisis de datos

Los datos se tomaron a través de grabaciones en video de algunas de las sesiones, a partir
de las producciones del alumnado (informes entregados, exposiciones orales, etc.), y del
diario de campo de la observadora. La primera identificacion y clasificacion de los datos se
triangulé con las notas de campo de las observaciones de las dos profesoras que intervinie-
ron en la implementacion. Posteriormente, los resultados preliminares del analisis fueron
discutidos con los autores de este articulo y una cuarta investigadora y, cuando se consider6

necesario, se reelaboraron hasta tener un analisis definitivo.
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En larevision de la literatura, se aludié a la diversidad de ciclos propuestos para explicar
los procesos de modelizacion matematica y de indagacién. A fin de entender cdmo se
evidencian las relaciones entre ambos procesos, es que se consideran, para la modelizacion,
los ciclos de la Figura 1 (Blomhgj, 2004) y de la Figura 2b (Borromeo Ferri, 2018); y parala
indagacidn, los ciclos de la Figura 3 (Harlen, 2012b) y de la Figura 4 (Sala Sebastia, 2016).
De este modo, estos ciclos se utilizaron como herramientas para analizar como los estu-
diantes iban avanzando y/o retrocediendo a través de las diversas cuestiones que se iban
planteando durante la implementacion. Nos referimos a los subprocesos que se identifican
en la implementacion que los estudiantes desarrollan, indicando si se trata de un subpro-
ceso definido como de modelizacién en la Figura 1 -rotulado como [MF1]-y/o en la Figura
2b -rotulado como [MF2]-; o si se trata de un subproceso que se puede identificar como de
indagacion, definido en la Figura 3 -rotulado como [IF3]- y/o en la Figura 4 -rotulado como
[[F4]-. Ademas, el andlisis se estructuré alrededor de ciertos momentos temporales (T) de
laimplementacién (identificados a partir del diagrama de la Figura 4): Situacion inicial (T1);
Problematizacion de la situacion (T2); Busqueda de explicaciones (T3); Propuesta de planes
de actuacion (T4); Definicion de un modelo real (T5); Construccién de un primer modelo
matemdtico (T6); Construccion de un seqgundo modelo matemdtico (T7); Validacion de
resultados que ofrecen los modelos (T8); y Comunicacion de resultados (T9). Se analizaron los
subprocesos desarrollados por los estudiantes en el transito de un momento a otro de los

ya indicados.

Descripcion, analisis de datos y resultados

En este apartado se presentan y analizan los resultados de la implementacion realizada, los
cuales se organizaron de acuerdo a los momentos temporales (T) descritos en el subapar-

tado anterior.

Transito T1 - T2

La situacién inicial (T1) fue expuesta a los estudiantes a través de la noticia y del blog de la
Figura 5. En el transito del T1 al T2, los estudiantes tuvieron que entender la situacion
problemdtica [MF2] y formular el problema [MF1], que lograron concretar en la siguiente
pregunta [IF4]: ;A qué tipo de edificio romano pueden corresponder las ruinas romanas
encontradas? Por lo tanto, en los momentos T1 y T2 se identificaron subprocesos muy

relacionados entre si, tanto del ciclo de modelizacién como del de indagacion.

Transito T2 » T3

Frente a esta primera cuestion, y en el periodo de transito hacia T3, los estudiantes buscaron

posibles respuestas [IF4] que, entrando en el dominio de la investigacién [MF1], fueron
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aportadas en un primer lugar por el conocimiento extra-matemdtico [MF2], y la aparicién de
ciertas ideas existentes y alternativas [IF3], que les ofrecia la informacion histérica: podia
ser un teatro, un circo, un anfiteatro, una basilica, unas termas, un panteén, un templo, etc.
Asimismo, para poder concretar con cudl de estos edificios podian coincidir las ruinas, los
estudiantes simplificaron la tarea [MF2] basando la decisién en la forma del edificio: si es
una elipse, podria tratarse de un anfiteatro; si es un semicirculo, podria ser un teatro; o si,
ademas, tuviera una parte de su perimetro rectangular, podria ser un circo, etc. De esta
manera, quedaron descartados todos los edificios con planta exclusivamente poligonal, ya
que el elemento mas importante de las ruinas —el muro parcial- es curvilineo. Para hallar
explicaciones aceptables (respuestas), los estudiantes estructuraron la tarea [MF2] a partir
del siguiente ciclo de preguntas, posibles respuestas y explicaciones [IF4], volviendo atras
y avanzando segun el diagrama de la Figura 4. La pregunta formulada para avanzar en la
indagacion fue: ;Qué formas geométricas pueden encajar con la forma del muro parcial del
edificio descubierto por los arquedlogos (un muro curvilineo de 1,5 metros de altura)? Asi
pues, durante la indagacidn, a partir de la problematizacién de la situacién y en busca de
explicaciones, entre los momentos T2 y T3, el conocimiento extra-matemdtico juega un papel
muy importante en la representacidon del problema. Tal y como afirman Blum (2011) y
Borromeo Ferri (2018), éste es un aspecto que resulta imprescindible para poder simplifi-
car y estructurar la tarea, y asi poder construir un modelo real del problema. De este modo,
los subprocesos de modelizacién y de indagacién que se identificaron entre T2 y T3,

también influyen en el avance hacia la resolucién del problema.

Transito T3 —» T4

Ante el abanico de posibles explicaciones (T3), fue necesario disefiar un plan de actuacién
(T4) para acotarlas y encontrar una respuesta mas precisa. Para ello, dado que el muro es
curvilineo y teniendo en cuenta las formas de los edificios, a partir del trabajo cooperativo
y la puesta en comun de ideas en el aula, se formularon hipétesis [IF4] y se predijo [IF3] que
el muro romano podria formar parte de un edificio de forma curva, como el teatro
(semicircular), el anfiteatro (eliptico) o el circo (con una parte de su planta semicircular).
De esta hipotesis se derivaron algunas preguntas que se podrian concretar en: ;Como
podriamos comprobar con cudl de estas formas encaja el contorno del muro descubierto?
Para avanzar en la indagacion se planted, con la ayuda y guia de las profesoras de historia y
de matematicas, un plan de actuacién [IF3], [IF4] para determinar a qué tipo de curva
respondia la forma del trozo de muro romano. En el transito entre estos dos momentos (T3
y T4), los subprocesos identificados parecen ser exclusivos del proceso de indagacion. Una
vez las hipotesis estuvieron realizadas y el plan de actuacion trazado —previo trabajo en el
seno de los equipos de indagacion, recabando [IF4] e interpretando datos [IF4], [IF3]

bésicamente extra-matematicos-, los estudiantes mostraron que, en general, todos los
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equipos de indagacién poseian ya una cierta representacion mental de la situacion [MF2] que
les permitio idealizar la situacidn y simplificarla hasta un problema de identificacién de la
forma del muro romano de las ruinas descubiertas con una de las formas de los posibles
edificios habituales de la época romana. Se podria afirmar entonces que los estudiantes
habian obtenido un modelo real [MF2] de la situacion. Algunos equipos lo verbalizaron y

otros, ademas, lo dibujaron de forma esquematica.

Transito T4 - T5 > T6

A partir de este momento empez6 el transito hacia la obtencién de un primer modelo
matemadtico (T6), donde las acciones en el mundo real fueron dando paso a las acciones en
el mundo matematico. Por ejemplo, para indagar si el muro romano formaba parte de una
elipse o de una circunferencia, los estudiantes se desplazaron a una plaza publica cerca de
su escuela donde previamente las profesoras habian dibujado la forma del muro romano en
el suelo, de acuerdo con la informacién arqueoldgica real de que se disponia. Alli, el
alumnado intenté encajar el muro dibujado en una elipse, con un procedimiento manual
(grafico) basado en su definicién. Asi pues, dos estudiantes permanecieron quietos en los
focos (determinados por ensayo-error) de la posible elipse, sosteniendo cada uno el
extremo de una cuerda por donde se habia pasado una anilla que podia moverse a lo largo
de la cuerda. Un tercer estudiante, sosteniendo la anilla de manera que la cuerda estuviera
tensada en todo momento, intenté reseguir el muro dibujado. Este proceso de recogida
[IF3], [IF4], andlisis [IF4] e interpretacién de datos [IF3], [IF4], se repiti6 varias veces,
cambiando el lugar de los focos para intentar reseguir el muro como forma de validacion
del modelo geométrico considerado. Los diversos equipos de indagacién desestimaron que
el muro pudiera ser parte de una elipse, ya que no consiguieron encajarlo en una. Descar-
tada la elipse, el alumnado intentd encajar el muro en una circunferencia, aproximando su
centro y radio (ver Figura 6). Para recoger nuevos datos [IF3], [IF4], analizarlos [IF4] e
interpretarlos [IF3], [IF4], los equipos de indagacion se sirvieron de diferentes procedimien-
tos de construccion. En primer lugar, intentaron encontrar el centro por ensayo-error,
tanteando posibles ubicaciones de éste. Dado que no dio muy buenos resultados, lo
volvieron a intentar dibujando con yeso algunas de las tangentes en diferentes puntos del
muro, trazaron la perpendicular (con regla y escuadra grandes de madera) a esas tangentes
para encontrar el centro en su interseccion y después poder determinar la medida del radio.
Otros equipos prefirieron probar con el procedimiento de dibujar dos mediatrices a partir
de tres puntos del arco de muro, con la ayuda de cuerda y yeso para marcar. En el punto de
corte de las mediatrices encontraron el centro. La esquematizacién de la forma del muro y
la busqueda de formas geométricas que encajaran en ella hasta construir un primer modelo
matematico requirié que los estudiantes desarrollaran los subprocesos de sistematizacion

y matematizacién [MF1], [MF2], a partir de conectar el conocimiento extra-matematico
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(histérico y arqueolédgico en esta tarea) con los propios conocimientos matematicos (de
geometria). En definitiva, los estudiantes concluyeron que el muro pertenecia a un edificio
circular, validando el modelo matemdtico construido [MF1] y, algunos de los equipos, su
hipétesis inicial [IF3], [IF4].

Nos parece importante destacar que, ante la complejidad del problema matematico,
como era la de descubrir qué tipo de curva podia encajar en el muro, la informacién extra-
matematica (el contexto histérico y arqueoldgico de la situacién) jugd un papel clave, permi-
tiendo al alumnado reconocer las hipdtesis mas plausibles, ya que limité las posibles curvas
a considerar de acuerdo con las formas que se usaba en la construcciéon de los edificios
publicos romanos (elipse o circunferencia). Sin este contexto histoérico, el problema hubiera
sido demasiado complicado (desde un punto de vista estrictamente matematico) para el

alumnado de esta etapa educativa, al no poseer el conocimiento matematico suficiente.

Figura 6. Los estudiantes buscan y miden el centro de la circunferencia en la plaza

De todas maneras, aunque los estudiantes supieran que la forma del edificio en ruinas
era de circunferencia, se abrian dos posibilidades: el edificio podia ser un teatro (planta
semicircular), o bien un circo (planta de un lado semicircular y rectangular del otro). Para
determinar de cual de estos dos edificios se podia tratar, los estudiantes debieron volver al
mundo real (partiendo del mismo modelo real) para considerar nuevos datos historicos
acerca de las dimensiones y envergadura de cada tipo de edificio. Los estudiantes partieron
de estas dos nuevas hipdtesis [IF3], [IF4] y se plantearon las siguientes cuestiones:
(Podriamos dibujar, con los datos que tenemos, la planta de un teatro y de un circo para

saber como eran exactamente?

Transito T6 —» T7

Podemos considerar que se inicié un nuevo ciclo de indagacién para recabar informacién
[[F4] sobre la arquitectura de la época romana, lo que los llev6 a construir un segundo
modelo matematico (T7). Se ofreci6 a los estudiantes la posibilidad de conocer la obra De
architectura de Marcus Vitruvius, donde se especifican los canones de construcciéon de

diversos edificios publicos romanos y, después de consultarlo y de la puesta en comun
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imprescindible, los estudiantes decidieron intentar validar la hipétesis de que el edificio era
un teatro. Para ello, los estudiantes decidieron construir un modelo geométrico del mismo,
fiel al canon vitruviano (consultado en una versién facsimil en espafiol del tratado que se
encuentra disponible en el blog), para poder estudiarlo y cotejarlo con los datos
arqueoldgicos disponibles. Todo este trabajo dio como resultado modelos geométricos
[MF1], [MF2] realizados con GeoGebra (Figura 7), del posible teatro de Baetulo que cada
equipo de investigacion construyd y ajusté con la informacion que habia recabado y puesto
en comun con los otros equipos. Este es otro momento donde la indagacién conecta con la
modelizacion matematica, ya que se pudo observar el desarrollo de los mismos subprocesos

que en la construccién del primer modelo.

A 3 y s==
N e

Cercle < Circumieréncia de centre A | fadi 16 X

Figura 7. Modelos geométricos del teatro de diversos grupos, realizados con GeoGebra

Unavezlos diferentes equipos de indagacién construyeron sus modelos (no todos siguie-
ron el canon vitruviano) con GeoGebra, las profesoras, con el objetivo de que los estudiantes,
de vuelta al mundo real, tuvieran que evaluar los resultados teéricos [MF1], [MF2] de sus
modelos para ver si se trataba del teatro de Baetulo, descartando asi la hipétesis de que
fuera un circo, les ayudaron a formular nuevas preguntas: ;El modelo construido encaja de

forma adecuada en el plano dimensional de la zona donde se hallaron las ruinas?

Transito T7 - T8 » T9

El momento de validacién de resultados del modelo matemdtico (T8) supone el transito
desde el mundo matematico a la realidad, para interpretar y evaluar [IF4], [MF1], [MF2] los

resultados tedricos (el modelo geométrico realizado con GeoGebra) con la realidad de la
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situacion problematica sobre la que se trabaja. Para responder a la pregunta anterior, los
estudiantes superpusieron su imagen del modelo del teatro -obtenida con GeoGebra-
(Figura 8b), sobre el plano real del lugar del yacimiento arqueolégico, adecuandolo a su
escala para ver si se conseguian encajar los contornos de ambos. En la Figura 8a, se pueden
observar los detalles y contornos de los restos arqueolégicos hallados indicados sobre el
mapa de la ciudad actual (en negro) y sobre el mapa hipotético de la ciudad romana (en
amarillo), segtn el equipo de arquedlogos del Museo de Badalona. Dado que el encaje del
modelo requeria una reducciéon o ampliaciéon de éste, era necesario comprobar que el
resultado seguia cumpliendo las caracteristicas de los teatros romanos, segiin Vitruvius,
mas alla de la forma como, por ejemplo, la ubicacién (que la situacion de las salidas del
teatro coincidiesen con espacios del mapa donde hubiera habido una plazoleta) o que,
aplicando al edificio la escala indicada en el mapa, se mantuvieran sus proporciones, tal y

como sefalaba el canon.

(a)

Figura 8. (a) Mapa de la zona de la ciudad donde se encuentran las ruinas romanas (zona del
teatro encuadrada); (b) Ampliacién de la zona encuadrada con un modelo geométrico
superpuesto para su validacién

Los diversos equipos de indagacién que habian seguido el canon vitruviano pudieron
validar sus resultados [IF4], [MF1], [MF2], comprobando que los resultados teoricos se
podian corresponder con la realidad y, asi, responder a la pregunta acerca de que el muro
debio pertenecer a un teatro romano. Este momento de validacion se vio reforzado por la
realizacién de una visita al yacimiento con el acompafiamiento de Pepita Padrés, miembro
del equipo de arquedlogos del Museo de Badalona, una opinién experta que dio una excep-
cional autenticidad a todo el proceso llevado a cabo. Cabe resaltar que el proceso de valida-
cién de los resultados es comun al proceso de indagacidn y al de modelizacién matematica.

Finalmente, el trabajo de los equipos llegd al momento de comunicacion de resultados

(T9), un elemento sélo contemplado en el proceso de indagacidn [IF3], [[F4]. Asi pues, tras
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una puesta en comun para compartir el trabajo realizado por todos los equipos de investiga-
cion, los estudiantes confeccionaron un informe de la indagacién con el objetivo de

comunicar sus resultados y dar respuesta a las preguntas y a la situacion problematica inicial.

Relaciones entre modelizacion matematica e indagacion

El andlisis llevado a cabo, organizado alrededor del transito entre nueve momentos que
consideramos destacables de la implementacién llevada a cabo, se ha basado en la
identificacién de subprocesos presentes en los diagramas de los ciclos de modelizacién
(Blomhgj & Jensen, 2003; Borromeo Ferri, 2018) y de indagacién (Harlen, 2012b; Sala
Sebastia, 2016) considerados como referentes tedricos, para asi estudiar tanto las eviden-
cias de las relaciones entre éstos, como el avance y retroceso de los estudiantes por los ciclos
a medida que han ido respondiendo preguntas y plantedndose nuevas.

En todos los momentos de laimplementacion se ha podido identificar que los estudiantes
estaban desarrollando alguno de los subprocesos correspondientes a indagacion. Aunque la
modelizacién matematica ha estado siempre muy presente, los momentos intermedios de
busqueda de informacién extra-matematica (T3) y de puesta en comudn para planificar la
actuacion de la indagacién (T4), asi como el momento final de comunicacién de resultados
(T9), se hacen explicitos en los ciclos de indagacién y no en los de modelizacién (considera-
dos en el marco tedrico de este trabajo). No obstante, existen otras perspectivas (que no
fueron contempladas en este estudio) que si los incluyen (véase Lesh & Doerr, 2003).

En los demas momentos, cuando coexisten indagacion y modelizacién matematica,
podemos afirmar que el desarrollo de ciertos subprocesos de ambos ciclos se complementa.
Por ejemplo, cuando los datos recabados del contexto mediante la indagacion fueron
susceptibles de ser matematizados, como en la actividad realizada en la plaza para descubrir
con qué tipo de curva encajaba el muro romano y también en la construcciéon del modelo
geométrico del teatro romano mediante GeoGebra, entonces los equipos de indagacién que
obtuvieron mejores respuestas desarrollaron subprocesos de modelizaciéon, como la
simplificacion e idealizacién de la situacién real, la realizaciéon de esquemas con datos
matematicos, el uso de estrategias matematicas para buscar las formas geométricas que
podian encajar con la curva, la ejecucidon de un modelo geométrico del teatro con GeoGebra,
etc. También, el subproceso de validacion de resultados tedricos (obtenidos a partir del
modelo matematico) en la realidad, parece que emerge como un elemento comun a los
procesos de modelizacion y de indagacion. En términos del ciclo de modelizacion presenta-
do en la Figura 2b, se desprende la idea de que existe una clara relacion entre la problema-
tizacion de la situacién real con la validacién de los resultados reales, que implica la
comparacion de la triada resultados reales < representacion mental de la situacién <> modelo
real. Mas en concreto, algunas de las preguntas que se pueden formular para efectuar esta

validacion son, por ejemplo: ;para qué necesito el modelo?, ;es coherente con el contexto del
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problema?, ;cudles son los aspectos matemdticos intervinientes?, entre otras, las cuales
guardan estrecha relacion con los criterios matematicos y extra-matematicos de la situacion
real (Ledezma etal.,, in pressErro! A origem da referéncia nao foi encontrada.). En el caso
de la indagacion, el proceso de validacion es necesario para dar respuesta a una situacion
como la implementacién analizada, pero en los casos de situaciones escolares escogidas
para ejercicios de modelizacidn, la supeditacion a los factores antes mencionados hace que
no siempre se realice, o bien, se realice con los mismos datos matematicos del problema. No
obstante, cuando los datos obtenidos de la indagacién son susceptibles de ser
matematizados, emergen procesos de modelizacidn matematica y las respuestas que dan
los estudiantes, aunque no estén validadas, son mas precisas y justificadas.

El hecho de que el problema estuviera radicado en un contexto real concreto y cercano a
los estudiantes participantes, ha hecho posible que la indagacién fuera un reto asumible
para ellos, al acotar las respuestas matematicamente plausibles y facilitar la representacion
mental de la situacion. Por ejemplo, al estudiar con qué curva podria encajar el trozo de
muro romano - en la actividad en la plaza publica, descrita anteriormente —, los modelos se
reducian a los posibles contornos de los edificios romanos y no a los infinitos modelos de
curvas posibles existentes. Este estudio también evidencia un aire de familia entre aspectos
del proceso de indagacion y del de modelizacion matematica, lo cual nos permite evidenciar,
ademas de las mencionadas anteriormente, otra relacién entre los ciclos que la literatura
ofrece sobre ambos procesos. En particular, las ideas contempladas en el ciclo de Harlen
(2012b) (Figura 3: idea existente, idea mds grande, idea alternativa) y el conocimiento extra-
matemdtico (CEM) considerado en el ciclo de Borromeo Ferri (2018) (Figura 2b), tienen un
aire de familia (Wittgenstein, 1953/1988).

Para finalizar, se trata de un trabajo que inicia una agenda de investigacion que estamos
desarrollando actualmente sobre la naturaleza de las relaciones entre los procesos de
modelizacion matematica e indagacion. En esta linea, un resultado que se puede afirmar es
que hay elementos que caracterizan una tarea de indagacién -como la estructura de
preguntas, la formulacion de hipotesis, la recopilacion e interpretacién de datos (matema-
tizables), la validacién de resultados, etc.- que potencian la modelizacién matematica,

despertando el interés de los estudiantes para involucrarse en su practica.

Implicaciones para la practica docente

Si bien en este articulo nos hemos focalizado, principalmente, en caracterizar las relaciones
entre indagaciéon y modelizaciéon en un proceso de instruccién, dado que la secuencia
didactica fue planificada a priori para tener una alta idoneidad didactica, concluimos,
después de haber realizado la implementacion y el analisis de los datos, que, tal como se

esperaba en la planificacién realizada, la secuencia didactica presenta una cierta riqueza de
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procesos matematicos, lo cual conlleva, como consecuencia, una alta valoracién de su
idoneidad epistémica.

Por ultimo, planteamos algunas consideraciones sobre como este trabajo puede orientar
la practica del profesor, paralo cual usaremos el constructo de los CID explicado en el marco
tedrico. A priori, este tipo de propuestas presentan una alta idoneidad en algunos de los
componentes de los CID. Con relacion a la idoneidad epistémica, es evidente que propuestas
de secuencias didacticas que combinen los procesos de indagaciéon y modelizacién, contem-
plan el componente Riqueza de procesos, en el sentido de que activan en los alumnos proce-
sos relevantes de la actividad matematica, como lo son los de indagacién y de modelizacidn.
Por otra parte, al presentar situaciones reales, también se contempla el componente
Conexiones intra e interdisciplinares de la idoneidad ecolégica. Con relacién a la idoneidad
cognitiva, este tipo de secuencias presenta una Alta demanda cognitiva a los alumnos. Sobre
la idoneidad interaccional, se fomenta tanto la Autonomia como la Interaccion entre
discentes. Con relaciéon a la idoneidad afectiva, pueden aumentar la Motivacién de los
alumnos. Ahora bien, lo que a priori puede ser recomendable puede ser contradictorio con
los otros componentes de los CID, teniendo en cuenta el contexto en el que el profesorado
debe implementar la secuencia didactica. Por tanto, debe ser el profesor o profesora quien,
considerando el contexto donde realiza el proceso de instruccidn, tiene que dar el peso que

considere adecuado a los diferentes componentes de la idoneidad didactica.
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