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Resumo. Los problemas de estimacion en contexto real pueden utilizarse como iniciaciéon en la
elaboraciéon de modelos matematicos. En este estudio se recogieron los planes de resolucién
individuales de estudiantes (N=224) del grado de Maestro/a en Educacién Primaria que se
enfrentaron a una secuencia de problemas de estimacién contextualizados. Posteriormente, esos
mismos estudiantes trabajando en grupos (N=63), resolvieron los mismos problemas realizando
mediciones y estimaciones in situ. Asi, el estudio se centra en los denominados factores de
complejidad, referidos a los aspectos de la resoluciéon con los que se pretende obtener una estimacion
mas precisa. El objetivo es determinar qué factores de complejidad enriquecen los planes de
resolucion individuales y cudles son los que enriquecen las resoluciones grupales. Ademas, se iden-
tifica qué caracteristicas del contexto real promueven que los estudiantes incluyan determinados
factores de complejidad, tanto en los planes de resolucién individual como en las resoluciones

grupales. Los resultados permiten identificar el impacto del trabajo de campo en el proceso de
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resoluciéon de tareas de estimaciéon formuladas en contextos reales cercanos; en relacion al
conocimiento del profesor en formacidn, los resultados permiten identificar carencias en el
conocimiento de las tareas matematicas para la ensefianza.

Palabras-clave: modelizacion; problemas de estimacién; formacion de maestros; problemas de

contexto real.

Abstract. Estimation problems in real context can be used as an introduction to mathematical
modelling. In this study we started by collecting the individual solution plans of pre-service primary
school teachers (N=224) who were given a sequence of contextualised estimation problems.
Afterwards, the same students working in groups (N=63) solved the same problems by performing
in situ measurements and estimations for each problem, and their solutions were also analysed and
compared with their previous solution plans. In particular, the focus of the study is on the so-called
complexity factors, which refer to the elements of the solution that are intended to obtain a more
accurate estimate. The aim is to determine which complexity factors enrich individual solution plans
and which ones enrich group solutions. Moreover, we identify which characteristics of the real
context promote the inclusion of certain complexity factors, both in the individual solution plans and
in the group developed solutions. The results allow us to identify the impact of fieldwork in the
process of solving estimation tasks formulated in real contexts; related to the pre-service teacher's
knowledge, the results allow us to identify shortcomings in the knowledge of mathematical tasks for
teaching.

Keywords: modelling; estimation problems; pre-service teacher education; real-context problems.

Introduccion

Segun Sriraman y Knott (2009), los problemas de Fermi son problemas de estimaciéon que
tienen como objetivo que los estudiantes hagan conjeturas fundamentadas; estas
actividades son ttiles para promover la modelizacién matematica y para permitir que los
estudiantes generen nuevos conocimientos matematicos conectados con contenidos de
otras disciplinas (Albarracin & Gorgori6, 2014; Arlebick & Frejd, 2013). Distintas investi-
gaciones ponen de manifiesto que la actividad de resolucién de problemas de modelizacién
matematica promueve un aprendizaje significativo de las matematicas (Blum & Niss, 1991;
Kaiser & Sriraman, 2006). En este trabajo utilizamos un subconjunto de los problemas de
Fermi (Arlebick, 2009), en concreto aquellos problemas que requieren estimar un gran na-
mero de elementos en una superficie delimitada real, como conocer el nimero de personas
que caben en una plaza publica. Estas tareas de estimacién son problemas contextualizados
que los alumnos pueden resolver introduciendo factores de complejidad - tales como con-
siderar la presencia de obstaculos en la superficie delimitada - en sus modelos con el fin de
obtener una estimacién mas precisa (Albarracin, Ferrando, & Gorgorio, 2020).

Esta investigacion forma parte de un estudio para analizar los conocimientos de los

estudiantes del grado de Maestro/a en Educacién Primaria (de 6 a 12 afios) en relacién con
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los problemas de Fermi. El éxito al introducir en el aula esta clase de problemas de
modelizacion depende, entre otros aspectos, del conocimiento que tenga el docente sobre
los factores de complejidad del contexto o los procesos de resolucidn posibles. Ball, Thames
y Phelps (2008) han enfatizado la importancia del conocimiento del contenido matematico
como parte de la competencia del profesor de Matematicas. Chapman (2015) subraya la
importancia de los conocimientos del profesor en materia de resoluciéon de problemas. Asi,
el conocimiento del profesor sobre la resolucién de problemas forma parte del conoci-
miento del contenido, e incluye el conocimiento de los procesos asociados a la resolucion de
problemas y la modelizacién.

El punto de partida de este estudio es una investigacion previa que caracteriz6 los planes
de resolucién individuales de futuros maestros (N= 224) cuando resuelven, en el aula, una
secuencia de problemas de estimaciéon que incluia imagenes de los contextos reales
(Ferrando, Segura, & Pla-Castells, 2021). Diferentes estudios (Chapman, 2015) destacan la
importancia del trabajo en grupo para mejorar las habilidades de resolucién de problemas.
Se espera que la influencia del trabajo en grupo y sobre el terreno sea determinante a la
hora de resolver problemas de estimacidn en contexto real. Asi, en este trabajo analizamos
las producciones de esos mismos estudiantes cuando, por grupos, consensuan una
resolucion realizando mediciones y estimaciones en la ubicacion real de cada problema de

la secuencia. Los objetivos de esta investigacién son los siguientes:

e determinar cuales son los factores de complejidad que se incorporan a los planes de
resolucion individuales y cuales los que se incorporan a las resoluciones grupales;

e identificar qué caracteristicas del contexto real promueven que los estudiantes
incluyan algunos de los factores de complejidad identificados, tanto en los planes de
resolucion individual como en las resoluciones grupales.

Marco tedrico

En esta seccion se describe el contexto de las investigaciones centradas en el uso de los

problemas de Fermi en la ensefianza de las matematicas y en el conocimiento del profesor.

Problemas de Fermi como actividades de modelizacion matematica

El estudio matematico de fenémenos complejos de la vida real permite que los estudiantes
puedan dar significado a conceptos matematicos y explorarlos en una situacién que es real
para ellos (Gravemeijer & Doorman, 1999). Segin Wijaya, van den Heuvel-Panhuizen y
Doorman (2015), las tareas matematicas pueden tener diferentes tipos de contexto: puede
ser un contexto realista, un contexto camuflado, o pueden ser tareas puramente matemati-
cas, en las que se utilizan exclusivamente simbolos matematicos y sin referencias a ningin

fenémeno real. Entre aquellas actividades matematicas que tratan sobre fendmenos reales,
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nos interesa utilizar aquellas en las que las conexiones con el mundo real influyen en la
resolucién, ya que las tareas con un contexto camuflado son problemas con un enunciado
que conecta con alguna realidad pero que no requieren ninguna consideracién del contexto
real porque las operaciones matematicas necesarias para resolver la tarea son obvias
(Wijaya et al.,, 2015). Si el contexto ha de desempefiar el papel de promotor del desarrollo
del conocimiento, debe proporcionar todos los elementos necesarios para situar al
estudiante en un papel apropiado para resolver el problema. De lo contrario, los estudiantes
trataran de resolver el problema como si tuviera un contexto camuflado, a través de un
fendmeno llamado suspensién del sentido (Greer, 1997; Schoenfeld, 1991; Verschaffel & De
Corte, 1997). En palabras de Sriraman y Knott (2009), al analizar el contexto de un
problema, “la palabra realista se refiere no sélo a la conexién con el mundo real, sino
también a las situaciones de resoluciéon de problemas que son reales en la mente del
estudiante” (p. 206). De acuerdo con esto ultimo, Palm (2008) describe la autenticidad de
un problema realista como el grado en que una tarea de clase puede ser transferida al
mundo real, afirmando que los estudiantes pueden aprovechar aquellas caracteristicas de
la tarea que se conectan con las caracteristicas de la realidad. Palm (2006) describe los
aspectos de la tarea que son clave para mantener su autenticidad: el tipo de evento en el que
se enmarca la afirmacién, la pregunta y los datos proporcionados a los estudiantes, los
requisitos que debe verificar la solucion y el propésito del problema.

En nuestro trabajo elegimos un tipo de actividades contextualizadas en las que la
estimacidn tiene un caracter primordial, estos son los denominados problemas de Fermi.
Son problemas abiertos que requieren que los estudiantes hagan suposiciones sobre la
situacion del problema, y que estimen las cantidades relevantes antes de emprender, a
menudo, calculos sencillos (Arlebidck, 2009). Una caracteristica especifica de los problemas
de Fermi es que a menudo no contienen toda la informacién necesaria para obtener una
solucién por lo que requieren de una estimaciéon en la que el contexto juega un papel
relevante (Efthimiou & Llewellyn, 2006). Algunos ejemplos de problemas de Fermi usados
en investigaciones previas son los siguientes: estimar el nimero de coches acumulados en
una retencion de 3 km en la autopista (Peter-Koop, 2009); estimar la cantidad de latidos
que da un corazén humano durante una vida (Garcia, 2013); estimar cudntos centros
comerciales hay en Estados Unidos (Anderson & Sherman, 2010).

Los problemas de Fermi son titiles para introducir la modelizacién matematica (Arlebick
& Bergsten, 2010; Borromeo-Ferri, 2018) porque son accesibles para estudiantes de dife-
rentes etapas educativas y no dependen de conocimientos matematicos previos especificos.
Obligan a los estudiantes a especificar la estructura de la informacién relevante y requieren
que el estudiante desarrolle una estrategia de solucién especifica para el contexto. Al no
proporcionar datos numéricos en el enunciado, los estudiantes deben estimar varias

cantidades por si mismos y promueven la discusion entre los estudiantes. Los problemas de
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Fermi pueden resolverse descomponiendo el problema original en subproblemas mas sim-
ples y haciendo estimaciones razonables para cada subproblema para llegar a una solucién
de la pregunta original (Carlson, 1997). A partir de esta forma de resolver problemas de
Fermi, se han identificado conexiones con la modelizacién matematica en estudios con
estudiantes universitarios (Czocher, 2016), estudiantes de secundaria (Arlebéick, 2009;
Ferrando et al., 2017) y también en estudiantes de primaria de 10 a 12 afios (Ferrando &
Albarracin, 2021; Haberzettl, Klett, & Schukajlow, 2018; Peter-Koop, 2009). Para los
estudiantes de primaria los problemas de Fermi son actividades que suponen una alta
demanda cognitiva, ya que es necesario que los resolutores generen modelos matematicos
a partir de identificar las variables clave del fendmeno estudiado, establecer sus relaciones,
determinar los valores necesarios mediante estimacién u otros métodos y calcular los
valores requeridos en el enunciado del problema. En el proceso de resolucién los alumnos
incorporan al modelo construido aspectos cuantificables del contexto real, que proporcio-
nan mayor precisién en la estimacién obtenida (Albarracin, Ferrando, & Gorgorié, 2020).
Estos aspectos son los que denominamos factores de complejidad y se relacionan con las

variables del contexto que pueden identificar los alumnos en su resolucién.

El conocimiento del profesor para la ensefianza de las matematicas

Al hablar del conocimiento del docente de matematicas para la ensefianza debemos
empezar por la caracterizaciéon propuesta por Shulman (1986), que apunta que pueden
distinguirse tres categorias: el conocimiento de la materia; el conocimiento pedagoégico del
contenido; y el conocimiento del curriculo. A partir de la propuesta de Shulman (1986,
1987), Ball, Thames y Phelps (2008) proponen una caracterizacién del conocimiento
matematico para la ensefanza (MKT, por sus siglas en inglés, Mathematics Knowledge for
Teaching) a partir de los conocimientos y habilidades que necesitan los profesores para
conseguir que los alumnos aprendan. Su modelo considera el conocimiento matematico
para la ensefianza constituido por dos dominios, el conocimiento de la materia y el conoci-
miento pedagégico del contenido. En el conocimiento de la materia se sitian el conoci-
miento comun del contenido, el conocimiento del horizonte matematico y el conocimiento
especializado del contenido. En el conocimiento pedagogico del contenido se sitdan el
conocimiento del contenido y de los estudiantes, el conocimiento del contenido y de la
ensefianza, y el conocimiento del curriculo.

En este articulo nos centramos en un aspecto concreto del conocimiento del profesor: el
conocimiento de las tareas matematicas para la enseflanza (Chapman, 2013), como parte
del conocimiento del contenido y de la ensefianza del MKT. El conocimiento de las tareas

matematicas para la ensefianza se ocupa de los conocimientos que los profesores necesitan
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para seleccionar y desarrollar tareas que promuevan la comprension conceptual de las ma-
tematicas por parte de los estudiantes, apoyar su desarrollo del pensamiento matematico y
optimizar el potencial de aprendizaje de esas tareas (véase Camacho & Guerrero, 2019).
Existen pruebas que indican que la calidad del aprendizaje es mayor cuando los estu-
diantes estan expuestos a tareas cognitivamente exigentes (Boaler & Staples, 2008; Stein &
Lane, 1996). Sin embargo, los profesores se muestran reacios a incorporar esas tareas en su
enseflanza (Hiebert et al., 2003). De hecho, cuando los docentes eligen tareas dificiles para
su implementacién, no hay garantia de que se lleven a cabo con el nivel de desafio previsto
(Arbaugh et al., 2006). Se han propuesto varias razones para la limitada aceptacién de las
tareas complejas por parte del profesorado. Tirosh et al. (1991) destacan las dificultades
para incorporar los elementos de la situacion real del contexto de un problema en su reso-
lucién. Chapman (2015) incide en la confusion sobre el significado de “tarea abierta” y sus
implicaciones en la resolucion. Los resultados de estos estudios no sélo subrayan algunas
limitaciones del conocimiento de los profesores sobre la resolucién de problemas, en
particular en relacién a problemas de modelizacion, sino que también ponen de manifiesto
los conocimientos necesarios para desarrollar sus habilidades como resolutores. De hecho,
algunos investigadores sugieren que los profesores deben experimentar la resolucién de
problemas desde la perspectiva del resolutor antes de poder abordar adecuadamente su
ensefianza (Thompson, 1985). En este trabajo se investiga como los futuros maestros se
enfrentan a resolver una secuencia de problemas abiertos en los cuales el enunciado no
incorpora de forma explicita los datos y, por tanto, la complejidad de estas actividades
deriva de que su resoluciéon exige comprender y considerar aquellos aspectos del contexto

real que permiten dar un resultado preciso.

Metodologia

Diseifio de la investigacion

Esta investigacion se basa en una experiencia realizada con futuros maestros de educacion
primaria (N=224) y consta de dos partes. En ambas partes de la experiencia los futuros
maestros resolvieron la misma secuencia de cuatro problemas de estimacion contextualiza-
dos en el entorno del campus universitario (Tabla 1). La diferencia entre las dos partes
radica en que la primera resolucion se realiz6 individualmente en el aula, mientras que la
segunda se realiz6 en grupos (N = 63) e in situ, pudiendo intervenir en el lugar del problema
con instrumentos de medida. El andlisis, descrito en detalle en la seccién Andlisis de los
factores de complejidad, combina técnicas cualitativas (basadas en categorizaciones de las
producciones de los estudiantes) y cuantitativas, que permiten derivar resultados basados

en estadistica descriptiva.
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El punto de partida de la experiencia fue el disefio de una secuencia de cuatro problemas
que piden una estimacién razonada de una cantidad de elementos lo suficientemente
grande para que no pueda ser obtenida directamente. Los cuatro problemas estan
contextualizados en recintos rectangulares ubicados en zonas del campus universitario.

En el diseflo de la secuencia se han tenido en cuenta las llamadas “variables de tarea”,
que Kilpatrick (1978) define como cualquier caracteristica del problema que asuma un
valor determinado a partir de un conjunto de valores posibles (Goldin & McClintock, 1979).
Pueden ser numéricas, como el nimero de palabras del enunciado, o clasificatorias, por
ejemplo, el tipo de contexto de la tarea. Kilpatrick (1978) establece tres categorias: variable
de contexto, de formato y de estructura. En los problemas que conforman la secuencia se
fijan la variable de estructura (complejidad gramatical, presentacion de los datos) y la de
formato (enunciado con pregunta directa y fotografia de la situacién real). Esto permite
centrar el andlisis en las variables de contexto, referidas a los significados no matematicos
que aparecen el texto del problema, intervengan o no en el proceso de resolucién (Puig &
Cerdan, 1988; Webb, 1980). De este modo, las caracteristicas del contexto en esta clase de

tareas se interpretan en términos de los valores que toman las variables de contexto.

Tabla 1. Enunciados de los problemas de la secuencia

Enunciado Valor de las variables

Tamafo elementos: mediano
Disposicion elementos: desordenada
Tamanfo regién: mediano

P1. Dia de lluvia. ;Cudnta gente se puede resguardar
debajo del porche de la facultad si llueve?

Tamafo elementos: pequefio
Disposicion elementos: ordenada
Tamafo region: grande

P2. Baldosas. ;Cuantas baldosas hay entre el edificio
de magisterio y el gimnasio?

. . , . . Tamafo elementos: pequefio
P3. Briznas de hierba. ;Cuantas briznas de hierba hay

en este espacio? Disposicion elementos: desordenada

Tamafo regidn: pequefio

Tamanfo elementos: grande
P4. Coches. ;Cuantos coches caben en el parking de la

X ' ) Disposicion elementos: ordenada
facultad si no dejamos espacio para pasar?

Tamafo region: grande

Dado que los problemas consisten en obtener una estimacién el nimero de elementos
que caben en una regién rectangular, y que esto requiere que el resolutor reconstruya
mentalmente el espacio bidimensional y distribuya los elementos, se han seleccionado las
siguientes variables de contexto: el tamafio de los elementos, el tamafio de la region, la
forma de los elementos y la disposicidn de los elementos en la region. Estas variables
asumen un valor particular dentro de un posible conjunto de valores: tamafio (grande,

mediano, pequefio), forma (regular, irregular) y disposiciéon (ordenada, desordenada). A
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continuacion, se detallan el enunciado y el valor de las variables de contexto para cada

problema.

Descripcion de la experiencia

La secuencia de problemas se propuso a un total de N=224 estudiantes de cuarto curso del
grado de Maestro/a en Educacion Primaria de la Universitat de Valéncia que, en una sesiéon
de clase de 45 minutos, trabajaron sobre los cuatro problemas presentados en la Tabla 1.
Para cada uno de los problemas, no debfan plantear una resolucién completa, sino esbozar
un plan de resolucién indicando los datos necesarios para poder abordar la resolucién del
problema, asi como los procedimientos matematicos necesarios para llegar a obtener la
estimacién pedida, pero sin cuantificar ni realizar los calculos, pues estos se haran en la
segunda parte de la experiencia.

El instrumento de andlisis se basa en descomponer el plan de resolucién en dos
componentes: modelo inicial y estrategia asociada. El modelo inicial incluye las simplifica-
ciones e hipédtesis que el resolutor asume sobre la configuracion de los elementos cuyo nud-
mero debe ser estimado; es decir, a como el resolutor distribuye los elementos en la
superficie, ya sea por filas y columnas (unidimensional), o no-linealmente (bidimensional).
La estrategia es la cadena de procedimientos relacionados con los conceptos de medicién y
proporcionalidad que aplica el resolutor para obtener la estimacién del resultado. Los
resultados muestran que existe una relaciéon estadisticamente significativa entre las
variables de contexto de los problemas y los planes de resolucién propuestos por los
estudiantes (Ferrando & Segura, 2020; Ferrando, Segura, & Pla-Castells, 2020). Se concluye
que determinadas caracteristicas del contexto influyen en los planes de resolucién de los
estudiantes: los problemas que presentan una situaciéon con una disposicion regular de los
elementos promueven modelos iniciales lineales, mientras que la irregularidad da lugar a
modelos iniciales bidimensionales. Ademas, un tamafio grande de los elementos incrementa
el nimero de estrategias basadas en razonar a partir del area de los elementos, mientras
que un tamafio pequeilo de los elementos promueve la estrategia basada en su densidad.
Por el contrario, el tamafo de la region no parece influir en los planes de resolucién de los
estudiantes.

La segunda parte de la experiencia tuvo lugar durante una sesién de 90 minutos, unos
dias después de la primera parte. Los 224 estudiantes se agruparon libremente en N = 63
grupos de entre 3y 5 personas. Se entregé a cada grupo un legajo con los enunciados de los
cuatro mismos problemas que en la primera parte de la experiencia y sus resoluciones
individuales; y se les condujo a los espacios reales del entorno de la Facultad en los que
estan situados los problemas. Se les indicé que, para cada uno de los problemas, esta vez
debian plantear una resolucién completa in situ, realizando mediciones, tomando datos y

ejecutando los procedimientos y calculos necesarios para obtener una estimacién numérica
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del nimero de elementos que caben en cada espacio de los problemas. Para ello, se les
facilitaron instrumentos de medida: varios metros extensibles y un odémetro de rueda por
grupo, para distancias mas grandes. Asi, la diferencia con la primera parte de la experiencia
radica en la forma de trabajo (que ahora es grupal) y en la interaccién con el contexto del

problema.

Andlisis de los factores de complejidad

En este trabajo se analizan los planes de resolucién de los N=224 futuros maestros
participantes para identificar si incorporan factores de complejidad en su modelo inicial o
su estrategia de resolucién; y a continuacidn se identifican los factores de complejidad en
las N=63 producciones grupales.

El andlisis cualitativo consensuado por los investigadores se basa en la categorizaciéon de

los factores de complejidad expuesta en Albarracin, Ferrando y Gorgori6 (2020):

e [Eliminacion de obstdculos: se identifican zonas en la regiéon que impiden colocar
elementos y se descuenta el area que ocupan del area total, con el fin de no incluir
estas zonas en la estimacién del ndmero total de elementos;

e Tamariio/densidad media: se reconocen densidades de poblacidn distintas y se calcula
una densidad media. En el presente trabajo se ha encontrado, ademas, producciones
que incorporan el uso de la media aplicado a la estrategia basada en el area unitaria
de los elementos, es decir: se reconocen distintos tamafios de los elementos a estimar
y se calcula un tamafio medio para los elementos. En ambas variantes (densidad o
tamafio), este factor de complejidad expresa un modelo heterogéneo en la
disposicion de los elementos y utiliza la media para realizar el trabajo matematico de
la estimaciéon sobre un modelo simple, homogéneo, que trate de “recoger” las
posibles desviaciones;

e Tamariios/densidades diferenciadas: Reconocimiento de densidades de poblacién
distintas y estimaciones diferenciadas por zonas. En el presente trabajo se ha
encontrado, ademads, producciones que incorporan el uso de estimaciones
diferenciadas por zonas aplicadas a la estrategia basada en el area unitaria de los
elementos, es decir: se reconocen distintos tamafios de los elementos a estimar y se
realizan las estimaciones por separado, para cada tamafo. En ambas variantes
(densidad o tamafio), este factor de complejidad expresa un modelo heterogéneo en
la disposicion de los elementos, y el trabajo matematico de la estimacion se realiza

sobre el mismo, aunque ordenado por zonas o tamanos.

El hecho de que las producciones individuales analizadas sean planes de resolucidn, que
esbozan cémo deberia encontrarse la solucién, y no resoluciones completas con
estimaciones y calculos ejecutados, determina que los factores de complejidad tengan

caracter de propuesta; es decir, no son operativos y por tanto no se integran en el proceso
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de resolucidn. A continuacién, se analizaron, en base a las mismas categorias y de forma
consensuada, los factores de complejidad en las N=63 resoluciones grupales. En este caso, a
diferencia del plan de resolucién individual, los factores de complejidad si estan integrados
en la resolucién grupal, son operativos en los procedimientos y calculos asociados para
obtener la estimacién. El andlisis cualitativo de las producciones de los estudiantes se

realizé mediante consensos por triangulacion.

Resultados

Esta seccidon se divide en dos subsecciones: en la primera se exponen los resultados del
analisis cualitativo de los factores de complejidad, describiendo para cada problema las
categorias identificadas en las producciones de los N=224 estudiantes de la primera
experiencia y de los N=63 grupos de la segunda experiencia. En la segunda subseccién se
presentan los resultados cuantitativos del analisis, que completan la descripcion del

apartado anterior.

Resultados cualitativos

A continuacidn se describen, para cada uno de los cuatro problemas, los resultados del
analisis cualitativo de las producciones individuales (item a) y grupales (item b) basado en

la categorizacion de factores de complejidad.

P.1. Dia de lluvia

Item a. En los planes de resolucién individual encontramos como factor de complejidad
mayoritario (aparece en el 80% de los planes de resolucién que incorporan factores de
complejidad en este problema) la categoria tamario/densidad media aplicada al tamafio de
las personas, es decir, la consideracién de que las personas tienen distintos tamafios y por
tanto la mencidn de estimar el 4rea media ocupada por una persona, aunque ningun plan de
resoluciéon explicita cémo desarrollar el procedimiento. Es minoritaria, pero aparece, esta
categoria aplicada a la densidad; por ejemplo, un plan explica que “mediria con personas
diferentes, varias veces, cuantas personas caben en un mz2. A continuacién sacaria una media
de las personas que caben por m2”.

También aparece la eliminacion de obstdculos en el 30% de los planes de resoluciéon que
incorporan factores de complejidad sefialando que deben descontarse los pilares (que

pueden observarse en la fotografia adjunta al enunciado - Figura 1) como tnico obstaculo.

Item b. En las resoluciones grupales el factor de complejidad dominante (que aparece en el
95% de las producciones que consideran factores de complejidad) es la eliminacion de
obstdculos. En la mayoria de las producciones grupales que incluyen este factor, aparece
mas elaborado que en los planes individuales: ademas de pilares incluyen puertas giratorias

y papeleras, cuantificando este espacio intutil. Algunas resoluciones descuentan unidades de
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superficies medidas en baldosas (Figura 1), y otras calculan la superficie que ocupan en
unidades convencionales (metros cuadrados). En el 10% de las resoluciones grupales que
incluyen factores de complejidad aparece el factor de complejidad tamarfio/densidad media,
pero aplicado a densidades de personas por baldosa.

En una de las resoluciones se identifica el factor de complejidad tamarios/densidades
diferenciadas aplicado a densidad de personas por baldosa, obteniendo dos estimaciones
posibles (Figura 1).

Para cada uno de los siguientes problemas, explica detalladamente cuiles son los datos y las medidas que habéis considerado, cudl ha sido el proceso de
resolucién que habéis seguido y cudl es el resultado obtenido

Problema 1 ¢Cuénta gente se puede resguardar debajo del porche de entrada a la facultad si llueve?

Datos y medidas recogidos:
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Figura 1. Resolucion grupal completa de P1 con factores de complejidad eliminacion de
obstdculos y tamarios/densidades diferenciadas

P2. Baldosas

Item a. En los planes de resolucién individual se encuentra como factor de complejidad
mayoritario (en el 80% de las respuestas que incluyen factores de complejidad) la categoria
eliminacion de obstdculos, mencionando que hay zonas sin baldosas: los alcorques y las
alcantarillas.

En el 20% restante, se encuentra la categoria tamarios/densidades diferenciadas, aplicada
al tamano de las baldosas. Asi, se consideran dos tamafios de baldosa (entera y partida),
llevando dos estimaciones distintas que deben sumarse para obtener el nimero total. En
Figura 2 el resolutor escribe “si existen baldosas partidas, estas se dejaran a parte y, al final,

se aproximaria el valor de todas estas y sumaria al total”.
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Problema 2 ;Cuéntas baldosas hay entre el edificio de magisterio y el gimnasio?

el =B X o

Figura 2. Plan de resolucidén individual de P2 con factor de complejidad tamarios/densidades
diferenciadas

Item b. En las resoluciones grupales el unico factor de complejidad encontrado es
eliminacion de obstdculos, de manera muy similar a los planes de resolucidn, pero calculando

las areas de las zonas sin baldosas en unidades convencionales (metros cuadrados).

P3. Briznas de hierba

Item a. En los planes de resolucién individual encontramos como factor de complejidad
mayoritario (en el 85% de las resoluciones que incorporan factores de complejidad) la
categoria eliminacion de obstdculos, que incluyen menciones a descontar zonas sin hierba
(arboles y alcantarillas, se perciben en la fotografia adjunta al enunciado - Figura 3).

En el 15% de los planes de resoluciéon que incorporan factores de complejidad se
encuentra el factor de complejidad de tamarios/densidades diferenciadas, en los que se han
identificado diferentes zonas con densidades de hierba variable, que se proponen estimar
por separado.

Se ha identificado también en algunos planes de resolucién individual (un 8% del total
que incluyen factores de complejidad) el factor tamano/densidad media, aunque sélo dos

explicitan el proceso de obtencion de la densidad media.

Item b. En las resoluciones grupales el factor de complejidad eliminacién de obstdculos
aparece en todas las producciones que incluyen factores de complejidad. En la mayoria de
las producciones grupales que incluyen este factor, éste aparece mas elaborado que en los
planes individuales: incluyen variabilidad en los tamafios de las zonas despejadas de los
arboles y de las alcantarillas (ver Figura 3); se cuantifican estas zonas y se descuentan del
area total de la region de césped. Ademads, una de estas producciones incluye también el
factor de complejidad tamario/densidad media aparece en una resolucién grupal, aplicado
al tamaiio de las briznas de hierba (se considera un tamafio medio de hierba).

Se identifica en una resoluciéon grupal el factor de complejidad tamarnios/densidades

diferenciadas, en la que la regién de césped se divide en varias zonas con distinta densidad,
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aunque no se realizan estimaciones diferenciadas y se acaba optando por un modelo

homogéneo.

Problema 3 (Cudntas briznas de césped hay en este espacio?

Datos y medidas recogidos: Auche el e~ped
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Figura 3. Resolucidén grupal completa de P3 con factor de complejidad eliminacién de
obstdculos

P4. Coches

Item a. En los planes de resolucién individual encontramos el factor de complejidad de la
categoria tamario/densidad media aplicada al tamafio de los coches en el 96% de las
resoluciones que incorporan factores de complejidad. En estas resoluciones se propone
estimar un tamafio medio o estandar. Muy pocos planes de resolucién explican el proceso
de obtenciéon del tamafio medio ocupado por un coche: por ejemplo, en la Figura 4, el
estudiante escribe “mediria el ancho y largo de 5 coches distintos y haria la media [del drea]
del coche”.

En tres planes de resolucién se ha identificado la categoria eliminacién de obstdculos,
pese a que no se perciben en la fotografia adjunta al enunciado del problema.

Problema 4 Quants cotxes caben a aquest parquing si no deixem espai per a passar? Planteja, si és possible, dues estratégies de resolucié diferents.
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Figura 4. Plan de resolucién individual de P4 con factor de complejidad tamario/densidad
media
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Item b. En las resoluciones grupales el factor de complejidad dominante (en un 71% de las
producciones que incorporan factores de complejidad) es, sin embargo, la eliminacién de
obstdculos, de manera muy similar a los planes de resolucidn, pero calculando las areas de
las zonas sin coches en unidades convencionales (metros cuadrados, disponian de un
odémetro de rueda). En cinco resoluciones grupales aparece el factor de complejidad
tamario/densidad media aplicado al tamafio variable de los coches, calculando el tamafo
medio de una pequeifia muestra de coches aparcados en el aparcamiento.

Resultados cuantitativos

Enla Tabla 2 se recogen los datos relativos al porcentaje de resoluciones individuales y gru-
pales que incorporan cada uno de los tres factores de complejidad descritos en el apartado
de metodologia: eliminacién de obstdculos, tamaiio/densidad media y tamanos/densidades

diferenciadas.

Tabla 2. Incorporacion de factores de complejidad en la resolucién individual y grupal de cada
problema

Tamaios/densidades

Eliminacién de obstaculos Tamano/densidad media X A
diferenciadas

Individual Grupal Individual Grupal Individual Grupal
P1 7% 63% 19% 6% 1% 2%
P2 4% 16% 0% 0% 1% 0%
P3 10% 43% 1% 2% 2% 2%
P4 1% 16% 21% 8% 0% 0%

Se observa que los problemas P1 y P4, consistentes en estimar el nimero de personas y
de vehiculos, dan lugar a resoluciones individuales que introducen en mayor proporcion
factores de complejidad, en particular la incorporacion de un elemento de referencia con un
tamafio “medio” o “estandar”. Al observar las resoluciones grupales, la eliminacién de
obstaculos aumenta significativamente pero el tamario/densidad media disminuye también
de manera significativa. En las resoluciones grupales de los problemas P2 y P3 hay un
aumento considerable de la incorporacion del factor de complejidad eliminacién de
obstdculos (especialmente en P3). En cualquier caso, en el problema P2 la presencia de
factores de complejidad es baja tanto en planes de resoluciéon individual como en
resoluciones grupales. Globalmente, se observa que en las resoluciones grupales disminuye

la proporcidn que incluye el uso de un tamario/densidad media, mientras que aumenta de
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forma significativa (sobre todo en el primer problema) el niimero de resoluciones grupales
que consideran la eliminacion de obstdculos.

Respecto a la proporcién de producciones en las que se identifica uno o mas problemas
resueltos considerando factores de complejidad, en la Tabla 3 se muestran los resultados

grupales e individuales.

Tabla 3. Nimero de resoluciones individuales y grupales que incorporan factores de
complejidad

Cantidad de problemas en los que
se consideran factores de Individuales Grupales
complejidad

0 133 (59%) 11 (17%)
1 53 (24%) 24 (38%)
2 35 (16%) 18 (29%)
3 3 (1%) 7 (11%)
4 0 (0%) 3 (5%)
Total 224 63

Se observa que el porcentaje de estudiantes que, individualmente, son capaces de
incorporar factores de complejidad en mas de un problema es muy bajo. En el caso de las
producciones grupales el porcentaje es superior. Globalmente, s6lo el 41% de los estudian-
tes incorporan factores de complejidad en sus resoluciones individuales, mientras que una
amplia mayoria (83%) las incorporan en sus producciones grupales. Cabe pensar que el
hecho de que las resoluciones grupales se realizaran in situ haya influido a la hora de
identificar aspectos que no habian sido considerados previamente.

Finalmente, se han cuantificado, para cada problema, las producciones que incorporan
mas de un factor de complejidad. Los resultados se presentan en la Tabla 4. Hay pocos
estudiantes que en sus producciones individuales proponen mas de un factor de
complejidad; esto ocurre, en mayor medida, en el primer problema P1, en el que siete
estudiantes consideran la eliminacién de obstdculos y un valor promedio para la densidad.
Esta proporcion es también reducida en las resoluciones grupales, en el primer problema
solo tres grupos consideran un par de factores de complejidad (eliminacion de obstdculos 'y
densidad promedio, o eliminacion de obstdculos y densidad diferenciada). Al analizar las
producciones grupales esta proporcién se multiplica, en particular en el problema P4

(consistente en estimar el nimero de vehiculos).
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Tabla 4. Incorporacién de uno o mas factores de complejidad en la resolucién individual y
grupal seguin el problema

Producciones que consideran 1 factor Producciones que consideran 2

de complejidad factores de complejidad
Individual Grupal Individual Grupal
P1 21% 58% 3% 4,5%
P2 4,4% 15% 0% 0%
P3 10,7% 37% 0,8% 3%
P4 21% 20% 0,4% 1,5%

Discusion y conclusiones

Los resultados del andlisis permiten dar respuesta al primer objetivo del estudio: se han
determinado cuadles son los factores de complejidad que se incorporan en las resoluciones
individuales y grupales, y en qué medida su aparicién evoluciona de la resolucion individual
a la grupal. Se ha observado que, aunque la proporciéon de propuestas que incorporan
factores de complejidad es creciente en las grupales respecto a las individuales, el aumento
es desigual en funcién de los factores de complejidad analizados. Mientras que aumenta el
factor eliminacién de obstdculos en todos los problemas de la secuencia, disminuye el factor
tamafio/densidad media en los problemas P1 y P4. El crecimiento del factor eliminacién de
obstdculos se puede explicar por el hecho de que el trabajo in situ permite observar
obstaculos que no se habian evocado en la resolucion individual en el aula. Por otro lado, el
hecho de que en el aula los alumnos se hayan limitado a plantear individualmente un plan
de resolucién, y no una resoluciéon completa, parece promover que incorporen procedimien-
tos cuya implementacion es compleja, tales como calcular tamafos o densidades medias,
que en larealidad implicaria hacer varias mediciones. En cualquier caso, esto se confirmaria
replicando esta experiencia con la variaciéon de las condiciones del trabajo individual,
pidiendo en ese caso a los alumnos que no se limitaran a obtener un plan de resolucién, sino
que trataran de razonar con valores estimados.

En respuesta al segundo objetivo sobre las caracteristicas del contexto que promueven
la incorporacién de factores de complejidad, en base a los resultados del andlisis cuantita-
tivo del presente estudio, se observa (véase la Tabla 5) que las variables de contexto
(descritas en la Tabla 1) influyen sobre la presencia de determinados factores de compleji-
dad que completan tanto el plan de resolucién individual como la resolucién grupal
completa. La Tabla 5 resume, en base a los resultados del andlisis, las relaciones entre los
valores de las variables de contexto de los problemas de la secuencia y los factores de

complejidad identificados en las producciones individuales y grupales. Solo se ha incluido
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en la Tabla 5 los valores de las variables de contexto que, en base a lo observado en este

estudio, condicionan la incorporacién de factores de complejidad.

Tabla 5. Relacidn entre variables del contexto del problema y factores de complejidad
considerados en las resoluciones

Variable del . ..

problema Plan de resolucion individual Resolucién grupal completa

Tamano regién: Los problemas P1y P3 en los que la En las resoluciones grupales de los

pequefio/ regién tiene un tamafio medio o problemas P1y P3 la incidencia de

mediano pequefio parecen promover, en las resoluciones que consideran el espacio
resoluciones individuales, la util como factor de complejidad es muy
incorporacion del factor de alta, tanto en relacion a los otros
complejidad que considera los factores de complejidad, como en
obstaculos. relacion a los otros dos problemas.

Tamafio Los problemas P1y P4 en los que los En las resoluciones grupales de los

elementos: elementos cuyo niUmero se quiere problemas P1y P4, sin embargo, la

mediano/grande  estimar tienen un tamafio medio o incidencia de las resoluciones que
grande parecen promover, en las consideran un tamafo medio se reduce
resoluciones individuales, la en, aproximadamente un tercio.

incorporacion de estimar en base a un
tamafio medio.

Estas relaciones ponen de manifiesto que existe una evoluciéon desde los planes
individuales a las resoluciones grupales. Por una parte, esta evolucién implica la casi total
desaparicién del factor complejidad consistente en estimar en base a un area o densidad
media en los problemas P1 y P4 (en P2 y P3 ya era bajo en los planes de resolucion
individual). Esto se explica porque la ejecucion de los calculos es mas complicada cuando
hay que promediar tamafnos o considerar heterogeneidad que cuando solo hay que sugerir
el procedimiento (en el plan individual), ya que implica un trabajo experimental sobre el
terreno que los participantes no hacen, quiza porque sea costoso o tal vez por falta de
tiempo. Sin embargo, el factor de complejidad consistente en considerar el area util aumenta
en todos los problemas, pero especialmente en P1 y P3, donde ya era relativamente alto en
los planes de resolucion individuales. Esto se explica porque son dos problemas con
regiones pequefias o medianas, en las que es sencillo hacer mediciones y estimaciones de
las dimensiones del espacio, y por tanto calcular su area. En esa tarea relativamente
asequible para sus instrumentos de medida (odémetros y metros extensibles), el hecho de
considerar las partes de la region con obstaculos no supone una carga de trabajo excesiva.
Cabe destacar que, en los problemas P2 y P4 los obstaculos (arboles y alcantarillas en P2;
barreras en P4) ocupan un area muy pequefia en relacion con la superficie total, que es
grande, y por tanto, en este caso, considerar o no el area ttil no es significativo a la hora de
estimar el nimero de elementos del area total. De hecho, en el problema P2, el tamafio de la

region es grande y el de los elementos es pequeiio, lo que explica la reducida proporcién de
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producciones que incorporan factores de complejidad. Los resultados de este andlisis se
alinean y completan los obtenidos en trabajos previos (Ferrando, Segura, & Pla-Castells,
2021; Ferrando & Segura, 2020), en los que observé que las variables de contexto influyen
sobre el tipo de resolucién escogida por los estudiantes.

En relaciéon a los resultados sobre el nimero de factores de complejidad considerado por
los resolutores, los resultados muestran que los futuros maestros no construyen modelos y
estrategias muy refinadas para estimar cantidades, sino que ofrecen planes de resolucion
individuales y resoluciones grupales simples, en el mejor de los casos incluyendo un tnico
factor de complejidad. Observamos que los futuros maestros extraen poco potencial a la
geometrizacion del espacio y de los elementos, y a los procedimientos matematicos que
permiten un mayor rigor en el proceso cuanta mas informacién empirica se incorpore.

Los resultados de este estudio son claves para identificar la importancia del trabajo de
campo en el proceso de resolucion de tareas de estimacién formuladas en contextos reales
cercanos a los estudiantes y, por tanto, el interés de proponer tareas con contextos
auténticos y cercanos a los estudiantes. En efecto, se observa que los planes de resolucién
se enriquecen en las resoluciones grupales, aunque esto no ocurre en la misma medida en
todos los problemas. Entendemos que la actividad individual pone forzosamente a cada
futuro maestro ante la necesidad de resolver el problema, pero que es la actividad grupal la
que le permite observar la riqueza de las diferentes visiones de la realidad y su relacién con
los conceptos y procedimientos matematicos usados para explicarla. En nuestro estudio los
futuros maestros trabajan siguiendo las instrucciones proporcionadas, pero sin incluir una
guia especifica por parte de sus profesores (los formadores de maestros). Entendemos que
en una actividad de tipo exclusivamente formativo es potencialmente posible proporcionar
sugerencias a los alumnos que enriquezcan los modelos que construyen y aumentando las
posibilidades de reflexion sobre la complejidad de la actividad.

En relacion al conocimiento del profesor, los resultados del analisis nos permiten
detectar carencias en conocimiento de las tareas matematicas para la ensefianza por parte
de los maestros en formacion. Los problemas de Fermi utilizados en el estudio son tareas
cognitivamente demandantes para los alumnos de Educaciéon Primaria a la par que
accesibles para los futuros maestros, pero es necesario que el profesorado conozca en
detalle la forma de trabajar adecuadamente con ellos en el aula. Dado que este tipo de
actividades de introduccion a la modelizacién matematica no son comunes en Espaiia, los
futuros maestros no las han trabajado previamente en su etapa como alumnos. Por ello es
necesario que los futuros maestros reciban una formacién especifica que incluya la
resolucion de problemas de Fermi en contextos reales y cercanos, para que observen las
dindmicas de trabajo que se requieren en su resolucién. Sin embargo, entendemos que la
formaciéon debe incluir aspectos tedricos que expliciten la naturaleza de la actividad

desarrollada en la resolucion, en este caso la modelizacion matematica, y que se analice a

Quadrante 30(1) 31-51



Andlisis de los factores de complejidad en planes... 49

posteriori el trabajo realizado desde esta perspectiva. Esta podria ser la forma de promover
que los futuros maestros planteen actividades de este tipo manteniendo el nivel de desafio
adecuado para promover las competencias de modelizacién matematica de su alumnado,
superando asf las dificultades identificadas por Wilkie (2016). En cualquier caso, para tener
una visién mas completa de esto seria necesario complementar este estudio con una
investigacién centrada en aspectos afectivos que permita analizar la reflexion de los futuros
sobre las dificultades y las ventajas de implementar este tipo de actividades en las aulas de

educacién primaria.
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