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Resumo. Este artigo analisa os trabalhos publicados na revista Quadrante entre 1992-2021 que
focam as capacidades matemadticas de Resolucdo de Problemas, Raciocinio, Comunicacdo e
Modelacgdo. A analise incidiu nos 102 artigos a que estavam associadas palavras-chave relativas a
cada um destes temas e conduziu a definicdo de subcategorias de andlise. Conclui-se da relevancia
das tarefas para apoiar a aprendizagem destes temas, avangando-se com caracteristicas que devem
estar presentes no seu design. Fica evidente a importancia do modo como o professor concebe,
explora e gere as interagdes na aula e identifica-se uma tensao entre as abordagens exploratdria e
direta ao ensino da matematica. Destaca-se a ideia de que a resolugdo de problemas é uma parte
importante do que significa ensinar e aprender, seja como capacidade, como contetido ou

metodologia de ensino/aprendizagem e constata-se a sua exigéncia, sugerindo-se um conjunto de
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ideias para promover uma pratica letiva que a desenvolva. Destaca-se o entendimento de nao limitar
a aten¢do no raciocinio ao raciocinio dedutivo e de discutir caracteristicas e/ou potencialidades do
raciocinio associadas a varios tdpicos matematicos e avangam-se caracteristicas associadas a prova,
justificacdo e generalizagdo. Sublinha-se, ainda, que experiéncias de modelagdo matematica podem
apoiar a aprendizagem, destacando-se a importancia de usar diferentes ferramentas tecnolégicas.

Palavras-chave: resolugdo de problemas de matematica; raciocinio matematico; comunicac¢ido

matematica; modelacdo matematica.

Abstract. This article analyses the papers published in Quadrante between 1992-2021 that focus on
the mathematical processes of Problem Solving, Reasoning, Communication, and Modelling. The
analysis was grounded on 102 papers associated with keywords related to each of those themes,
leading to subcategories of analysis. We notice the relevance of the tasks in supporting the learning
of these processes, while characteristics that should be present in their design are proposed. It
becomes clear the importance of the way the teacher designs, explores and manages classroom
interactions and a tension is identified between exploratory and direct approaches for teaching
mathematics. The idea that problem solving is an important part of what it means to teach and learn,
either as a skill, as a content, and/or as a teaching/learning methodology, is underlined, and its
demanding nature is noted; several ideas are also suggested to promote problem solving teaching
practice. The understanding of reasoning as not being limited to deductive reasoning and the
discussion about the characteristics and/or potentialities of reasoning associated with multiple
mathematical topics is highlighted; moreover, characteristics associated with proof, justification and
generalization are proposed. It is also emphasized that mathematical modelling experiences can
support learning, stressing the importance of using different technological tools.

Keywords: mathematical problem solving; mathematical reasoning; mathematical communication;

mathematical modelling.

Introducao

Neste artigo analisamos os trabalhos publicados ao longo dos 30 anos da Quadrante que se
focam nas capacidades matematicas de Resolu¢do de Problemas, Raciocinio e Comunicacao.
Tendo em conta o numero elevado de artigos que explicitamente incidem sobre Modelagao,
optamos por ndo os integrar na Resolucdo de Problemas, tema que igualmente abrange um
grande nimero de trabalhos. Deste modo, este artigo esta organizado nos quatro grandes
temas transversais considerados: Resolucdo de Problemas (RP), Raciocinio Matematico
(RM), Comunicagdao Matematica (CM) e Modelacdo Matematica (MM).

Usamos uma metodologia de andlise de contetido implementada em quatro fases. Numa
primeira fase, a analise visou determinar os artigos a incluir em cada grande tema
considerado. Incidiu em todos os artigos em que pelo menos uma das palavras-chave
indicadas pelos autores dissesse respeito aos temas transversais, ou, no caso dos primeiros

nimeros da Quadrante, nas palavras-chave indicadas por nés, ap6és uma breve andlise
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destes artigos. Foram integrados (i) na RP todos os artigos que tinham pelo menos uma das
palavras-chave ‘resolucdo de problemas’, ‘problemas’, ‘investigacbes matematicas’ ‘tarefas
de investigacdo’, ‘atividades de investigacao’, ‘formulacdo de problemas’; (ii) no RM todos
os que indicavam pelo menos uma das palavras-chave ‘raciocinio’, ‘prova’ ou ‘generali-
zacao’; (iii) na CM os que indicavam pelo menos uma das palavras-chave ‘comunicagdo ma-
temadtica’, ‘comunicacdo’, ‘argumentacao’, ‘feedback’, ‘relacdo dialégica comunicativa’,
‘coconstrugdo de significados’ ou ‘discurso’; e (iv) na MM, visando separa-la da Resolucdo
de problemas, os que indicavam como palavras-chave ‘modelacao’ ou ‘atividade geradora
de modelos’. A aplicagdo destes critérios permitiu contabilizar 102 artigos cuja incidéncia
por tema transversal se indica na Tabela 1. Quando um artigo indica palavras-chave
consideradas em mais do que uma capacidade, ele é contabilizado em todas em que incide,
pelo que a contagem incluida na Tabela 1 inclui alguns artigos contabilizados mais do que

uma Vez.

Tabela 1. Numero de artigos por tema transversal

Resolucao de problemas Raciocinio Comunicacao Modelacao

37 27 11 32

Nesta fase, a analise visou ainda a elaboracdo de uma breve caracteriza¢io de cada artigo
selecionado, incluindo, para além da data de publicacao, a nacionalidade dos autores, a sua
incidéncia (alunos, professores, anos de escolaridade/niveis de ensino, nimero de parti-
cipantes), a metodologia usada e uma sintese das conclusdes.

Na segunda fase, analisimos em profundidade o contetido de cada artigo integrado num
determinado tema transversal, visando caracteriza-lo em termos do contexto tedrico em
que se integra e dos seus contributos para o desenvolvimento do conhecimento sobre o
tema investigado. Deste modo, o nimero de artigos que passaram a ser considerados
reduziu, uma vez que selecionamos todos os que explicitamente avancavam conhecimento
tedrico ou empirico sobre o tema, ndo considerando trabalhos que reportavam intengdes
de investigacoes futuras.

A terceira fase incidiu na caracterizacido realizada anteriormente e visou identificar
todos os subtdpicos focados em cada tema transversal, que surgiram indutivamente das
leituras sucessivas dos artigos analisados (Tabela 2).

Finalmente, numa quarta fase, a partir da leitura exaustiva do contributo especifico dos
artigos considerados em cada subtopico, elaboramos um texto que identifica os seus
propdsitos, destaca os seus contributos e os enquadra na literatura. Os artigos abrangem

estudos de natureza tedrica e empirica (Tabela 3).
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Tabela 2. Subtépicos por tema transversal

Resolucao de problemas Raciocinio Comunicacao Modelagao
Entendimento de resolugdo Entendimento de Entendimento de Entendimento de
de problemas raciocinio comunicacao modelacdo
Resolucdo de problemas Provar, Justificar, Discurso Tarefas de

como atividade cognitiva. Generalizar matematico modelagéo
Resolucdo de problemas Raciocinio e exploracdo Desenvolver a
como abordagem educativa  de tarefas modelagdo

Tabela 3. Natureza dos estudos

Resolucdo de

Natureza problemas Raciocinio Comunicacao Modelacao
o] 1 o 1 o] 1
do estudo N° de artigos N.° de artigos N.° de artigos N.° de artigos
Empirico 31 23 0 27
Tedrico 6 4 0 5
Total 37 27 1 32

Quanto as op¢des metodoldgicas dos estudos empiricos analisados é de salientar que a
esmagadora maioria se enquadra no paradigma interpretativo e que usam um design de
estudo de caso ou de investigacdo baseada em design, onde se incluem experiéncias de
ensino e uma de formag¢do. Em niimero bem inferior, identifica-se o recurso a metodologias
mistas (um na RP, dois no RM, quatro na MM) e quantitativas (trés na RP). E na RP que se
regista um numero significativo de estudos desenvolvidos em contextos de formacdo de

professores (14).

Resolucdo de Problemas de Matematica

Nos 30 anos da Quadrante as publicacdes sobre a RP sdo constantes e incluem dois nimeros
tematicos: Investigacées Matemdticas na Sala de Aula (1998) e Resolugcdo de Problemas
(2015) (Tabela 4). Os artigos percorrem varios niveis de ensino desde o basico ao superior.
Abordam diferentes tematicas relacionadas com a RP nas quais se identificam, discutem,
caraterizam e clarificam conceitos, tipos de tarefas, estratégias, modelos, perspetivas e

dificuldades de quem ensina e de quem aprende.
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Tabela 4. Numero de estudos publicados sobre RP, por década

Década N.° de estudos
1992-2001 8
2002-2011 12
2012-2021 17

Total 37

Entendimento do que é a resolucdo de problemas

Quando se estuda a RP é incontornavel a obra de Pdlya, para quem o aluno aprende
matematica se for desafiado a resolver um conjunto adequado de problemas (nao-
rotineiros) que o envolva num processo de descoberta, identificando o conhecimento que
deve mobilizar, de acordo com um modelo baseado em heuristicas gerais. Nele, a RP é de-
composta em quatro etapas (compreender o problema; delinear um plano; executar o plano,
verificar), e envolve o uso de estratégias de resolucio e capacidades de ordem superior.
Falar de RP ¢ falar de problema, conceito abordado em varios trabalhos publicados na
Quadrante (e.g. Allevato & Vieira, 2016; Graga, 2003; Saraiva, 2016; Souza & Guimaraes,
2015; Vale et al,, 2015) que tém por base as ideias de Pélya (1945, 1981). Considera-se que
um problema é uma tarefa nio rotineira que se pretende resolver e que constitui um desafio
intelectual, contribuindo para melhorar a compreensio e o desenvolvimento matematico
dos alunos, mas para a qual ndo esta disponivel de imediato uma estratégia para chegar a
solucdo. Estes problemas sdo o que Pélya designa por problemas ndo-rotineiros, ou ndo-
familiares, também designados de problemas de investigacdo, que apresentam carateristicas
relacionadas com a criatividade, envolvendo processos complexos do pensamento (e.g.
Alvarenga & Vale, 2007; Freiman & Manuel, 2015; Pecharroman Gémez et al,, 2016; Saraiva
2016; Souza & Guimaraes, 2015; Vale et. al, 2015; Valério, 2005). Dentro deste tipo de
problemas ha varias categorias que sido abordadas em diferentes artigos. Em particular,
Freiman e Manuel (2015) defendem o recurso a problemas ricos que sdo aqueles que
respeitam o maior nimero possivel das seguintes caracteristicas: ser aberto; complexo;
mal-definido; ter multiplas interpretacdes; e ser contextualizado. Um problema aberto, tal
como também é considerado por outros autores (e.g. Allevato & Vieira, 2016; Morgan,
2003), admite varias respostas corretas ou pode ser resolvido usando varias estratégias.
Nesta categoria, podemos incluir as exploragdes e investigacoes, sugeridas por Ponte et al.
(2015), assim como as tarefas com multiplas-resolucdes (e.g. Alvarenga & Vale, 2007;
Canavarro, 2007; Nobre et al,, 2015; Vale et al., 2015). Um problema complexo requer mais
de uma etapa para o resolver, envolve a procura de padrdes, generalizacdo, prova,
justificacdes e a formulacdo de questdes/problemas para futuras explora¢des. Um problema

mal-definido contém dados desnecessarios ou apresenta informagdes nio relacionadas. Um
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problema com muiiltiplas interpretacées estimula diferentes formas de pensar. Finalmente,
um problema contextualizado é aquele em que a matematica é apresentada na vida real ou
em situacdes ficticias. Nobre et al. (2015) trabalham problemas em contexto da realidade
que tém varias ligacdes com a modelacdo. A estas carateristicas de um problema rico pode
acrescentar-se a de problema com miuiltiplas-representacées (Tripathi, 2008). As repre-
sentacdes permitem informar sobre o pensamento dos alunos e o seu recurso contribui para
uma melhor compreensao dos assuntos, permitindo ao resolvedor optar por aquela que
mais lhe convenha (e.g. Alvarenga & Vale, 2007; Canavarro, 2007; Henriques, 2012;
Meneghetti & Redling, 2008, Nobre et al.,, 2015; Souza & Guimaraes, 2015; Vale et al.,, 2015;
Valério, 2005).

Souza e Guimaraes (2015) propdem os problemas verbais que sao formulados por escrito
em linguagem natural, permeada ou ndo por elementos da linguagem proépria da
matematica. No seu estudo analisam e discutem aspetos tedricos sobre o modo como estes
problemas sdo formulados, uma vez que a compreensio do texto/enunciado tem impli-
cacdes no desempenho dos resolvedores.

Poélya distingue exercicio de problema consoante o aluno dispde ou ndo de um processo
ja conhecido ou mecanizado que conduza de imediato a solucao (e.g. Allevato & Vieira, 2016;
Blanco, 1997; Ponte etal., 2015; Vale et al., 2015). Ponte et al. (2007), numa anélise do modo
como as equacgdes do 2.2 grau sdo abordadas em manuais escolares (fins do séc.19 e inicio
do séc.20), constatam uma evolu¢do no uso dos termos exercicio e problema. Primeiramente,
os exercicios tendiam a ter grande complexidade e designavam-se por problemas os que
tinham um enunciado em linguagem natural. No manual mais recente, o termo exercicio
desaparece e o termo problema passa a designar tarefas de tipo muito diversificado.

Alargando o tipo de tarefas Ponte et al. (2015) e Ponte et al. (1998) discutem uma
categorizacdo de acordo com o nivel de estruturacio e de desafio que suscitam, propondo
quatro tipo de tarefas: exercicio (tarefa fechada, desafio reduzido); problema (tarefa
fechada, desafio elevado), exploracio (tarefa aberta, desafio reduzido) e investigacoes
(tarefa aberta, desafio elevado). Destacam as potencialidades para a aprendizagem das
tarefas abertas, referidas em varios estudos (e.g. Ferreira & Ponte, 2018; Nobre etal., 2015).

As exploragées e investigacées sao objeto de outros trabalhos (e.g. Branco, 2013;
Henriques, 2012; Jesus & Serrazina, 2005; Mascarenhas et al., 2014; Oliveira, 1998; Pereira
& Saraiva 2005; Pires, 2011; Ponte et al., 1998; Ramirez-Montes et al.,, 2019; Segurado &
Ponte, 1998). Oliveira (1998) esclarece que o conceito de atividade de investigacio
pretende aproximar a atividade do aluno a do matematico, envolvendo por isso diversos
processos matematicos (formular questdes, conjeturar, testar, reformular, provar).

Nos artigos publicados identifica-se uma evolu¢do do uso dos termos problemas (no

sentido de Pdlya, 1945) e investigacdes (no sentido de Ponte et al,, 2015) para tarefas (ndo-
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rotineiras — tarefas de nivel cognitivo elevado, Stein & Smith, 1998) que passa a ser o mais
utilizado nos artigos da Quadrante do séc. 21.

Alguns artigos discutem teoricamente perspetivas a adotar no ensino e aprendizagem da
matematica recorrendo a RP. Em 1992, Boavida discute perspetivas filoséficas da RP.
Allevato e Vieira (2016) defendem o ensino de matematica através da RP, pois a matematica
e a RP sdo construidas mutuamente, adotando o ensino-aprendizagem-avaliacdo da
matematica através da RP como uma metodologia de ensino. Esta metodologia também é
utilizada no estudo de Meneghetti e Dutra (2012). Vale et al. (2015), partindo do mesmo
referencial tedrico de Allevato e Vieira (2016) e concordando com a perspetiva de que a RP
é uma via privilegiada para o ensino-aprendizagem, reconhecem que ela pode ser, em
determinadas circunstancias, excessiva, pelo que propdem o ensino com a RP, uma pers-
petiva mais consentanea com a pratica letiva, em que problemas e outras tarefas devem
acompanhar em paralelo o curriculo e a pratica de sala de aula. Também Blanco (1997) e
Carrillo (2000) discutem o mesmo referencial teérico. Contudo, este dltimo autor vai mais
além, alargando a perspetiva a didatica da matematica, propondo que o foco deve combinar
as perspetivas via e sobre.

As estratégias utilizadas na RP, ja referidas por Pélya como procedimentos gerais (ou
especificos) paraaprender a resolver um problema, sio um aspeto igualmente discutido por
alguns autores (e.g. Alvarenga & Vale, 2007; Blanco, 1997; Pecharroman Gomez, 2016;
Morais & Serrazina, 2013; Vale et al,, 2015).

Outro aspeto intimamente ligado com a RP é a formulagdo/elaboragdo de problemas, que
Liljedahl e Cai (2021) consideram como um conceito amplo relacionado com a criacio de
um novo problema ou a sua reformulacdo, a qual é estudada por Meneghetti e Redling
(2008) e por Vale et al. (2015). A formulagdo pode ser considerada como equivalente a um
problema aberto, pois proporciona oportunidades de aprendizagens idénticas as da RP.

Por fim, a RP surge noutro contexto por Santos e Ponte (2002) ao considerarem a pratica
profissional como uma atividade de RP, pois o professor depara-se com varios desafios
profissionais que precisa de resolver. Esta perspetiva é partilhada no trabalho de Azcarate
Goded (1999) que se cruza com a de Carrillo (2000), ao identificar que o conhecimento
alcancado pela RP é um facilitador do desenvolvimento profissional, ideia que percorre
outros trabalhos (Chapman, 1999; Graga, 2003; Pires, 2011).

A resolucao de problemas como atividade cognitiva

A RP pode ser entendida como suporte da aprendizagem de alunos e futuros professores,
ou seja, como atividade cognitiva onde se identifica o que os alunos, incluindo os da
formacao inicial de professores, sentem, pensam e fazem.

Durante os anos 90, as concegées foram alvo de muita investigacdo, pois assumia-se que

que as experiéncias vivenciadas na sala de aula influenciavam as concegoes e atitudes sobre
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a matematica e sobre o modo como se aprende e ensina (Garofalo,1989). Blanco (1997)
apresenta uma discussdo tedrica no ambito da formacdo inicial de professores que
considera ser o momento ideal para trabalhar as conce¢des sobre a RP para que os futuros
professores venham a considerar a RP na sua pratica futura. Mostra que as suas concecdes
refletiam uma visao tradicional, pelo que se estas concecdes nio fossem trabalhadas seria
impossivel que a sua pratica se ajustasse as propostas curriculares da altura. Segurado e
Ponte (1998) identificam que o trabalho realizado com alunos do 2.2 ciclo sobre atividades
de investigacdo contribuiu para uma mudan¢a gradual nas suas conce¢des e para uma
evolucdo positiva do seu desempenho que evoluiu de algo dependente e receoso para algo
mais autbnomo. Noutro estudo, Meneghetti e Dutra (2012) abordam a combinatéria através
de problemas de contagem, com futuros professores, identificando altera¢des as suas
concecoes, e argumentando que nio se pode deixar que estes concluam a sua formacao com
as concecgdes tradicionais com que entraram no seu curso.

Reconhecendo que o avanco de recursos tecnolégicos tem vindo a apoiar os alunos na
RP e na construcdo/clarificacio de conceitos, Nobre et al. (2015) propdem a folha de calculo
para resolver um conjunto de problemas contextualizados de modo a promover a apren-
dizagem da algebra e Ramirez-Montes e Henriques (2019) propdem o GeoGebra para
resolver tarefas exploratdrias no intuito de promover a aprendizagem de conceitos de
probabilidades. Estes estudos concluem que a natureza das tarefas, conjugada com as po-
tencialidades dos recursos utilizados — linguagem hibrida da folha de calculo, natureza
dindmica do GeoGebra —, contribuiram para a resolucdo das tarefas e compreensio de
conceitos, permitindo alargar o espectro das representacdes e constituiram-se como uma
ferramenta da RP.

As representacdes tém um papel crucial na RP com tecnologia, mas nio s6, como Valério
(2005) e Canavarro (2007) destacam em contexto do 1.2 ciclo. Valério identifica que, na RP
de adicdo e de divisdo, as representacdes usadas pelos alunos evoluem do conhecimento
informal (desenhos, escrita verbal, esquemas) para o formal (notagdes e procedimentos da
aritmética formal). Por seu turno, Canavarro, no desenvolvimento do pensamento algébrico,
destaca a importancia das tarefas e das representacdes usadas na sua resolucio, desde as
que incidem sobre o manusear de objetos (ativas) as mais abstratas (simbolicas) e salienta
as representacdes visuais.

Os estudos de Branco (2013), Henriques (2012), Meneghetti e Dutra (2012), Meneghetti
e Redling, (2008) e Pereira e Saraiva (2005) debrugcam-se sobre a importancia das inves-
tigacoes/problemas abertos na aquisicdo de conceitos (sucessdes, analise numérica, geome-
tria, fungdes, combinatoéria) e analisam o papel das representagdes na realizacdo das tarefas
e 0s processos matematicos envolvidos. Detetam que apesar de algumas dificuldades dos
alunos na resolugao dessas tarefas, reconhecem o seu contributo para a promocao do racio-

cinio e a compreensdo dos conceitos e concluem que é possivel a sua integracdo curricular.
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Varios autores, além de salientarem a importancia das representacdes usadas pelos
alunos, consideram-nas indissociaveis das estratégias de RP. Alvarenga e Vale (2007)
identificam que alunos do 2.2 ciclo na resolucdo de tarefas em contextos figurativos,
recorrem a estratégia procura de padrées, privilegiam representacdes concretas e
pictoricas, realizando conexdes entre elas. A questao da visualizagdo como estratégia de RP
é referida por Pecharroman Goémez et al. (2016) que analisa o uso de estratégias que
permitam categorizar o conhecimento intuitivo que é desenvolvido na RP pelos alunos no
ambito do Canguru Matematico. Também Vale et al. (2015) destacam a importancia da
estratégia procurar ver na resolucdo de um conjunto de tarefas com multiplas-resolugdes,
que implicam um conjunto diversificado de representacdes e contribui para o
desenvolvimento de caracteristicas da criatividade. Nestes trabalhos, a visualizacao é
encarada como uma estratégia de RP que pode constituir uma abordagem alternativa
poderosa na RP e na aprendizagem matematica.

Allevato e Vieira (2016) discutem o processo propiciado por tarefas de investigacao,
realizadas pelos alunos a partir de problemas abertos. A natureza das tarefas desempenhou
um papel preponderante na emergéncia de diversas estratégias de resolugdo, de acordo
com os diferentes estilos de aprendizagem dos alunos. Por outro lado, Morais e Serrazina
(2013) verificaram que as estratégias (especificas) de calculo mental de alunos na RP,
envolvendo diferentes significados de adigcdo e subtragdo, dependem do significado da
operacdo envolvida nos problemas.

Sobre a formulacdo de problemas, Vale et al. (2015) defendem a sua integracdo a par da
RP, pois ambas ajudam os alunos a pensar de forma divergente e a ser flexiveis no seu
raciocinio. Realgam também a importancia que a resolucdo e a formulagdo de problemas
tém para a criatividade em matematica. Meneghetti e Redling (2008) detetaram
dificuldades de futuros professores na reformulacdo de tarefas para o estudo das funcoes,
fornecidas previamente pelo professor, de modo que tivessem natureza investigativa.

Os estudos de Mascarenhas et al. (2014), Holzmann et al. (2021), Almeida e Almeida
(2011), Freiman e Manuel (2015) envolvem um nudmero significativo de alunos.
Mascarenhas et al. (2014) averiguaram se uma interveng¢ao pedagogica baseada na RP e em
tarefas de investigacdo, com recurso a materiais manipulaveis, melhoravam a
aprendizagem de conceitos de geometria de alunos do ensino basico. Concluiram que a
intervencao favoreceu a aprendizagem dos referidos conceitos. O estudo de Holzmann et al.
(2021) analisa e relaciona o desempenho aritmético e o desempenho na RP de alunos
através de um teste composto de trés problemas simples e 35 calculos aritméticos,
concluindo que a aritmética e a RP estdo relacionadas e podem ser articuladas no ensino
desde os primeiros anos. Estes dois estudos evidenciam que a RP contribui para a
aprendizagem dos alunos quer em geometria quer em aritmética. Almeida e Almeida (2011)

estudaram as diferencas nos processos cognitivos (elaboracao-resolucdo-verificacio)
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propostos por Pélya, de alunos com maior e menor aproveitamento na RP em matematica,
tendo encontrado diferencas significativas nos processos cognitivos utilizados. No grupo de
maior rendimento o processo que mais explicava a resolucio era a verificacdo, enquanto
que no grupo de menor rendimento era a planificacao. Freiman e Manuel (2015) estudaram
uma comunidade virtual concebida para alunos de diferentes niveis, aos quais foram
propostos 118 problemas ricos, interessantes e desafiadores para identificar como estes
problemas estdo relacionados com as percecdes de interesse e dificuldade manifestadas
pelos resolvedores. Os resultados ndo revelaram qualquer relacdo significativa entre a
riqueza dos problemas e as percecdes dos alunos. Contudo, concluiram que é plausivel que
a RP online afete positivamente a motivacido dos alunos, tornando assim o problema mais

atrativo do que se fosse apresentado em papel.

A resoluc¢ao de problemas como pratica educativa

A RP continua a ser um desafio para os professores, pelo que é necessario ajuda-los a
desenvolver e sustentar a sua pratica de RP, e uma fonte dessa ajuda vem do seu desen-
volvimento profissional.

Ponte et al. (1998) caracterizam o papel do professor durante a aplicagdo de uma tarefa
de investigacdo: pensar matematicamente - investigar/relacionar (decorre da natureza
aberta da tarefa); dar informacdo e promover a reflexdo (decorre do curriculo); desafiar,
apoiar e avaliar (decorrem do desenvolvimento de atividade); assim como, aspetos do
conhecimento profissional, nomeadamente o conhecimento matematico e o conhecimento
didatico. Também o estudo de Segurado e Ponte (1998) conclui que o modo de trabalho
usado pela professora e a dindmica da aula proporcionaram situa¢des favoraveis para o tra-
balho dos alunos com tarefas de investigacdes. Ja Oliveira (1998), que discute os desafios
que a realizacdo de tarefas de investigacdo coloca a pratica de duas professoras, conclui que
apesar das professoras valorizarem estas tarefas sdo-lhes colocados alguns desafios como:
0 apoio a conceder ao aluno, ao lugar da justificacido/prova matematicas e a realizacdo da
discussdo final, e a importancia da reflexdo dos professores sobre a gestdo de aulas com
investigacdes. Pires (2011) retoma algumas das ideias de Oliveira sobre a pratica de uma
professora, durante um programa de formacao, na exploracao de tarefas de investigagdo. A
dindmica do programa, valorizando estas tarefas assim como a partilha e a discussao coleti-
va de experiéncias, ajudou a professora a integrar as investigacdes e a compreender os no-
vos desafios que acarreta, sobretudo nas mudangas na gestdo do seu trabalho e do trabalho
dos seus alunos. Estes artigos apontam para o desenvolvimento do conhecimento do pro-
fessor, salientando a importancia de o professor valorizar tarefas/investigacoes/problemas
na aprendizagem dos alunos. Salientam, igualmente, a complexidade do papel do professor

para ultrapassar alguns constrangimentos na sua utilizacdo e na integrac¢do curricular.
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Alguns estudos analisam modos de melhorar as praticas com tarefas ndo-rotineiras.
Ponte et al. (2015) analisam as perspetivas sobre as tarefas (exercicio-problema-
exploracdo) a propor aos alunos por professoras que participam num estudo de aula. A
partir do trabalho efetuado e das reflexdes realizadas, as perspetivas iniciais das pro-
fessoras sobre tarefas, bem como sobre as capacidades dos seus alunos para as resolver,
evoluiram ao longo do estudo. Com as mesmas preocupacdes, Chapman (1999) discute um
programa de RP desenvolvido com professores que tinham pouca/nenhuma experiéncia em
resolver problema nao-rotineiros e que ensinavam RP de modo tradicional, mas que esta-
vam interessados em mudar a sua pratica. As experiéncias de RP proporcionadas pelo pro-
grama permitiram identificar que a intervencdo dos professores antes do programa era a
de modelar exemplos de RP que os alunos deveriam praticar, e depois passaram a privi-
legiar um papel mais auténomo e ativo dos alunos durante a RP. Ajudar os professores a
compreender o seu comportamento durante o ensino da RP pode ser um passo para facilitar
mudangas nas suas praticas.

Seguindo as mesmas preocupacgdes de Chapman, Carrillo (2000) d4 uma visdo complexa
e integradora dos conhecimentos profissionais do professor de matematica. Concebe a RP
como um conhecimento a ser alcancado e facilitador do desenvolvimento profissional.
Segue um modelo de ensino que recorre a seis situacdes do ensino e aprendizagem indi-
cadas para uma pratica de RP, exemplificando caracteristicas desejaveis do conhecimento
profissional: 1) estar consciente dos objetivos educativos; 2) possuir elementos de reflexao
sobre a adocdo de diferentes teorias e concegdes; 3) ter critérios para organizar as ativi-
dades de aula; 4) possuir uma atitude aberta e flexivel; 5) ter perguntas e uma postura
critica face a informacdo; e 6) colocar-se no ponto de vista do aluno. Estas situacdes per-
mitiram obter indicadores que ilustram o contributo para o desenvolvimento profissional
dos alunos-futuros professores, assim como identificaram que a evolucao das conce¢des dos
alunos foi uma consequéncia positiva da abordagem da RP tal como foi delineada.

Morgan (2003) e Graga (2003) estudam a avaliagcdo da RP. Morgan recorre a varios tipos
de problema abertos que permitem um acesso a mais estudantes pois estes podem usar
diferentes abordagens de acordo com os seus conhecimentos e experiéncia pessoais, o que
possibilita orientar a avaliacdo para o que esta presente no pensamento do estudante e ndo
para o que pode estar ausente da sua resposta. Graga foca-se na relacdo entre as concegdes
e as praticas de avaliacdo em RP de professores com experiéncia na area da RP. Enquanto
que os professores revelaram coeréncia entre as suas concegdes e respetivas praticas na RP,
no que diz respeito a avaliacdo da RP existe uma diferenca entre eles e entre as concegoes e
praticas de avaliagdo. Assim, mesmo professores com reconhecida experiéncia precisam de
conhecer os fatores que influenciam o desempenho dos alunos para se sentirem motivados

para diversificar os instrumentos de avaliagdo na RP.
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Raciocinio Matematico

No ntimero de artigos publicados salienta-se a década de 2012-2021 na qual se incluem

sete artigos do nimero tematico dedicado a este tema, publicado em 2012 (Tabela 5).

Tabela 5. Numero de estudos publicados sobre RM, por década

Década N.° de estudos
1992-2001 2
2002-2011 6
2012-2021 19

Total 27

Refletindo a complexidade deste tema e as varias abordagens para o analisar, os artigos
publicados na Quadrante abarcam varios niveis de ensino, focam diferentes tipos de RM,
analisam e caracterizam potencialidades das tarefas matemadticas. Esclarecem, ainda,
dificuldades relativas ao ensino e a aprendizagem e avancam propostas que sugerem

caminhos para uma pratica letiva que valoriza o desenvolvimento do RM dos alunos.

Entendimento de raciocinio matematico

Raciocinar é fazer inferéncias justificadas, ou seja, usar a informacao existente para chegar
a novas conclusdes. O RM assenta no uso de um conjunto de processos mentais complexos
que permitem partir de proposi¢cdes conhecidas para estabelecer um conhecimento novo
(Mata-Pereira & Ponte, 2012). Os processos usados e a sua organiza¢do no decurso da
producdo de conhecimento caracterizam os diferentes tipos de raciocinio habitualmente
considerados.

0 raciocinio dedutivo, também designado por raciocinio l6gico ou raciocinio légico-
dedutivo, parte de um conjunto de afirmac¢des assumidas como verdadeiras (os axiomas)
ou de proposi¢cdes anteriormente provadas (teoremas) para, através do uso rigoroso de um
conjunto de regras de inferéncia, provar que o valor légico de uma nova proposi¢cdo é
verdadeiro. E um raciocinio essencial para validar afirmacdes matematicas e é muitas vezes
considerado como ‘0’ raciocinio caracteristico da Matematica. Esta ideia é contrariada
implicita ou explicitamente nos artigos publicados na Quadrante e que maioritariamente
nao se focam no raciocinio dedutivo. Mason et al. (2012) propdem mesmo a ‘expressao
raciocinio razoavel’ para se demarcarem das posicdes que identificam raciocinio com
raciocinio formal.

0 raciocinio indutivo consiste em inferir uma regra a partir de regularidades observadas

em casos particulares, sendo focado em véarios trabalhos. Por exemplo, Pimentel e Vale
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(2012) ilustram o seu uso na andlise de padrdes em sequéncias de crescimento e Mestre e
Oliveira (2012) exemplificam como ele estd associado ao desenvolvimento do pensamento
algébrico.

A abducdo é um processo de inferéncia que parte de uma observacdo invulgar ou
estranha, pelo que desperta a curiosidade para procurar uma explicacdo para a sua
ocorréncia. Pimentel e Vale (2012) sublinham que este tipo de raciocinio esta presente na
exploracdo de problemas de padrdo considerando-o como porta de entrada para o
raciocinio indutivo. Usa-se este raciocinio quando se buscam hipéteses preliminares que
decorrem da identificacdo de dados comuns aos analisados, processo a que esta associada a
criatividade subjacente a formulacao de novas ideias.

A producgdo de conhecimento matematico recorre ao uso dos varios tipos de raciocinio.
Os raciocinios indutivo e abdutivo partem do particular para o geral, formulando hipéteses
e conjeturas que sdo sucessivamente testadas com o fim de as justificar ou refutar. O recurso
ao raciocinio dedutivo decorre da necessidade de validar as conjeturas que resistem a
sucessivos testes, confirmando ou infirmando a sua validade geral. Henriques (2012), com
base num estudo com alunos universitarios, considera que estes sdo capazes de usar tanto
o raciocinio indutivo como o dedutivo.

No trabalho de Neto et al. (2011) o foco esta no raciocinio dedutivo diferenciando o que
designam por justificacdo empirica de justificacdo dedutiva. Os trabalhos de Henriques
(2012), Mata-Pereira e Ponte (2012), Mestre e Oliveira (2012), Canavarro e Pinto (2012) ou
Pimentel e Vale (2012) incidem no RM em geral e nos processos de raciocinio usados, com
destaque para a formulagdo de conjeturas, a justificacdo e a generalizacao.

Henriques (2012) sublinha que o RM esta fortemente relacionado com as representagdes
usadas uma vez que sdo elas que permitem o acesso ao raciocinio de cada um. Também
salientando o papel das representagdes, Canavarro e Pinto (2012) destacam o seu papel no
desenvolvimento da justificacdo, identificando a importancia do diagrama e, em geral, das
representacgoes iconicas.

0 quadro conceptual proposto por Mata-Pereira e Ponte (2012) para estudar o RM
(Figura 1) articula os processos de conjeturar, exemplificar e generalizar com os raciocinios
indutivo, dedutivo e o que designam por processo abdutivo. A zona central do esquema da
Figura 1 corresponde ao RM que se apoia “nas representagdes e articula-se com os pro-
cessos de representacao e significacao (sense making)” (p. 84). Este quadro evidencia ainda
a inter-relacdo entre o que Jeannotte e Kieran (2017) designam como aspeto estrutural - os
tipos de RM ja referidos anteriormente — e como aspeto processual do RM - os processos de

RM que analisamos mais a frente.
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Significar
(“Sense making”)

[ Formular conjeturas ]

especificas
Formular questdes Generalizar Testar Justificar
-Especificas € l..lsar -Informalmente
- Gerais propriedades -Formalmente

matematicas
[ Formular conjeturas ]

gerais
Inducdo =
Abdugdo Dedugao
Representar

Linguagem natural, pictodrica, algébrica, geométrica, estatistica...

Figura 1. Quadro conceptual para o estudo do raciocinio matematico (Mata-Pereira & Ponte,
2012, p.84)

Varias investigacdes caracterizam o raciocinio com base no uso de processos proprios
da Estatistica, da Geometria, da Algebra ou mesmo de partes de cada um destes tépicos
matematicos. Por exemplo, no dmbito da Estatistica, Lopes e Fernandes (2014) estudam o
raciocinio estatistico indicando que ele envolve fazer interpretagdes adequadas de dados,
representar esses dados e resumos estatisticos, fazer conexdes entre os conceitos
estatisticos e relacionar ideias sobre os dados. Situando-se igualmente neste tépico,
Henriques e Antunes (2014) estudam o raciocinio covariacional que envolve explorar
relagdes entre duas variaveis numeéricas, analisar como elas variam em relagdo uma a outra
e interpretar essas relacdes. No dominio da Algebra, Kieran (2007) considera o raciocinio
algébrico como um processo relativo a atividades de generalizagcdo que envolvem os objetos
da Algebra (expressdes e equacbes) e atividades de transformacio (manipulacio
simbélica). Caracteriza-o ainda como incluindo atividades de nivel meta, em que a Algebra
é usada como ferramenta e que ndo sao exclusivas deste topico matematico. Considerar que
as caracteristicas do raciocinio focado num determinado tépico extravasam o conhecimento
desse tépico é o entendimento implicito ou explicito dos autores referidos neste paragrafo.
Também Clements et al. (2018), no dominio da Geometria, ao referirem, em paralelo,
conhecimento geométrico e raciocinio espacial sugerem que estes autores incluem no
raciocinio aspetos que nao dizem so respeito ao conhecimento geométrico.

Nos estudos de Nunes e Rodrigues (2018), Brunheira e Ponte (2018) e Conceigdo e
Rodrigues (2020), a par do contributo para compreender a evolug¢do do raciocinio espacial
e o processo de definir figuras geométricas, identificamos caracteristicas do seu enten-
dimento de raciocinio geométrico. As primeiras autoras indicam que o raciocinio espacial
de cinco criancas de 5 anos, que estudaram, evoluiu, uma vez que foram capazes de resolver

as tarefas, compondo e decompondo, dispondo em simetria, comparando e visualizando as
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propriedades e relagdes espaciais em objetos e interligando propriedades das relacoes
espaciais. Brunheira e Ponte (2018) concluem que o processo de definir figuras geométricas
promove, em estudantes da Licenciatura em Educacao Basica, o conhecimento dos conceitos
a definir e anogdo de definicdo e desenvolve o raciocinio geométrico. Finalmente, Conceicdo
e Rodrigues (2020) concluem que relacionar figuras a trés dimensdes com o seu registo em
papel permite aos alunos do 1.2 ano usar processos de raciocinio espacial, que envolvem

relacionar e reorganizar (compreender) e mudar de dimensdo (transformar).

Provar, justificar e generalizar

A distincdo entre prova ou demonstragdo matematica e argumentacdo, proposta por
Pedemonte (2012), ajuda a clarificar o sentido de demostracdo matematica. Esta autora
considera que a argumentacdo pode antecipar a fase de demostracdo, apoiando a
formulacdo de conjeturas, mas que elas sé podem ser validadas no interior de um quadro
tedrico. Como Antonini (2018) refere, uma prova matematica é uma forma de argumentacao
que satisfaz condicdes ldgicas e que é construida e validada no seio de uma teoria mate-
matica que se assume como referéncia.

Quanto ao desenvolvimento do raciocinio dedutivo e, em particular, a organizacdo de
uma prova matematica, Neto et al. (2011) concluem que a exploracdo de Geometrias ndo
Euclidianas (GnE) favorece a evolugao de justificagcdes empiricas, baseadas em relacdes que
se estabelecem em exemplos, para justificacdes de natureza dedutiva, que revelam a
compreensdo do papel das defini¢des na estrutura de uma justificacdo segundo um esquema
dedutivo, recomendando a integra¢do das GnE no Ensino Secundario.

Ainda com o foco no desenvolvimento do raciocinio dedutivo e do tépico Geometria,
Antonini (2018) estuda a prova por reduc¢do ao absurdo, concluindo que os alunos, para
compreenderem esta prova, precisam de restabelecer a rutura entre as componentes
figurativas e as conceptuais procurando dar um significado geométrico para o absurdo. No
entanto, quando numa prova por reducdo ao absurdo as figuras geométricas tém de ser
rejeitadas, muitos alunos tendem a modificar as figuras para que ndo parecam absurdas
nem impossiveis.

Henriques (2012), no estudo com estudantes universitarios que frequentam a disciplina
de Andlise Numérica, conclui que eles sdo capazes de usar tanto o raciocinio dedutivo como
o indutivo. No entanto, identifica dificuldades dos estudantes em alguns processos de
raciocinio, sobretudo na justificacdo, pois tendem a nao sentir necessidade de justificar as
conjeturas, que consideram verdadeiras ap6s a realizacdo de alguns testes, e na
generalizacdo, que julgam consistir num processo de formalizagdo. Num estudo que
também incidiu em estudantes do ensino superior, Vieira et al. (2020) concluem que o

conhecimento dos estudantes, futuros professores, sobre processos de raciocinio é
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relativamente adequado, e que no final de uma experiéncia de formacao focada no racio-
cinio explicitam com maior clareza o modo como os estendem.

Situando-se num contexto que diz respeito a todos os tipos de raciocinio, estudam-se
varias formas de justificacdo: as visuais, referidas por Pimentel e Vale (2012), elaboradas a
partir de um apoio geométrico e as que Falsetti e Lugo (2016) designam por agdes de
validacdo. Estas incluem aspetos que ndo sdo propriamente processos de raciocinio, como
a formulacdo de questdes relacionadas com a atividade, explicar ou descrever. No entanto,
incluem, igualmente, a justificagdo por analogia, a exemplificacdo mostrando regularidades
ou a generalizacdo indutiva.

Na generalizac¢do, destacamos os contributos de Mestre e Oliveira (2012,2016), Pimentel
e Vale (2012) e Mata-Pereira e Ponte (2012) que a caracterizam tendo em conta diferentes
atores e contextos. As duas primeiras autoras concluem que alunos de 4.2 ano progridem na
mobilizacdo da capacidade de generalizagcdo a medida que evoluem no reconhecimento dos
aspetos relacionais da aritmética e identificam em alunos deste ano de escolaridade trés
momentos associados a construcao da generalizacdo matematica: (1) a utilizacdo de quase-
variaveis para traduzir a generalizacdo, (2) a emergéncia da linguagem simbdlica, e (3) o
entendimento de simbolo matematico.

0 estudo de Pimentel e Vale (2012) foca a exploracdo de padrdes, sobretudo nos que
ocorrem em sequéncias de crescimento, realizada por estudantes do curso de Educacio
Basica, e identifica que a generaliza¢do ocorre, inicialmente, com base na andlise dos termos
da sequéncia representados figurativamente e que se exprime aritmeticamente, mas sem
conseguir estender essa informacdo para gerar um termo qualquer da sequéncia. Posterior-
mente, através do didlogo com a professora, os estudantes produzem uma justificagdo mais
sélida, mas ainda ndo algébrica. Numa terceira fase, conseguem fazer apelo ao que veem na
representacdo figurativa, exprimindo-o algebricamente.

Finalmente, o estudo de Mata-Pereira e Ponte (2012), embora concluindo que tanto os
alunos de 7.2 como de 9.2 ano tendem a seguir uma abordagem indutiva, generalizando as
relacdes observadas em casos particulares para uma classe de objetos mais ampla, sugere
diferencas na forma de generalizar. No 7.2 ano, os processos de significacdo usados incidem
em conexdes com propriedades ou conceitos conhecidos, ndo traduzindo uma relacao direta
entre os casos particulares e um mais geral, o que sugere o uso de raciocinio abdutivo. No
9.2 ano, uma vez que recorrem a linguagem simbdlica, as conexdes com as propriedades e
conceitos é menos visivel e menos imediata, incluindo, algumas vezes, caracteristicas de

cunho dedutivo.

Raciocinio e exploracio de tarefas

A importancia de usar tarefas que ‘fazem apelo a generalizacdo’ (Mason et al., 2012), de

‘cunho exploratério’ (Ponte et al, 2013), de ‘investigacdo’ (Henriques, 2012) e de
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‘problemas de padrao’ (Alvarenga & Vale, 2007; Pimentel & Vale, 2012) é sublinhada por
um grande ndmero de autores.

Centrando-se no raciocinio algébrico, a andlise dos casos discutidos por Kieran (2007)
revela a importancia da cuidadosa sequenciacao das tarefas, da sua estruturagdo numérica
e do modo como o professor organiza a sua exploracdo e questiona os alunos. A autora
salienta que é importante que as tarefas e o questionamento do professor promovam nos
alunos uma consciéncia de uma certa forma de organizacao da sequéncia de exemplos e da
sua generalizacdo.

Mestre e Oliveira (2016) destacam que as tarefas, em que é possivel variar quantidades
ou cujos contextos permitem aos alunos a atribuicdo de significado, favorecem a
generalizacdo. Os problemas de padrao sdo igualmente reconhecidos como tarefas que
potenciam a simbolizacdo e generalizagdes proximas (Alvarenga & Vale, 2007). De facto, os
alunos de 5.2 ano estudados por estas autoras tendem a fazer generalizagdes proximas
baseadas no raciocinio recursivo e que facilmente as compreendem. Nao sentem, no
entanto, necessidade de testar as suas conjeturas nem de procurar estratégias que
permitam chegar a uma generalizagdo distante, que se traduza na regra geral de formacao
do padrdo. Mais uma vez, o professor é considerado fundamental para ajudar os alunos a
ultrapassar estas e outras dificuldades.

As tarefas sdo o suporte que Jacob e Doerr (2014) usam para, através do recurso a
entrevistas baseadas em tarefas, investigar a evolugdo do raciocinio inferencial informal
para o raciocinio inferencial formal. As tarefas usadas refletem uma cuidadosa integragdo
critica do conhecimento teérico e empirico sobre a evolucdo da aprendizagem da inferéncia
estatistica.

0Os momentos de discussao coletiva, orquestrada pelo professor, e em que os alunos tém
um papel ativo na explicagao e interpretacdo da sua forma de pensar, sdo considerados por
Mestre e Oliveira (2012) como determinantes para a iniciagdo gradual a simbolizagdo como
expressdo da procura da generalizacdo. Canavarro e Pinto (2012) destacam a importancia
do professor na exploracdo das representagdes iconicas, ferramentas importantes para o

raciocinio matematico.

Comunica¢cao Matematica

Os 11 artigos publicados que incidem sobre a CM concentram-se na década de 2020,
havendo um pico no final da terceira década, coincidindo com um ndmero tematico
dedicado ao tema. Sdo abrangidos todos os niveis de ensino e também contextos de
formacao de professores.

A generalidade dos autores assume o importante papel que a CM tem no ensino e na

aprendizagem da matematica, enquanto discurso que permite a interagdo em sala de aula.
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Porém, as praticas de sala de aula e as oportunidades de aprendizagem proporcionadas po-
derdo ser muito diferentes consoante as conce¢des de CM adotadas pelo professor
(Brendefur & Frykholm, 2000; Guerreiro et al.,, 2015). Estas diferentes concec¢oes e praticas
de CM, plasmadas no discurso, estdo presentes nos artigos analisados, como mostraremos

a seguir.

Entendimento do que é a comunica¢ao

A CM pode ser entendida como meio, ao servico do ensino e da aprendizagem da
Matematica, e como finalidade curricular, enquanto competéncia a desenvolver pelos
alunos. Quando focamos o papel que a CM pode ter no ensino da matematica, encontramos
na literatura diversas concec¢des e praticas. Destas, destacam-se duas que se traduzem em
ecologias de sala de aula dispares. Uma das conce¢des de CM baseia-se na ideia de que é
possivel transmitir, do professor para o aluno, um conjunto organizado de conhecimentos
matematicos, seguindo o padrdo de interacdo em que o professor fala e o aluno ouve
(Guerreiro et al,, 2015). Nos estudos analisados, os trabalhos de Ponte e Serrazina (2004) e
de Guerreiro e Martins (2020) refletem sobre esta concecdo de CM e sobre as praticas de
ensino que lhe estdo associadas, sinalizando que elas sdo predominantes nas aulas de
Matematica. Guerreiro e Martins (2020), num estudo com professores do 2.2 ciclo do ensino
basico, concluem que esta visdo da CM esta relacionada com uma visdo que privilegia a
avaliacdo da aprendizagem em detrimento da avaliacao para a aprendizagem.

Enquanto que a primeira concecio de CM esta associada ao que habitualmente se chama
ensino tradicional, a segunda concecdo, que Sierspinska (1998) representa através da
metafora alunos e professor dialogam, assenta na ideia de que a aprendizagem se faz na
interacdo social em sala aula, através de recursivos processos de acdo, reflexdo e partilha,
assentes na resolucdo de tarefas matematicas desafiantes, na discussdo coletiva e na
institucionalizacdo do conhecimento matematico (Canavarro et al., 2014; Guerreiro et al.,
2015). Esta concecao de CM inspira aulas baseadas na RP, nas investigacdes e nos projetos,
que habitualmente estabelecem uma estreita relacdo com a realidade e que promovem o
pensamento divergente e criativo. Os padrdes de interacdo nestas aulas sdo diversos e
dindmicos consoante a atividade dos alunos. O professor desempenha um papel
fundamental na constituicdo desses padroes, através do recurso a a¢cdes comunicativas,
como, perguntar, responder, explicar e ouvir (Guerreiro et al, 2015). Nos estudos
analisados, esta presente esta conce¢do de CM, embora Ponte e Serrazina (2004) e também
Guerreiro e Martins (2020) assinalem que ela ndo é predominante nas aulas de Matematica.
Nos estudos de Rodrigues et al. (2020), Corréa e Lopes (2020) e Carvalho e Gontijo (2020)
temos aproximacdes a esta concecdao de CM, com alunos a trabalhar em grupo, resolvendo

tarefas e produzindo registos que combinam representacdes matematicas e linguagem
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verbal para apoiar a discussao coletiva. Rodrigues et al. (2020) analisam as praticas discur-
sivas de professores de matematica do ensino basico em discussdes coletivas que decorrem
de tarefas matematicas no tema da Algebra. J4 Corréa e Lopes (2020), com alunos
brasileiros do 2.2 ano (6/7 anos de idade), no tema da Estatistica, analisam o papel
desempenhado pelo didlogo na RP socialmente relevantes. As autoras concluem que os
alunos, perante problemas da realidade, manifestam criatividade, que se traduz num
dialogo produtivo, que envolve reflexdo, questionamento e consciéncia social.

Retomando a ideia do pensamento divergente e criatividade, Carvalho e Gontijo (2020)
investigam como diferentes tipos de interacdo comunicativa (no trabalho individual, no
grupo sem mediacdo de poder e no grupo com mediacdo de poder) influenciam o
desenvolvimento da criatividade dos alunos em matematica. As conclusdes mostram que
as interagoes dos alunos, em grupo com a media¢do do professor, impactam positivamente
na criatividade, na comunicacdo e na aprendizagem dos alunos. Em qualquer um destes
estudos, mas também nos de Boavida (2006) e de Paiva (2020), o professor é
assumidamente um elemento decisivo para a construgdo do discurso da aula e do

envolvimento dos alunos.

Discurso matematico

O discurso é a linguagem em ag¢do com intencionalidade comunicativa pelo que é uma
realidade plural. Podemos ter diversos discursos como o da aula de matematica, o do
professor, o dos alunos, o dos textos escolares, e o da formagdo de professores. A capacidade
para compreender e produzir discurso é decisiva para o desenvolvimento de professores,
de alunos e de autoridades educativas. Santana e Porto (2020) analisam precisamente o
discurso promovido pelo programa brasileiro de formac¢do continua de professores em
Matematica (PROFMAT), e como ele integra as producdes textuais da matematica escolar. O
seu estudo revela praticas comunicativas no contexto da formacdo marcadas pela
transmissdo do discurso matematico, ndo valorizando as producdes textuais do contexto
escolar dos professores.

Nas aulas de matematica, o discurso escrito tem um peso importante. Contudo, enquanto
numa aula tradicional ele é repetitivo e quase sempre da responsabilidade do professor, nas
aulas exploratdrias ele apoia a RP e a sistematizacdo das aprendizagens, assumindo os
alunos elevado protagonismo. A importancia dos registos escritos surge nos trabalhos de
Corréa e Lopes (2020), Rodrigues et al. (2020) e Goma et al. (2020). Este ultimo tem o dis-
curso escrito como foco principal, sendo investigada a comunicacgao escrita de futuras pro-
fessoras na resolucdo de uma tarefa matematica de natureza aberta que implica pensa-
mento algébrico. Esta tarefa colocou as futuras professoras dificuldades inesperadas, evi-
dentes nas suas produgdes escritas. Na andlise da comunicacdo escrita, as autoras utilizam

quatro dimensoes: clareza, fundamentacao, logica e profundidade. Embora as categorias
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sejam bastante amplas, as autoras concluem que as futuras professoras evidenciam pouca
clareza, reduzida fundamentacao das ideias e problemas de articula¢io lgica.

Por fim, e tal como os estudos analisados evidenciam, o discurso oral dos alunos esta
muito ausente em aulas tradicionais e muito presente nas aulas exploratérias da

Matematica, seja nos pequenos grupos, seja no grupo-turma.

Modelagao Matematica

A MM é um tema cuja presenca na Quadrante estad muito associada a revista tematica
dedicada a este tema em 2021 e que inclui 27 artigos, publicados nos dois nimeros desse
ano. De facto, para além de trés artigos incluidos na década de 1992-2001, s6 dois da década

de 2012-2021 ndo se integram neste numero tematico (Tabela 6).

Tabela 6. Numero de estudos publicados sobre MM, por década

Década N.° de estudos
1992-2001 3
2002-2011 0
2012-2021 29

Total 32

A grande maioria dos artigos publicados incide em tematicas globalmente focadas na
aprendizagem da MM e abrange os niveis de ensino pré-escolar, ensino basico e ensino
superior, podendo também incluir futuros professores. O estudo de Alwast e Vorholter
(2021) é o unico que se foca nas competéncias profissionais do professor, incidindo no

desenvolvimento das competéncias de noticing de quatro futuros professores.

Entendimento de modelagao

Aideia de que a MM é um processo (habitualmente designado por ciclo de MM) de resolugao
de um problema do mundo real no qual se recorre a matematica para construir um modelo
matematico da situacdo e de que, para obter um modelo matematico é necessario, implicita
ou explicitamente, estabelecer uma relacdo entre alguma ideia matematica e uma situagao
real, é comum a todos os trabalhos publicados.

Gonzaélez Galaviz etal. (2021), Arlebick et al. (2021), Irigoyen Carrillo et al. (2021), assim
como Aymerich e Albarracin (2021) adotam a perspetiva de modelos e modelagado proposta
por Lesh e Doerr (2003), pelo que consideram que os modelos matematicos sdo sistemas
conceptuais generalizaveis de producdo de sentido, desenvolvidos iterativamente e que

geram representacoes e significados partilhados dos fendmenos investigados.
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0O modo como se caracteriza o ciclo de MM é diverso. No entanto, Sala Sebastia et al.
(2021) referem que o proposto por Blum e Leifs (2007) é relativamente consensual ao nivel
da comunidade matematica e que muitos autores o assumem, embora introduzindo-lhe
pequenas alteracdes que decorrem do foco dos aspetos em estudo. De facto, isto verifica-se
em muitos dos trabalhos analisados (Alsina et al., 2021, Ludwig & Jablonski, 2021, Sala
Sebastia et al., 2021). Este modelo (Figura 2) tem por base a execucao de um ciclo que
engloba varias fases. Trata-se de um processo ciclico, mas dindmico e ndo linear, de
interpretacdo de informagdes, escolha de dados relevantes, identificacao de procedimentos

que podem levar a novas informacdes, criando multiplas representacdes matematicas.

modelo 3
real
1 modelo
2 matematico
situdedo fituaco a 1. C‘omplrn‘aensléo da tarefa .
2. Simplificagdo/Estruturacdo
real modelar .
4 3. Matematizacdo
6 4. Trabalhando
7 matematicamente
resultados 5. Interpretacdo
reais resultados 6. Validacdo
matematicos 7. Apresentacdo dos
5 resultados
Realidade Matematica

Figura 2. Ciclo de modelacdo matematica (esquema baseado em Blum & Leif3, 2007, p. 225)

Procurando nido associar a MM apenas as atividades que permitem gerar modelos
iniciais, muito comuns ao nivel da educagdo infantil, a partir do uso de modelos manipu-
lativos ou de modelos graficos e/ou visuais, Alsina et al. (2021) usam a designagio
Modelizagdo Matematica Precoce que igualmente enfatiza a importancia do conhecimento
inicial para o processo de traducio entre os contextos do mundo real e da matematica.

Ikeda e Stephens (2021), com base na revisdo de uma sele¢do de artigos publicados a
partir dos anos 90 pelo ICTMA e pelo ICMI 14, identificam duas concecbes de uma
abordagem de modelagao integrada (integrated modelling approach). Na primeira predo-
mina a matematizacdo e a constru¢do do conhecimento matematico que tanto pode ser
usado na realidade como na matematica. Na segunda é dada énfase a visdo de modelacdo
como interacdo entre a realidade e a matematica.

Trabalhar a MM com estudantes para além de incluir situagdes em que se propdem a
construcdo de modelos matematicos pode também abranger a exploracio de situagdes de
utilizacdo e analise de modelos dados, tal como acontece nos trabalhos de Carreira (1993)
e Mendonca e Lopes (2017).
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Tarefas de modelacao

Ao nivel da pratica escolar sdo muitas vezes usadas tarefas consideradas de modelacido, mas
que sdo, de facto, convites a uma matematizacdo simplificada e a exploracdo de situacoes
pseudo extramatematicas que nao refletem a distingdo conceptual entre competéncias de
MM e competéncias de RP (Hgjgaard, 2021). Também Jessen e Kjeldsen (2021) identificam
em livros de texto dinamarqueses exemplos e exercicios de situacdes ja matematizadas e
cujo objetivo ndo é o de realizar uma atividade de modelagdo, mas sim de aplicar a
matematica em situagdes praticas. Alertam, ainda, para as alteracdes que ocorrem durante
atransposicao didatica e que levam a que as praticas de modelacio e a interdisciplinaridade
sejam bastante limitadas. No entanto, o conhecimento que hoje se tem sobre as
caracteristicas e potencialidades das tarefas de MM ¢ significativo e varios artigos
publicados na Quadrante espelham muito desse conhecimento.

Nos trilhos matematicos, tarefas que convidam os participantes a percorrer um trajeto
em que existem objetos ou edificios que contextualizam questdes matematicas, a transicao
para o modelo matematico, via a matematizacio, ocorre de modo coerente e sustentado
(Buchholtz, 2021; Ludwig & Jablonski, 2021). Estes Gltimos autores recorrem a um sistema
com varias componentes e que inclui uma aplicacio que guia os estudantes ao longo de
trilhos matematicos virtuais.

Outro tipo de tarefas sdo os problemas de Fermi, que sdo problemas de estimacdao com
contexto real, que Segura Cordero et al. (2021) consideram adequados para iniciar os
estudantes na MM, pois tendencialmente envolvem o uso de conhecimentos matematicos
relativamente simples. Num estudo realizado com futuros professores do 1.2 ciclo concluem
que a resolucido destes problemas é exigente do ponto de vista cognitivo e que é importante
a realizacdo do trabalho de campo, experiéncia que os participantes nem sempre tiveram
uma vez que numa primeira fase os problemas foram apresentados em papel e com imagens
relativas a situacdo real. S6 numa segunda fase é que resolveram os problemas no contexto
real a que eles se referiam.

Greefrath e Frenken (2021) desenham um conjunto de critérios para criar problemas de
Fermi que aplicam a nove problemas de Fermi incluidos num instrumento de avaliagio
destinado aos alunos alemdes de 14 anos. Concluem que existe uma certa homogeneidade
nos problemas de Fermi usados nesta avaliacdo, mas que estes parecem também estar
relacionados com varias dificuldades. Estas parecem estar relacionadas com o nimero de
quantidades matematicas necessarias para obter a solucdo. Concluem, ainda, que este tipo
de problemas pode abranger varios aspetos de desempenho diferente e que sdo adequados
para integrar situacdes de MM em testes e, logo, também nas aulas.

Aimportancia do contexto do mundo real apresentado nas tarefas de MM é analisada por

Elfringhoff e Schukajlow (2021) que concluem que os cinco alunos de 9.2 ano estudados
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manifestam interesse em resolver tarefas a cujo contexto se sentem emocionalmente liga-
dos e que acreditam poder resolver corretamente.

A Tabela 7 apresenta de modo resumido os principios das Model Eliciting Activities
(MEA) propostos por Lesh et al. (2000), usados no design de tarefas nos trabalhos de
Irigoyen Carrillo et al. (2021), Gonzalez Galaviz et al. (2021) e Aymerich e Albarracin (2021)
e na Sequéncia de Desenvolvimento de Modelos estudada por Moreno Sandoval e Alvarado-
Monroy (2021).

Tabela 7. Breve caracterizacdo das MEA (Lesh at al., 2000)

Principio Descricao

Realidade Isto poderia ocorrer na vida real?

Construcdo de um modelo A tarefa assegura que os estudantes reconhecam a necessidade de
construir, modificar, ampliar ou refinar um modelo?

Autoavaliacdo Sao claros os critérios para que os estudantes possam avaliar a utilidade
das respostas alternativas?

Documentacdo do modelo  As respostas requerem que os estudantes explicitem como pensaram
acerca da situacao?

Prototipo simples A situacdo é a mais simples possivel e gera a necessidade de um modelo
significativo?

Generalizagdo do modelo O sistema conceptual pode incluir facilmente varios tipos de situacdes?

Globalmente estes autores consideram o design de uma MEA como um processo
dindmico em que se procuram continuamente identificar as caracteristicas essenciais e os
contextos ideais que permitem realizar atividades de MM na aula. O estudo de Gonzalez
Galaviz et al. (2021) conclui que estes principios de design foram tteis para criar contextos
de criptografia e Irigoyen Carrillo et al. (2021) identificam a necessidade de fazer ajustes as
tarefas de otimizacao propostas por 44 estudantes do Ensino Superior de modo a evidenciar
a aplicacdo dos principios da realidade, da construgdo do protétipo simples e da
generalizacdo do modelo. No estudo de Aymerich e Albarracin (2021) as MEA sao usadas
para apoiar a construcdo do contexto de aprendizagem que tinha como objetivo geral que
os alunos compreendessem a necessidade de medir a variabilidade existente numa grande
quantidade de dados quantitativos. Finalmente, o estudo de Moreno Sandoval e Alvarado-
Monroy (2021) conclui que a evoluc¢do do raciocinio covaricional dos estudantes pode ser
atribuido as caracteristicas de uma sequéncia de tarefas de modelacao.

As naturezas didatica, sociopolitica e ficticia sdo caracteristicas que Aratjo e Lima (2021)
identificam nos projetos de MM e que os distingue dos habitualmente usados nas aulas

tradicionais.
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Desenvolver a modelacao

A andlise da aprendizagem proporcionada a alunos dos varios niveis de ensino, futuros
professores ou professores em servico, por experiéncias que incidem na MM ¢ o foco de
varios trabalhos. Destacam-se as potencialidades da MM para aprender a usar matematica
na exploracdo e compreensiao do mundo real (Carreira, 1993), para apoiar a construcio de
novos conceitos de trigonometria (Carreira, 1993), para apoiar a evolucdo nos processos de
MM entre os 3 e os 5 anos, nas fases de interpretacao, estruturaciao e compreensao, e melhor
lidar com as fases de validacdo e exposicdo/apresentacao (Alsina et al,, 2021), para aplicar
adequadamente (conceitos de combinacdo linear, subespaco gerado, base candnica e nao
candnica na construcdo de modelos (Ramirez-Montes et al., 2021), para construir modelos
adequados para estudar situa¢des de otimizacdo (Irigoyen Carrillo et al., 2021), para
promover a aprendizagem da estatistica (Aymerich & Albarracin, 2021) e da andlise
combinatéria (Vasquez et al., 2021).

Na exploracdo de tarefas de MM os estudantes desenvolvem estratégias metacognitivas
(por exemplo, de planificar o progresso do trabalho ou de avaliar e monitorizar o processo
de modelacdo) (Vorholter & Kriiger, 2021) e recorrem a metaforas para a producao de signi-
ficado que os apoiam na interagdo mundo real/mundo matematico (Carreira, 1998). Ao tra-
balhar a modelagdo numa disciplina de geometria no espaco, futuros professores evoluem
de uma fase em que apenas associavam a modelacido a exemplos para o ensino da modelagio
a uma outra em identificam subprocessos envolvidos na MM (Esteley & Cruz, 2021).

A MM é adequada para estudar temas extramatematicos, para desenvolver a capacidade
de analisar criticamente modelos matematicos (Blomhgj & Elicer, 2021) ou para interligar
a matematica com outras disciplinas. Andresen (2021), focando a atenc¢ido no estudo das
epidemias, conclui que se estabelece uma aprendizagem subsidiaria (spin-off) sobre este
tema que se entrelaca com o conhecimento matematico. Sala Sebastia et al. (2021) identi-
ficam subprocessos comuns aos processos de MM e de inquiricdo usados na exploracio de
tarefas que interligavam a histéria e a matematica, que se complementam mutuamente para
chegar a solucdo de um problema.

No entanto, o foco da aprendizagem nao pode residir apenas no uso da matematica para
lidar com contextos extramatematicos. Para desenvolver a competéncia de MM importa
igualmente promover a compreensdo de modelos matematicos existentes (Blomhgj & Niss,
2021), aspeto que o estudo de Schneider et al. (2021) confirma ao concluir que os estu-
dantes que tiveram um ensino focado no processo de MM sdo os que a trabalham de um
modo mais completo e estruturado.

A tecnologia tem um papel central para desenvolver e melhorar, de um modo
interrelacionado, a competéncia de modelagido e a aprendizagem de tépicos e processos
matematicos. Permite acesso a modelos que seriam inacessiveis apenas com o recurso a

métodos manuais de resolucdo (Galbraith & Fisher, 2021) e uma experimentagdo nela

Quadrante 31(2) 63-93



A investigacdo em resolugdo de problemas, raciocinio, comunicagdo e modelagao... 87

baseada favorece a estruturacao adequada do problema, a planificacdo e execu¢do dos
calculos necessarios e a discussdo dos resultados (Almeida et al., 2021).

Carreira (1993) identifica potencialidades da folha de calculo na exploracao de modelos
em situacdes da realidade envolvendo Trigonometria, destacando a sua importancia para
apoiar a organizacdo dos dados, a identificacdo de varidveis relevantes e a procura de
relacdes funcionais entre grandezas. Ramirez-Montes et al. (2021) destacam as
potencialidades de simulacdo e calculo desta ferramenta que permitem avaliar a eficacia
dos modelos matematicos e computacionais que os estudantes constroem e apoiam a sua
validagcdo no confronto com a situagdo real. Irigoyen Carrillo et al. (2021) salientam
importancia da integracdo de diferentes ferramentas tecnoldgicas (GeoGebra, Excel,
Editores de texto) para estimular o uso de diferentes representa¢des. Finalmente, Moreno
Sandoval e Alvarado-Monroy (2021) destacam as potencialidades da ferramenta NetLogo

para experienciar a realidade e apoiar o desenvolvimento do raciocinio covariacional.

Conclusao

Nos 102 artigos publicados ao longo dos 30 anos na revista Quadrante que incidem nos
temas transversais de RP, RM, CM e MM destaca-se uma discussio que aprofunda o
entendimento dos varios autores sobre cada tema, as suas potencialidades para a
aprendizagem da matematica e os desafios associados a criacdo de um contexto na aula de
matematica adequado para os desenvolver. Predominam investigacdes focadas nos alunos
(6-18 anos), embora também se assinalem conclusdes relativas a aprendizagem dos alunos
do Ensino Superior. Destaca-se que apenas trés estudos sido focados em contextos de
formagdo continua de professores e registam-se apenas dois que se focam em criangas da
educacdo pré-escolar.

Os trabalhos publicados acompanham as tendéncias de desenvolvimento do conheci-
mento internacional sobre estes temas. Ao nivel da RP assinala-se uma evolugio focada no
conceito de problema e nas estratégias de RP de Pdlya para uma em que se estudam as
tarefas, analisadas a partir do seu grau de desafio e de estruturacdo. A formulacio de
problemas, assim como a ligacdo que esta tem com a RP e ambas com a criatividade,
assumem pouca expressdo nos estudos analisados apesar da sua relevancia no panorama
internacional. Traduzindo a pouca produtividade de avancar mais na analise das relacoes
entre concegdes e pratica, assinala-se um decrescimento do ndmero de trabalhos que inci-
dem nas conceg¢des de alunos e professores. No entanto, assinala-se a importancia que
varios destes estudos tiveram para desvendar e caracterizar contradi¢cdes muito uteis para
propor novos referenciais de aprendizagem e formacgio ao nivel da RP e da CM.

Os estudos sobre CM abordam aspetos importantes, como as conce¢des de CM, as

interacgdes e o discurso, em linha com o que tem sido produzido internacionalmente.
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Nao confundindo RM com raciocinio dedutivo, os estudos analisados avancam conheci-
mento sobre os processos de raciocinio, precisando entendimentos sobre os raciocinios
indutivo e abdutivo e tomando como foco de estudo a aprendizagem dos alunos (s6 um tra-
balho se foca em futuros professores). Deste modo, assinala-se a limitagdo do conhecimento
sobre os desafios que os professores e futuros professores podem enfrentar ao trabalhar
em contexto de sala de aula este tema.

Identifica-se esta mesma limitacdo nos estudos sobre a MM em que apenas um estudo se
foca no desenvolvimento profissional do professor. De facto, embora se tenham
desenvolvido varios estudos com futuros professores, o seu foco ndo sdo as competéncias
enquanto professor, mas sim o conhecimento enquanto estudante (do ensino superior)
sobre o processo de MM ou sobre as aprendizagens matematicas que realizam.

Finalmente, destaca-se a importancia dada a construcao e analise critica de tarefas ma-
tematicas, assegurando que incluem caracteristicas essenciais imprescindiveis para desen-
volver a Resolucdo de Problemas, o Raciocinio Matematico, a Comunica¢cdo Matematica e a

Modelacdo Matematica.
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