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Resumo. O presente artigo consiste na revisdo sistematica da investigacao publicada na revista
Quadrante, de 1992 a 2021, incidindo no ensino e aprendizagem de quatro grandes temas: nimeros,
geometria e medida, algebra, fungdes e calculo, e probabilidades e estatistica. Foram selecionados 85
artigos, de natureza tedrica ou empirica, onde se procurou identificar e discutir a incidéncia e os
principais resultados da investigacdo publicada na revista em torno do ensino e aprendizagem dos
temas matematicos referidos. Da andlise realizada verifica-se que existe um equilibrio no nimero de
artigos publicados em cada tema e identificam-se tépicos que carecem de maior atengdo por parte
dos investigadores. Salienta-se, da investigacdo publicada na Quadrante, a forte incidéncia de estudos
que sdo sustentados por intervenc¢des em sala de aula, com destaque para o importante papel das
tarefas matematicas na aprendizagem, assim como, em vdarios estudos, da tecnologia digital,
frequentemente assentes numa perspetiva dialégica de ensino e aprendizagem. No entanto,
evidencia-se a necessidade de investigacdo que melhor especifique a contribuicdo de tais aspetos
para a aprendizagem dos temas em causa e a realiza¢do de estudos longitudinais.
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Abstract. This article is a systematic review of research published in Quadrante, from 1992 to 2021,
focusing on the teaching and learning of four major topics: numbers, geometry and measurement,
algebra, functions and calculus, and probability and statistics. Eighty-five articles were selected, of
theoretical or empirical nature, from which we sought to identify and discuss the incidence and main
results of the research published in the journal on the teaching and learning of the mentioned
mathematical themes. From the analysis carried out, it appears that there is a balance in the number
of articles published in each theme and the topics that need more attention from the researchers are
identified. The research published in Quadrante highlights the strong incidence of studies that are
supported by interventions in the classroom, with emphasis on the important role of mathematical
tasks in learning, as well as, in several studies, of digital technology, often informed by a dialogical
perspective on teaching and learning. However, there is a need of conducting further research to
identify the contribution of such aspects to the learning of mathematical topics and also of developing
longitudinal studies.

Keywords: teaching and learning; numbers; geometry; algebra; probability; statistics.

Introducao

A investigacdo sobre o ensino e a aprendizagem associada a temas matematicos tem
naturalmente uma grande expressdo na comunidade de investigadores no campo da
educacdo matematica e esta bem patente no conjunto de artigos publicados na Quadrante,
desde a sua fundagdo. Perante uma grande variedade de possiveis temas matematicos a
considerar, na revisdo sistematica de literatura que apresentamos, optamos por definir
quatro que, de alguma forma, cobrem os dominios que sao tradicionalmente abrangidos nos
curriculos da matematica, em particular, na matematica escolar: i) nameros; ii) geometria e
medida; iii) dlgebra, fungdes e calculo; e iv) probabilidades e estatistica.

E nosso objetivo com esta revisio sistematica de literatura, identificar e discutir a
incidéncia e os principais resultados da investigacdo centrada no ensino e aprendizagem
dos quatro temas matematicos referidos, publicada na Quadrante, desde a sua fundacgao, em
1992, até 2021, cobrindo assim os primeiros 30 anos de atividade da revista. Assumimos a
pertinéncia de cobrir tanto artigos teéricos como empiricos e estabelecemos como critérios
para selecdo dos artigos a serem integrados nesta andlise: i) o objetivo do estudo centrar-
se no ensino e/ou aprendizagem de topicos matematicos, com resultados de investigacdo
tedrica ou empirica que se relacionam com os temas matematicos em causa; ii) no caso de
estudos empiricos, os participantes podem ser professores ou futuros professores, desde
que o estudo se foque no seu conhecimento matematico.

A metodologia adotada para sele¢do dos artigos passou, numa primeira etapa, por usar
a ferramenta “Pesquisar” na busca de termos correspondentes aos temas matematicos, na
pagina da Quadrante (https://quadrante.apm.pt/issue/archive). Tomando consciéncia que

tal método poderia ndo permitir selecionar todos os estudos relevantes, numa segunda
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etapa, percorremos todos os nimeros da revista, e pesquisamos no titulo e nas palavras-
chave dos artigos e, quando em duavida sobre o foco do artigo, analisamos também o seu
objetivo no resumo ou no corpo do texto. Os artigos foram entdo organizados por temas
matematicos e, numa terceira etapa, ap6s uma leitura dos resultados e conclusdes, nao
consideramos os que ndo cumpriam um dos critérios acima referidos.

Foram apurados para andlise 85 artigos que se distribuem entre artigos tedricos e
empfiricos, com grande preponderancia destes ultimos. Nao sendo um objetivo especifico
desta revisdo sistemdtica a metodologia de investigacdo adotada nos estudos, pudemos
constatar algumas tendéncias, no conjunto dos artigos analisados. Predomina, claramente,
a investigacdo empirica, de natureza qualitativa, por vezes com referéncia ao paradigma
interpretativo como orientacdo. Os estudos quantitativos ou mistos estdo muito pouco
presentes. Os artigos de natureza mais tedrica, alguns dos quais de investigadores
internacionais de grande projecdo, tomam amiide como ponto de partida resultados de
outras investigacdes para sustentarem teses relativas tanto a processos de aprendizagem
como a orientagoes didaticas para o ensino de conteddos matematicos. Salienta-se, ainda, a
elevada incidéncia de estudos que assentam em intervengdes na sala de aula e que comegam
a ser assumidas como experiéncias de ensino, mas que s6 a partir de 2013 sdo
explicitamente enquadradas na design-based research (Cobb et al., 2003), que é mais tarde

traduzida por investigacdo baseada em design (IBD).

0 ensino e a aprendizagem dos numeros

Nesta seccdo damos conta da investigacdo publicada na Quadrante associada ao ensino e a
aprendizagem dos numeros no ensino basico e secundario, bem como a aquisigdo e
aprendizagem dos nimeros em contexto de ensino pré-escolar. Considerando o conjunto de
artigos da revista, organizamos duas subsecg¢des: nimeros naturais! e operagdes e nimeros
racionais e operagdes. A temdtica dos nimeros reais tem uma expressdo quase inexistente
(1 artigo).

Os ndmeros naturais e as operagdes sdo centrais nos curriculos de matematica, desde os
primeiros anos, incluindo o ensino pré-escolar. No final do 1.2 ciclo sdo introduzidos os
numeros racionais ndo negativos nas suas diferentes representacoes, sendo estes objetos
de numerosas investigacdes, dada a complexidade destes nimeros e das suas repre-
sentagdes e as dificuldades manifestadas na sua aprendizagem (Monteiro & Pinto, 2005).

No final do século XX, por oposicdo a um ensino dos numeros focado no calculo
algoritmico, surge a preocupacdo de a sua aprendizagem ser realizada com compreensao,
destacando-se o desenvolvimento do sentido de nimero como um dos objetivos centrais da
aprendizagem da matematica (NCTM, 2000). Esta expressdo dissemina-se, sobretudo, a

partir do trabalho de McIntosh et al. (1992), que caracterizam sentido de nimero como uma
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compreensdo global do individuo sobre os nimeros e as operacdes e a capacidade para usar
essa compreensdo, de modo flexivel, na elaboracdo de juizos matematicos e de estratégias
Uteis na manipulacdo dos niimeros e das operacdes. A partir dessa altura, as investigacdes
sobre niimeros surgem relacionadas com o sentido de nimero dos alunos, umas focando-se
nos nimeros naturais, outras nos niimeros racionais.

Associado ao sentido de numero, destaca-se a importancia de desenvolver o calculo
mental desde os anos iniciais. Embora sempre se tenha considerado fundamental o calculo
mental, este estava associado a efetuar calculos algoritmicos ‘de cabecga’, sem recurso a
papel e lapis. Atualmente, o significado de calculo mental afasta-se dessa ideia e articula-se
com a aprendizagem dos niimeros com compreensio. E consensual a ideia de que calcular
mentalmente inclui operar com numeros e ndo com digitos, usar propriedades das
operacoes e relacdes numéricas, ter um bom conhecimento sobre os niimeros e os factos
numéricos elementares e poder recorrer a registos intermédios em papel, apesar de se
realizar, sobretudo, mentalmente (Buys, 2008). A importancia atribuida ao sentido de
ndmero e ao calculo mental no ensino e na aprendizagem dos numeros é espelhada,
também, nas investigacdes sobre a tematica, sobretudo nos primeiros anos.

Foram analisados um total de 18 artigos, distribuidos pelas trés décadas de publicagdo
da Quadrante, verificando-se que mais de metade do total desses artigos se concentra na
ultima década (Tabela 1). Realca-se, ainda, que as duas tematicas identificadas nao diferem

muito quanto ao numero de artigos.

Tabela 1. Numero de artigos sobre o tema nimeros, publicados por década

Periodo 1992-2001 2002-2011 2012-2021 Total (%)
Numer?s naturais e 5 1 5 8 (44%)
operacdes
Numercgs racionais e 1 4 5 10 (56%)
operacoes

Total 3 5 10 18 (100%)

Apresentamos, em seguida, a analise dos artigos selecionados de acordo com as

subsecc¢des definidas.

Numeros naturais e operagoes

O primeiro artigo sobre a tematica surge em 1997 e analisa o ensino da aritmética elementar
em Portugal nos finais do séc. XVIII (Fernandes, 1997). Também de natureza tedrica, o
artigo de Gascon (2001) centra-se na organizacdo da matematica em torno da divisibilidade
no ensino secundario espanhol, de forma a proporcionar aos alunos um estudo completo e

integrado do tema.
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Focando o ensino e a aprendizagem dos nimeros naturais, o artigo de Brown (2005)
descreve a estrutura do sistema educativo em Inglaterra, as linhas orientadoras do curriculo
para criancas (4 aos 6 anos) e analisa o seu conhecimento numérico. Estes conhecimentos
sdo comparados com os de criancas de 8 anos, concluindo-se que os melhores desempenhos
de criangas do pré-escolar, em muitos aspetos, se lhes equiparam. Por isso, é sugerida uma
maior diferenciacdo no curriculo do ensino primario, considerando o conhecimento e o
desempenho das criancas, proporcionando-lhes um maior desafio na aprendizagem.

Fundamentando que a aprendizagem da matemadtica deve ser com compreensao,
Gravemeijer e Bruin-Muurling (2019) apresentam argumentos para a mudanca do ensino
atual para o ensino com essas caracteristicas. Por um lado, a investigacao empirica realizada
na Holanda mostra que a énfase em procedimentos rotineiros conduz a um baixo nivel de
proficiéncia matematica por parte dos alunos. Por outro lado, o papel da matematica na
sociedade atual conduz a uma maior necessidade de compreensdo. Ora, uma compreensao
matematica profunda é alcangada pelos alunos quando constroem objetos matematicos
reificando processos matematicos, o que, no caso dos ndmeros, corresponde a construgao e
articulacdo de redes de relagées numéricas.

Na segunda década deste século surgem, em Portugal, investigacdes associadas ao
sentido de nimero e ao calculo mental e a sua inter-relagao, destacando a relevancia do seu
desenvolvimento nos primeiros anos (Marcelino et al., 2017; Mendes et al., 2013; Morais &
Serrazina, 2013).

Numa perspetiva de desenvolvimento do sentido de niimero, Mendes et al. (2013)
descrevem e analisam uma trajetoria de aprendizagem da multiplicacdo no 3.2 ano. Dos
resultados sobressai uma evolucdo significativa dos procedimentos usados pelos alunos,
que parece ser suportada pelas caracteristicas das tarefas e pelo ambiente da aula, embora
nao se processe de igual forma para todos. Destaca-se a importancia da selegdo das tarefas,
dos seus contextos e dos numeros, e da orquestracdo de discussdes coletivas ricas em
conhecimento matematico, que contribuem para novas aprendizagens.

Considerando a articulacdo entre sentido do nimero e calculo mental, Morais e Serrazina
(2013) apresentam um estudo cujo objetivo foi compreender as estratégias de calculo
mental utilizadas por alunos do 1.2 ano na resolugdo de problemas de adi¢do e subtragao e
o0 modo como o significado da operagdo envolvida no problema influencia, ou ndo, a
estratégia utilizada. Os resultados apontam para o uso de diferentes estratégias consoante
os significados dos problemas. Além disso, os alunos usam estratégias de calculo associadas,
na literatura, a alunos mais velhos, o que destaca a sua compreensdo dos numeros e das
operacoes, sendo fundamental para um bom sentido de niimero.

Relacionada com o cdlculo mental surge a flexibilidade de calculo, entendida como a
construcdo ou o uso de estratégias de calculo de acordo com as caracteristicas dos nimeros

envolvidos e as relagdes que podem ser estabelecidas entre eles (Threlfall, 2009). Para
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compreender o modo como alunos desenvolvem flexibilidade no calculo aditivo, Rodrigues
e Serrazina (2019) realizam uma investigacdo em que analisam a exploragao e discussdo de
duas tarefas, uma numa turma do 1.2 ano e outra, na mesma turma, no 2.2 ano. Os resultados
evidenciaram evolucdo na flexibilidade de calculo dos alunos interligada com o seu

desenvolvimento conceptual.

Numeros racionais e operacgoes

0 ensino e a aprendizagem dos ndmeros racionais tém sido alvo de diversas investigacdes,
destacando-se que a maioria das relativas aos artigos da Quadrante se realizarame no 1.2 e
no 2.2 ciclo, sendo menor a sua expressao no 3.2 ciclo ou no ensino secundario.

Focando-se nos nimeros racionais representados na forma de fracdo, Cruz e Spinillo
(2004) desenvolvem um estudo com criancas brasileiras de 8 e 9 anos, com os objetivos de
perceber se estas resolveriam a adicdo de fracdes através do referencial de metade, bem
como de identificar a natureza das suas dificuldades ao realizar a adicao de fracdes através
do simbolismo formal. Os resultados apontam para dificuldades na realizagdo das operacoes
através do simbolismo matematico, mas revelam um bom desempenho das criangas quando
o referencial de metade era oferecido como ancora no processo de resolucdo, concluindo
que este referencial desempenha um papel importante no raciocinio matematico.

No contexto portugués, Morais et al. (2018) pretendem compreender como o uso de
modelos por alunos dos 3.2 e 4.2 anos contribui para a compreensdo da no¢do de grandeza
de numero racional, nas suas diferentes representagoes, e da densidade como propriedade
do conjunto dos ndmeros racionais. Os resultados mostram que os modelos utilizados (a
reta numérica, a barra e grelhas 10x10 e 10x100) promoveram a identificacdo e mudanca
da unidade de referéncia, o uso de diferentes representacdes, a mobilizagdo de nimeros de
referéncia e o estabelecimento de relacdes de ordem entre os nimeros.

Focando-se na aprendizagem da noc¢do de 10%, por alunos do 4.2 ano, Guerreiro e
Serrazina (2018) apresentam e discutem um estudo cuja finalidade foi compreender de que
modo as normas sociais e sociomatematicas da cultura da sala de aula contribuem para a
aprendizagem comparticipada da no¢do de 10%, como nimero de referéncia, alicercado no
desenvolvimento do sentido de nimero. Os resultados evidenciam que as normas sociais e
sociomatemadticas proporcionaram o desenrolar de agdes dialdgicas que permitiram
suportar a construcdo de processos e relagdes numéricas que conduziram ao estabele-
cimento de praticas matematicas partilhadas em torno da no¢do de 10%, numa perspetiva
sociocultural da atividade matematica.

Ao nivel do 2.2 ciclo, ha varios artigos que descrevem estudos sobre niimeros racionais
nas suas diferentes representacoes. Destaca-se o de Monteiro e Pinto (2005), uma revisao

da literatura sobre aspetos do ensino e aprendizagem dos nuimeros racionais na sua
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representacdo na forma de fracdo, identificando também as dificuldades enfrentadas pelos
alunos quando trabalham com nimeros representados dessa forma.

Relatando estudos de natureza empirica no 2.2 ciclo, ha a referir os artigos de Ponte e
Quaresma (2011) e de Carvalho e Ponte (2019). O primeiro apresenta e discute um estudo
realizado numa turma do 5.2 ano, centrado nos nimeros racionais na forma de fragdo. Os
resultados apontam para a necessidade de propor aos alunos mais problemas com fracées
improprias e sobre a densidade dos nimeros racionais. Sdo avancgadas, ainda, possiveis
alternativas a investigar futuramente, no que se refere a representacao na reta numérica, a
equivaléncia de fracdes e ao trabalho com fracdes com o significado de razdo. O segundo
artigo foca-se no desenvolvimento do sentido de ndmero e do calculo mental com niimeros
racionais, em alunos do 6.2 ano, com o objetivo de perceber que componentes do sentido de
numero estdo refletidos nas estratégias de calculo mental usadas. Estas centram-se no uso
de relagdes entre representacdes dos ndmeros racionais, o que lhes permite comparar
ndmeros e compreender a sua grandeza. Além disso, a mudanca de representagdo assume
um papel importante na construgdo de estratégias de calculo mental com nimeros
racionais, revelando, assim, o sentido de nimero dos alunos.

Ainda sobre o sentido de nimero, mas no ambito do 3.2 ciclo, Borralho e Lopes (2010)
descrevem uma investigacdo que caracteriza o sentido de nimero racional de alunos do 7.2
ano. Estes atribuem pouco significado aos numeros, as operagdes e aos contextos,
manifestando dificuldades na interpretacdo das situacdes propostas bem como na
mobilizacdo de estratégias apropriadas. Evidenciam, também, pouca compreensao sobre
formas de representacdo dos nameros racionais, para além das representacdes decimal e
na forma de fragdo, bem como na comparacao e ordenagao de niimeros.

No contexto espanhol, Gonzalez-Forte et al. (2019) relatam uma investigagdo com
estudantes dos ensinos basico e secundario, para perceber o seu nivel de desempenho e o
seu raciocinio quando resolvem tarefas de multiplicagdo de um ndmero natural por um
numero racional. A andlise evidenciou a existéncia do fendmeno natural number bias, que
corresponde a usar inapropriadamente, no contexto dos nuUmeros racionais, o
conhecimento sobre os nimeros naturais. Embora este fendmeno parec¢a ter diminuido,
quando comparado com anteriores estudos quantitativos, os resultados destacam
percentagens de éxito menores nas tarefas em que o conhecimento dos alunos sobre os
numeros naturais ndo é compativel com a sua resolugao.

Para além dos estudos anteriores, focados nos niimeros racionais nao negativos, ha a
destacar o artigo de Bruno e Cabrera (2005), com alunos do ensino secundario com
dificuldades na matematica. Foi analisada a forma como aqueles realizam tradugdes da

dimensao da reta para as dimensodes abstrata e contextual, no que se refere ao conceito, a
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ordem, a adi¢do e a subtracdo de ndmeros negativos. Os resultados mostram, particular-
mente, que o uso do modelo da reta no ensino dos ndmeros negativos ndo tem éxito se for

descontextualizado.

0 ensino e a aprendizagem da geometria e medida

Nesta seccdo damos conta da investigacdo publicada na Quadrante em tematicas associadas
ao ensino e a aprendizagem da geometria e medida em contexto de jardim de infancia e nos
ensinos basico, secundario e superior. Destacamos que o primeiro nimero da revista, inclui
varios artigos dedicados a aprendizagem da geometria (Matos, 1992; Ralha, 1992; Saraiva,
1992), evidenciando a importancia atribuida ao tema no final do século XX, o que nao
acontece nos anos seguintes, a exce¢do dos ultimos anos. Considerando o conjunto de
artigos da revista, organizamos esta seccdo com os seguintes topicos: visualizacdo e
raciocinio espacial, definicoes e propriedades em geometria, medida e demonstracdo em
geometria.

Avisualizagdo e o raciocinio espacial sdo aspetos associados ao ensino e a aprendizagem
da geometria que tém sido objeto de investigacdo desde o final do século XX (Clements &
Battista, 1992; Del Grande, 1990), considerados importantes ferramentas cognitivas ndo so6
no raciocinio geométrico, mas também para uma analise geométrica formal (Battista, 2007).
Battista (2007) caracteriza o raciocinio espacial como “a capacidade para ‘ver’, inspecionar
e refletir sobre objetos espaciais, imagens, relacoes e transformagdes.” (p. 843). Embora
diferentes autores usem expressoes distintas de raciocinio espacial, como sentido espacial,
raciocinio visual ou visualizacio espacial, referem-se igualmente a capacidades que incluem
um suporte visual, seja fisico ou mental. Estas investiga¢cdes centram-se, sobretudo, nos
primeiros anos, assumindo a relevancia do desenvolvimento do raciocinio visual nesta faixa
etaria (Sarama & Clements, 2009).

As definicdes e propriedades dos objetos geométricos sdo tradicionalmente associados
ainvestigacdo em geometria, dadas as caracteristicas particulares dos objetos geométricos,
como figuras ou so6lidos geométricos, e as dificuldades manifestadas pelos alunos na
identificacdo dessas caracteristicas. Além disso, a aprendizagem de conceitos geométricos
especificos, tais como os quadrilateros, tem sido alvo de numerosas investigacdes, tendo
como pano de fundo a teoria de van Hiele para a aprendizagem (De Villiers, 2010).

Profundamente relacionada com a geometria surge a no¢do de medida, associada as
diferentes grandezas, pelo que foi nossa opgao incluir aqui os estudos que sobre ela se
debrucam, destacando-se investigacdes sobre os conceitos de area, perimetro, volume e
amplitude de angulo.

A demonstracdo matematica, de um modo geral, e em geometria em particular, tem sido
apontada como uma area que se revela bastante desafiadora para os alunos, mesmo dos

niveis de escolaridade mais avangados. No processo de constru¢do da compreensio da
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demonstragdo é importante ter em conta que estdo envolvidas diferentes facetas:
demonstrar como uma atividade intelectual, as fungdes e o significado da demonstracao e a
compreensdo da sua estrutura (Miyazaki et al, 2022). A tecnologia disponivel para
trabalhar em geometria, nomeadamente, os designados Ambientes de Geometria Dinamica
(AGD), tem sido uma grande impulsionadora de estudos sobre a demonstracdo em
geometria (Marrades & Gutiérrez, 2000), trazendo novas perspetivas sobre esta atividade.

Foram analisados, para esta seccao, um total de 20 artigos, distribuidos por trés décadas,
verificando-se que uma maior incidéncia na tltima década (Tabela 2). O tema que concentra
mais artigos é a visualizacdo e o raciocinio espacial, decorrendo, em boa medida, de ser o
que mais se destaca no ndmero tematico, de 2018, sobre o ensino e aprendizagem da

geometria.

Tabela 2. Numero de artigos sobre o tema geometria e medida, publicados por década

Periodo 1992-2001 2002-2011 2012-2021 Total (%)
Vlsual‘lzagao e raciocinio 3 0 4 7 35%)
espacial
Defini¢oes e
propriedades em 2 1 2 5 (25%)
geometria
Medida 0 1 2 3 (15%)
Demonst.ragao em 5 5 1 5 (25%)
geometria

Total 7 4 9 20 (100%)

Apresentamos, em seguida, a andlise dos artigos selecionados de acordo com as

subseccdes definidas.

Visualizac¢ao e raciocinio espacial

Reconhecendo que a capacidade de as criancas se envolverem em pensamento geométrico
e raciocinio espacial pode apoiar o seu desenvolvimento global em matematica, destacam-
se os artigos de Clements et al. (2018) e de Gordo (1994). Os primeiros autores analisam os
efeitos de um curriculo de geometria que sintetiza os elementos cognitivos visuais do
programa Agam, bem como o discurso matematico do professor e os seus impactos na
aquisicao de conceitos matematicos em criancas do ensino pré-escolar. Concluem que o
curriculo de geometria do ensino pré-escolar é mais eficaz quando considera um vasto
conjunto de tarefas, incluindo exemplos variados e contraexemplos, favorece a cognicao

visual progredindo para o pensamento analitico e integra um discurso matematico rico e
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diversificado. Ja Gordo (1994) estuda a relacdo entre o desenvolvimento da visualizacdo
espacial (Del Grande, 1990) e a construcdo de conceitos matematicos de alunos do 3.2 ano.
Os resultados apontam para uma evolucdo positiva na resolucao das atividades, tendo-se
verificado o desenvolvimento das capacidades de visualizagdo espacial bem como a sua
relacdo com a construgdo de conceitos matematicos.

Tendo como participantes criancas do ensino pré-escolar, Nunes e Rodrigues (2018)
caracterizam o seu raciocinio espacial através da analise das suas estratégias na composicao
e desenho de formas tridimensionais. Os resultados sugerem a interacdo entre multiplos
processos que caracterizam o raciocinio espacial e revelam que as criancas utilizam
estratégias envolvendo a intencionalidade e a antecipagdo. E também evidenciada a
capacidade de percecionarem relacdes espaciais, atendendo as posi¢des relativas de cubos
como partes distintas de tetracubos.

Ainda focado no raciocinio e na estruturagao espaciais, o artigo de Conceicdo e Rodrigues
(2020) analisa os registos de alunos do 1.2 ano em duas tarefas e as suas comunicagdes nos
momentos de discussdo coletiva. Relativamente aos processos de raciocinio espacial
evidenciados pelos alunos no registo de figuras a trés dimensdes, verifica-se a presenca de
processos associados a compreender e a transformar. A estruturacdo espacial parece estar
ancorada em processos de raciocinio espacial, permitindo-lhes compreender melhor a
estrutura das figuras e também transforma-las.

Num outro estudo, com alunos do 3.2 ano, Canavarro e Prieto (2018) centram-se no
desenvolvimento do sentido espacial através do uso de maultiplas representacdes
emergentes na resolucdo de tarefas com conexdes com a danca tradicional. Os alunos
usaram diversas representagdes, associando consistentemente ideias representadas ativa-
mente ao dancar e a esquemas elaborados e explicacdes verbais, evidenciando-se uma forte
presenca da representacdo contextual. Além disso, desenvolveram aspetos do sentido
espacial, como a localizacdo e orientacdo espacial, e a compreensdo de objetos geométricos,
das suas propriedades e relacdes. Contudo, ndo evidenciaram a mesma facilidade de
identificacdo das simetrias de reflexdo e de rotacdo presentes na dan¢a, embora tenham

reconhecido a transformacdo geométrica rotacao.

Definicdes e propriedades em geometria

No primeiro nimero da Quadrante, Matos (1992) apresenta e discute a teoria de van Hiele
para a aprendizagem da geometria, focando-se na teoria cognitiva implicita. A luz de
investigacdes realizadas no campo, destacam-se aspetos criticos e propdem-se alteracoes a
teoria. Partindo de conceitos particulares, como o de losango, exemplifica-se uma sequéncia
didatica que pode ser seguida pelo professor no sentido da apropriagdo do conceito pelos
alunos. Relativamente as propriedades das figuras geométricas, no nivel 2 da teoria de van

Hiele, cada figura é entendida como possuindo um conjunto de propriedades e, no nivel 3,
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ha ja um conhecimento de relacdes légicas entre propriedades, sendo estas ordenadas
logicamente. Num outro estudo, Matos (1993) caracteriza diversos modelos cognitivos
associados ao conceito de dngulo presentes em alunos do 4.2 e 5.2 anos dos Estados Unidos
da América, identificando uma multiplicidade de representacdes mentais e relacionando-as
com o0s processos de aprendizagem.

Também centrado no conceito de dangulo, o estudo de Gomes e Ralha (2005) procura
conhecer que conceito tinham desenvolvido professores e futuros professores do 1.2 ciclo.
Os resultados apontam no sentido de uma predomindncia da associacdo do objeto
geométrico a exemplos prototipicos e pouco sustentada na sua definicio matematica, o que
leva as autoras a sugerir a necessidade do desenvolvimento de conhecimento matematico
mais sélido para ensinar este conceito.

Focado na compreensdo das propriedades e relagdes entre quadrilateros, Pereira e
Serrazina (2015) desenvolveram um estudo com uma turma do 4.2 ano sobre os contributos
do GeoGebra e do geoplano para essa compreensdo. Destaca-se que os alunos identificaram
as propriedades das figuras com base nas representacdes, mas centraram-se em casos
particulares, de acordo com a imagem mental que tinham da figura (protétipo), indiciando
a influéncia da visualizagdo. Sobressai a dificuldade de considerarem uma figura como
representante de uma classe e em distinguirem atributos essenciais e ndo essenciais. Ainda
assim, as autoras consideram que tanto o geoplano como o GeoGebra foram uma mais-valia,
permitindo o desenvolvimento de uma compreensdo mais avangada dos quadrilateros.

Também centrado no trabalho num AGD, Junqueira (1996) procurou compreender os
processos usados, por alunos do 9.2 ano, para fazerem construgdes geométricas, a justi-
ficacdo desses processos e como identificam propriedades das figuras. Sdo apresentados
trés niveis no que diz respeito a manipulacdo das constru¢des no AGD que a autora relaciona
com os niveis 1 a 3 do modelo de Van Hiele, na medida em que existem alunos que se
centram na apareéncia das figuras, identificam propriedades ou estabelecem relacdes entre
propriedades, sendo o nivel intermédio o mais frequente. Os alunos revelaram progressos
atribuidos ao AGD e feedback, mas ainda assim alguns permaneceram no nivel 1, o que
suscita uma reflexdo sobre a necessidade de continuidade deste tipo de trabalho.

Num estudo focado nos aspetos relativos ao processo de definir a que futuros professo-
res ddo atencdo ao selecionarem e construirem definicdes de figuras geométricas e na
relacdo desse processo com a estruturacdo espacial e geométrica, Brunheira e Ponte (2018)
evidenciam a concecdo limitada que as participantes tinham sobre a definigdo em geome-
tria. No entanto, com o decurso da formacao, verificou-se que as formandas deixaram de
considerar apenas as propriedades necessarias numa definicdo, reconhecendo também o
carater suficiente e inclusivo das condi¢cdes que exploraram. Ademais, percebeu-se a
influéncia da estruturagao espacial e geométrica no processo de definir e que esta evoluiu

com as atividades desenvolvidas.
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Medida

Ha artigos que relacionam conceitos geométricos com aspetos associados a grandezas e
medida, tais como o de Camargo et al. (2018), que se focam na interpretacdo do conceito
multifacetado de angulo em criangas do 4.2 ano e, a esse propoésito, abordam também os
significados de atributo mensuravel e de unidade de medida de angulo. Os autores destacam
a complexidade do conceito bem como a construcdo de significado na sala de aula,
chamando a atengdo para a necessidade de existirem espacos de interacdo discursiva que
contribuam para essa construcao coletiva.

No que se refere a aprendizagem dos conceitos de perimetro, area e volume,
Mascarenhas et al. (2014) descrevem um estudo com alunos do 5.2 ano em que recorreram
a atividades de investigacdo e resolucdo de problemas, suportadas pelo uso de materiais
manipulaveis. Os resultados evidenciam que a intervencdo pedagogica, com as

caracteristicas identificadas, favoreceu a aprendizagem dos conceitos referidos.

Demonstracao em geometria

Num artigo publicado no primeiro nimero da Quadrante, ja se reflete sobre o recurso a um
software de geometria em associacdo com o tépico da demonstracdo no tema geometria
vetorial e analitica (Saraiva, 1992). O uso da tecnologia, em duas turmas do ensino
secundario permitiu perceber uma apropriacdo diversa, por parte dos alunos, da
necessidade de demonstracdo como forma de validacao das suas conjeturas. Assim, numa
das turmas os alunos tendiam a assumir como validas conjeturas que tinham testado a um
conjunto limitado de casos, recorrendo ao software, enquanto na outra diversos alunos
recorreram as potencialidades do recurso para gerarem casos aleatérios e assumiram a
testagem para um exemplo genérico como uma demonstragao.

Também Neto et al. (2011) recorreram a um AGD e outros recursos, neste caso, para que
alunos do ensino secundario tomassem contacto com modelos de geometria distintos da
euclidiana, como é o caso da geometria hiperbdlica ou da geometria do motorista de taxi.
Num estudo de caso com duas alunas, os autores recorrem ao enfoque ontosemiético da
educacdo matematica (Godino et al, 2007) para analisar as justificacbes apresentadas,
concluindo que se registou uma evolugdo na producdo de justificacdbes empiricas para
dedutivas, que associam a exploragdo de outros modelos de geometrias planas.

A partir das diferengas entre a argumentacdo indireta, como mais intuitiva, e a
demonstragdo por absurdo, Antonini (2018) centra-se no modo como alunos dos ensinos
secunddrio e superior usam diferenciadamente as figuras geométricas na construgio da
argumentacdo e da demonstragdo, em alguns casos recorrendo a um AGD, em situacdo de
entrevista. O autor aponta a necessidade da realizagcdo de estudos sobre a transicao entre

esses dois processos.
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0 ensino e a aprendizagem da algebra, fungoes e calculo

Nesta seccao damos conta da investigacdo publicada na revista em tematicas associadas a
algebra e fung¢des no ensino basico e secundario e a introdugdo do calculo no ensino
secundario, assim como de alguns estudos desenvolvidos no ensino superior em areas afins.
Atendendo ao foco principal dos artigos publicados na revista, optdmos por organizar a
seccdo em quatro grandes tematicas: pensamento algébrico, sentido de estrutura, fungdes e
calculo infinitesimal, como passamos a apresentar.

0 pensamento algébrico tem-se afirmado como uma das principais linhas de investi-
gacdo associadas ao tema da algebra, a partir do final da década de 80 do século passado
(Kieran, 2007). O influente trabalho de Kaput (2008) enfatiza que o cerne do pensamento
algébrico (algebraic reasoning, no original) envolve “processos de simbolizacdo complexa
que servem a generalizagdo com sentido e o raciocinio com generalizacoes” (p. 9). Associada
ao pensamento algébrico, tem surgido com particular destaque a perspetiva da Early
Algebra, centrada nos anos iniciais, que pretende extrair o carater algébrico da aritmética
(Carraher & Schliemann, 2018) e que tem tido implicacdes no desenvolvimento curricular
em diversos paises com a introducdo de ideias algébricas desde cedo (Carraher &
Schliemann, 2018; Oliveira & Mestre, 2014; Pinto & Cafiadas, 2021). No entanto, é
igualmente pertinente a investigacdo sobre o pensamento algébrico para além dos anos
iniciais, uma vez que o facto de os alunos terem estudado algebra no seu percurso escolar
ndo significa que tenham desenvolvido plenamente as capacidades requeridas,
evidenciando, muitas vezes, uma aprendizagem fortemente assente na aplicagdo de regras
e procedimentos algébricos (Cabral et al., 2021; Oliveira et al., 2021).

Uma outra nog¢do que tem proximidade com o pensamento algébrico é o de sentido de
estrutura (structure sense, no inglés) e que merece atengdo dada a importancia que as
estruturas tém na matemadtica e, particularmente, na algebra, por exemplo, no que diz
respeito a identificar a estrutura presente em equacgdes ou inequacdes e a escolher os
procedimentos que “fazem o melhor uso dessa estrutura” (Warren et al., 2016, p. 93).

0 conceito de fungdo tem grande importancia na matematica, que corresponde a uma
forte expressdo nos curriculos escolares, e consequentemente ¢ um dos campos da edu-
cacdo matemadtica mais investigados, desde hd muito tempo (Ayalon et al., 2017; Ruiz
Higueras et al., 1995). Os focos de estudo relativos as fungdes sdo muito variados (Hitt &
Gonzalez-Martin, 2016), cruzando-se com outras areas, nomeadamente, com o pensamento
algébrico, em particular, no que diz respeito a nogao de pensamento funcional.

Finalmente, a quarta sec¢do é dedicada ao cdlculo infinitesimal no ensino secundario e
superior, tema no qual se registou até certo periodo o dominio de uma perspetiva
cognitivista, nomeadamente, adotando o framework de concept-image e concept-definition
(Tall & Vinner, 1981), mas onde foram emergindo outras perspetivas como a de represen-

tacdo semidtica e abordagens socioculturais (Hitt & Gonzalez-Martin, 2016).
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Para esta sec¢do foram analisados um total de 25 artigos, distribuidos pelas trés décadas
de publicacdo da Quadrante, verificando-se que a segunda e a terceira concentram, cada
uma delas, o dobro dos artigos relativamente a primeira (Tabela 3). O tema das fungdes é o
que tem mais artigos (32%), seguido de perto pelo tema do pensamento algébrico (28%). £
ainda de destacar que apenas na segunda década comecam a surgir artigos sobre o
pensamento algébrico e o sentido de estrutura e que o calculo infinitesimal agrega a quase
totalidade dos artigos da primeira década, mas que praticamente desaparece nos periodos

subsequentes.

Tabela 3. Numero de artigos sobre o tema algebra, fungdes e calculo, publicados por década

Periodo 1992-2001 2002-2011 2012-2021 Total (%)
Pensamento algébrico 0 4 3 7 (28%)
Sentido de estrutura 0 2 3 5 (20%)
Funcdes 1 4 3 8 (32%)
Calculo infinitesimal 4 0 1 5 (20%)

Total 5 10 10 25 (100%)

Passamos, em seguida, a apresentar a analise dos artigos selecionados de acordo com as

quatro seccdes definidas.

Pensamento algébrico

Na Quadrante encontramos os primeiros artigos que se referem ao pensamento algébrico
(Alvarenga & Vale, 2007; Cusi & Malara, 2007; Kieran, 2007) no nimero tematico, dedicado
ao Ensino da Algebra, acompanhando a tendéncia de crescimento da investigagio no tema.
Destacamos, desse periodo, trés artigos de natureza predominantemente tedrica
(Canavarro, 2007; Cusi & Malara, 2007; Kieran, 2007) que ilustram nog¢des centrais ao
pensamento algébrico, contribuindo para uma clarificacdo deste conceito, a partir de
exemplos de sala de aula. Assentes numa perspetiva de Early Algebra, dado que incidem
principalmente sobre as ideias algébricas no 1.2 ciclo do ensino basico, salientam-se nestes
artigos argumentos a favor da promogao de uma aritmética generalizada que sustente uma
transicdo da aritmética para a algebra.

Cusi e Malara (2007) trazem a ideia do balbuciar algébrico, enquanto aprendizagem de
uma nova linguagem, como elemento-chave nessa transicdo, enquanto Kieran (2007)
sublinha o importante papel da generalizagdo, sendo que em ambos os artigos esta tltima é
identificada como um elemento distintivo do pensamento algébrico. Identificando duas

dimensdes no pensamento algébrico - o pensamento relacional e o pensamento funcional -
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de acordo com a natureza das situacdes a explorar com os alunos, Canavarro (2007)
sublinha a importancia das maultiplas representa¢des nesse contexto. Adicionalmente, a
compreensdo do sinal de igual num sentido relacional, e ndo simplesmente operacional, é
apontada como condi¢do necessaria ao pensamento algébrico nos trés artigos, a que Kieran
(2007) acrescenta a exploracdo de relagdes numéricas, na forma de equagdes numéricas,
através das quais os alunos podem desenvolver a no¢ao de variavel algébrica, a medida que
lidam com os nimeros como quase-variaveis.

Nessa mesma senda, Mestre e Oliveira (2012), a partir de uma experiéncia de ensino, que
se estendeu ao longo de um ano letivo, com uma turma do 4.2 ano de escolaridade, centram-
se no processo de constru¢do da generalizacdo, em que apontam trés momentos: “1) a
utilizacdo de quase-varidveis para a expressdo da generalizacdo; 2) a emergéncia da
linguagem matematica simbdlica; e, 3) a apropriacdo do sentido de simbolo” (p. 119). A
simbolizacdo que os alunos foram construindo e da qual se foram apropriando nao
constituiu um objetivo em si mesmo, mas esteve ao servi¢co da generalizacdo, como referem
as autoras, evidenciando a sua potencialidade para levar os alunos a percecionarem
relacdes matematicas de outras formas.

Partindo de intervenc¢des em sala de aula mais curtas no tempo, no 5.2 ano (Alvarenga &
Vale, 2007) e no 7.2 ano (Pereira, 2013), os dois estudos focam-se nos processos ou
estratégias de generalizacdo empregues por alunos ou grupo-alunos selecionados das
respetivas turmas, ao realizarem tarefas matematicas centradas na exploracdo de padroes.
Evidencia-se, no primeiro, que os alunos seguiam abordagens que tiravam partido do
contexto das tarefas, articulando a representagdo numérica e pictdrica, conseguindo
realizar generalizacdes proximas, mas manifestando alguma dificuldade na generalizagdo
distante. J& no segundo estudo os alunos tendiam a transformar todas as situacdes em
sequéncias numéricas, conseguiram interpretar e representar expressoes algébricas, em
algumas situagdes, mas evidenciaram, ainda assim, alguma dificuldade em transitarem do
concreto para o abstrato, particularmente, no que diz respeito a exprimir a relacdo explicita
entre as duas variaveis presentes na situagdo, usando linguagem algébrica simbdlica.

Num estudo mais recente, com uma turma do 5.2 ano, Pimenta e Saraiva (2019)
debrucaram-se sobre as acdes epistémicas dos alunos, consideradas como a¢gdes mentais
associadas ao processo de abstracdo, também numa perspetiva de Early Algebra. Destaca-
se que os alunos conseguiram compreender e utilizar linguagem simbélica, em resultado da
relacdo estabelecida entre algumas agdes epistémicas que, por sua vez, estd muito

dependente do contexto da tarefa matematica explorada.

Sentido de estrutura

Antecipando que a compreensdo da linguagem matemadtica presente em expressdes

algébricas pode representar um desafio particular para alunos com discalculia, um estudo
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conduzido por Pimenta e Saraiva (2013) apresenta os resultados de uma intervencdo com
uma aluna. Registou-se uma evoluc¢do na interpretagdo e uso de diferentes representacoes,
mas persistiu uma tendéncia para a aplicacdo de procedimentos mecanizados de forma
descontextualizada, revelando a complexidade de que se reveste o apoio a aprendizagem de
alunos com discalculia.

Tendo por base uma experiéncia de ensino realizada numa turma do 9.2 ano, Nobre et al.
(2015) evidenciam como a resolu¢do de problemas contextualizados, com recurso a uma
folha de calculo, contribuiu para que a aluna participante fosse encorajada a usar
progressivamente a linguagem algébrica e desse sentido aos métodos formais algébricos na
resolucdo de sistemas de duas equagdes do 1.2 grau e equagdes do 2.2 grau a uma incognita.

0 desenvolvimento do sentido de estrutura é critico para a aprendizagem da matematica
no ensino superior, tal como se evidencia em dois artigos, com grande distancia temporal,
na 4rea da Algebra Linear. No primeiro, Costa e Catarino (2007) identificam algumas
descontinuidades entre a abordagem ao conceito de colinearidade no ensino ndo superior
e o de dependéncia linear, explorado no ensino superior, as quais podem estar na origem
das dificuldades que os alunos frequentemente manifestam. Apontam, entre varios aspetos,
a necessidade de procurar alguma harmonizacdo entre a terminologia e simbologia usada
no ensino superior e nao superior, de explicitacdo da relagdo entre os conceitos nos dois
niveis de ensino e de incentivar o recurso, em simultineo, a abordagem geométrica e a
algébrica. O segundo estudo, de Ramirez-Montes et al. (2021), centra-se na realizacdo de
uma tarefa de modelacdo matematica envolvendo conceitos de conjunto gerador e base de
um subespaco vetorial, com recurso a folha de calculo. Os resultados evidenciam que a
aprendizagem dos conceitos foi potenciada pela exploracdo de situagdes da vida real e que
o recurso a folha de calculo teve grande impacto nos processos de modelagdo matematica,
na medida em que permitiu aos alunos a avaliagdo da eficacia dos modelos matematicos e

computacionais e a sua validagdo no confronto com a situagao real.

Funcoes

O primeiro artigo sobre fun¢des publicado na Quadrante discute de forma aprofundada o
fendmeno de transposicdo didatica neste tema matematico, com base nos programas de
matematica do ensino secundario em Espanha e de apontamentos de alunos das suas aulas
(Ruiz Higueras et al., 1995). Os autores alertam para os riscos do surgimento de obstaculos
didaticos a aprendizagem das fungdes pelas opgdes tomadas, nomeadamente, a
preponderancia do registo algébrico na no¢do de fun¢do e sugerem, entre outros aspetos, a
exploracdo de situacdes de dependéncia e variabilidade.

Um dos tépicos que se destaca nos estudos sobre funcgdes, é o das representacdes e suas
conexdes. Num estudo numa turma do 8.2 ano, em que foram propostas diversas tarefas que

promoviam a transformacao entre representacdes, Pais e Saraiva (2011) evidenciam que os
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dois participantes selecionados mobilizaram varias representacdes das func¢des e conse-
guiram desenvolver uma melhor compreensao da representac¢do analitica a partir da repre-
sentacdo grafica. A aprendizagem parece ter sido favoravelmente influenciada pelo recurso
a um software que permitia multiplas representacdes das funcdes. Também o recurso a
tecnologia, neste caso a calculadora grafica, é salientado num estudo com um par de alunos
do 11.2 ano (Almeida & Oliveira, 2009) como uma vantagem para o estabelecimento de
conexdes entre as representacdes analitica e grafica, pela facilidade que confere a visuali-
zacao dos efeitos da mudanca de parametros no grafico de uma familia de funcdes. Por seu
turno, Berciano et al. (2017) apresentam resultados que evidenciam que a interpolacdo e
extrapolacao graficas pode ser facilitada pelo uso de uma colegao de modelos de familias de
funcgdes e que esta cumpre as propriedades de um sistema de representagdo. Verificaram,
ainda, que a maioria dos participantes, alunos do ensino secundario, tém maior dificuldade
em usar métodos algébricos, mostrando preferéncia pelo uso da interpolagdo grafica.

Em estreita ligagdo com a modelagdo matematica, como contexto privilegiado para
aplicagdo ou construcdo do conceito de fungao, surgem trés artigos. Recorrendo a Teoria da
Atividade de Engestrom (1999), num estudo com uma turma do 8.2 ano, em que procuraram
compreender as aprendizagens realizadas no campo das fungdes, com os robots como
elementos mediadores, Oliveira et al. (2007) concluem que estes facilitaram a associacdo de
aspetos particulares da fun¢do de proporcionalidade direta a situagao fisica, contribuindo
para que os alunos atribuissem significado ao conceito. Adicionalmente, destacam, a este
respeito, o papel importante do questionamento do professor apoiando a atividade dos
alunos. Os outros dois estudos adotaram a Perspetiva de Modelos e Modelacao de Lesh e
Doerr (2003) na construgdo de tarefas de modelacio com o objetivo de promover o
pensamento funcional, antes do ensino formal de fung¢des, com uma turma de alunos com
11 anos de idade (Gonzalez-Galaviz et al.,, 2021) e para introduzir a no¢do de covariacio
com uma turma de alunos de 14 anos de idade (Moreno-Sandoval & Alvarado-Monroy,
2021). O primeiro estudo mostra que a tarefa de modelagdo no contexto da criptografia se
revelou apropriada para os alunos construirem uma relagdo funcional, através de uma regra
de correspondéncia, e que foram capazes de a exprimir em diferentes representagées, como
tabelas e em linguagem natural. No segundo estudo, em que os alunos recorreram ao
software de simulacdo interativa NetLogo, verificou-se que 50% destes conseguiram atingir
o nivel mais elevado no que respeita ao quadro adotado de Thompson e Carlson (2017) para
avaliar o desenvolvimento do raciocinio covariacional. Os autores atribuem tal sucesso, em
parte, a relevancia do contexto da situacdo da realidade explorada, na medida que os alunos
conseguiam dar sentido a quantificacdo da variacdo em associagdo com a interpretacao

desse contexto.
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Calculo infinitesimal

Na primeira década da Quadrante, a quase totalidade dos artigos incluidos neste tépico
centra-se no tema do Calculo infinitesimal, incluindo a aprendizagem de limite (Moura,
1995) e o ensino do calculo diferencial e integral (Baldino et al., 1997; Cassol et al., 1995;
Silva, 1998), com uma predomindncia de estudos no ensino superior.

O papel da nocao intuitiva de limite na aprendizagem deste conceito esta presente no
estudo de Moura (1995), realizado com trés alunos do ensino superior, que recorrem as
potencialidades do software Probe para resolver um problema envolvendo limites de
sucessodes. As representacoes tabelar e grafica de uma sucessao permitiram uma articulagao
entre as representacdes algébrica e grafica e favoreceram uma visao dindmica das sucessoes
e respetivos limites, assentes em ideias intuitivas dos alunos. Tal conduz a autora a uma
discussdo sobre a natureza de duas definicdes formais de limite (de Cauchy e de
Weierstrass) e das suas implicacdes para o ensino. Mais de 20 anos mais tarde, surge um
outro estudo sobre a tematica dos limites (Gutiérrez-Fallas & Henriques, 2017) que
identifica no¢des intuitivas que alunos do ensino secunddrio possuem antes do estudo
destes conceitos e como estas perduram apés a introducdo formal dos mesmos. Evidencia-
se que os alunos detém uma compreensdo instrumental de cardter mais formal,
comparativamente ao momento anterior a intervencao, e que esta associada a aplicagdo de
regras e estratégias pré-estabelecidas, mantendo ainda assim elementos das suas conce¢des
iniciais. Tal como em Moura (1995), este estudo tem a influéncia do framework de concept-
image e concept-definition de Tall e Vinner (1981) e recomenda igualmente a abordagem
dos conceitos em analise a partir de uma concec¢do dindmica dos mesmos.

Ja Cassol etal. (1995) analisaram o tratamento dado ao Teorema Fundamental do Calculo
por diferentes manuais didaticos, adotando a Teoria dos Campos Semanticos (Lins, 1994).
Observaram diferencas significativas que correspondiam a campos semanticos distintos,
nomeadamente, que, por vezes, recorriam a continuidade e limites para fundamentar
resultados e demonstragdes, enquanto noutras passagens recorriam aos infinitésimos.
Também adotando a Teoria dos Campos Semanticos, Baldino et al. (1997) apresentam uma
proposta didatica para abordagem do coeficiente angular de uma reta no ensino da segunda
derivada de uma funcao. Tal proposta, que se encontrava em experimentacao num curso de

Célculo, assenta na ideia de coeficiente angular como multiplicador.

0 ensino e a aprendizagem de probabilidades e estatistica

Na tematica das probabilidades destacam-se os conceitos de aleatoriedade (variaveis e
experiéncias) e espagco amostral na exploracdo da probabilidade condicionada (NCTM,
2000). Na estatistica tém recebido crescente atengdo a literacia e o raciocinio estatistico,
capacidades que envolvem a organizacao e interpretacdo de dados ou seus resumos

estatisticos e a compreensdo de conceitos e processos estatisticos (Ben-Zvi & Garfield,
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2004). As probabilidades e a estatistica, sendo pouco comuns no ensino da Matematica até
ao século XX, foram privilegiadas nas orientacdes curriculares que evoluiram a nivel
internacional, desde os anos iniciais até ao ensino secundario, tendo em vista desenvolver
a cidadania ativa dos alunos (Bargagliott et al., 2020). Assim, as mudancas curriculares que
tém ocorrido nestas tematicas constituem um campo fértil para a investigacdo sobre
aspetos como: contextos de ensino e aprendizagem a adotar nas aulas; aprendizagens e
dificuldades dos alunos nos conceitos; e formacado de professores e futuros professores para
ensinar esta tematica.

Nesta sec¢do apresentamos uma revisdo de 22 artigos publicados nas trés décadas da
revista Quadrante (Tabela 4), mostrando distintas investigacdes sobre o ensino e a aprendi-
zagem das probabilidades e estatistica, desenvolvidas nos ensinos basico, secundario e
superior, numa generalidade de paises, e sobre conhecimento de professores e futuros
professores para ensinar. Atendendo aos focos destes artigos, esta seccdo estd estruturada
nas tematicas: nog¢des basicas de probabilidade; literacia e raciocinio estatistico. As nocoes
basicas de probabilidade apresentam um ndmero de artigos pouco varidvel nas trés
décadas, sendo o tema da literacia e raciocinio estatistico o que possui um maior nimero de
artigos (55%), destacando-se a sua incidéncia na terceira década, em parte devido a

publicacdo de um niimero tematico em 2014.

Tabela 4. Numero de artigos sobre o tema probabilidades e estatistica, publicados por década

Periodo 1992-2001 2002-2011 2012-2021 Total (%)
Nocbes basicas de o
probabilidade 3 3 4 10 (45%)
theraja.a e raciocinio 5 0 10 12 (55%)
estatistico
Total 5 3 14 22 (100%)

Passamos, em seguida, a apresentar a analise dos artigos selecionados de acordo com as

duas sec¢bes definidas.

Nocdes basicas de probabilidades

Na tematica das probabilidades destacamos diversos artigos que se centram em aspetos
associados ao seu ensino e aprendizagem. Quatro destes sdo de natureza tedrica e foram
desenvolvidos em distintos contextos internacionais, apresentam tendéncias curriculares e
argumentam abordagens didaticas a adotar no ensino e na aprendizagem das probabi-

lidades em diversos niveis de ensino.
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Num estudo, Ponte e Fonseca (2001) analisaram e compararam as tendéncias
curriculares da estatistica em vigor, em particular as de Portugal, Inglaterra e EUA,
nomeadamente quanto as no¢des basicas de probabilidade nos diferentes niveis de ensino.
Os resultados apontam que é proposta uma abordagem destes conceitos, nos EUA a partir
da segunda fase da elementary school e em Portugal e Inglaterra desde o 3.2 ciclo, para os
alunos aprenderem a quantificar a probabilidade de resultados de experiéncias aleatoérias
simples. Nos curriculos portugueses e americanos, no ensino secundario, sdo referenciadas
a probabilidade condicionada e as distribui¢des de probabilidades, e no portugués dos
ensinos basico e secundario salientam-se metodologias a adotar na lecionacdo das noc¢oes
de probabilidade para os alunos se familiarizarem com a linguagem e usarem conceitos na
resolucao de problemas.

Focados em implicacdes didaticas para a sala de aula, encontramos quatro estudos.
Fernandes (2001) contrasta as intui¢des probabilisticas e cogni¢des de alunos portugueses
do 8.2 e 11.2 anos, verificando que as respostas corretas sdo mais comuns nos alunos do
ensino secundario, que usaram mais estratégias baseadas no conceito de proporgao para
comparar probabilidades, em vez de raciocinios aditivos. Os resultados sugerem valorizar a
interpretacdo frequencista de probabilidade para promover intui¢des probabilisticas
adequadas e, também, a necessidade de salientar os acontecimentos certos e os que incluam
conectivos légicos na sua formulagdo. Carvalho e Fernandes (2005) destacam, em contexto
portugués, usar as orientacdes curriculares nas praticas de ensino da probabilidade, criar
tarefas, e promover intera¢des entre os alunos e o professor, estimulantes nas suas
resolugdes para os envolver nas atividades propostas. Fernandes et al. (2009) também
salientam o, entdo, recente interesse de propor aos alunos a resolucdo de problemas mais
sofisticados com dados reais, e a importancia da simulacdo em probabilidades como fim
didatico recorrendo a recursos tecnologicos, permitindo explorar conceitos de probabili-
dade e inferéncias, desenvolver raciocinios mais intuitivos e abordar situacdes da realidade.
No contexto brasileiro, Kataoka et al. (2014) recomendam propor no ensino fundamental e
médio sequéncias de ensino em que os alunos trabalhem colaborativamente em atividades
ajustadas ao nivel escolar, construam tabelas simples e graficos de barras usando
computador, discutam as diferencas entre situacdo deterministica e experimentacdo
aleatéria, apliquem a lei de Laplace e comparem formas de atribuir probabilidades.

Aspetos didaticos no ensino e aprendizagem das probabilidades sdo também ilustrados
por experiéncias de ensino realizadas com alunos de distintos niveis, nos trés artigos se-
guintes. No estudo de Correia e Fernandes (2007) sdo salientes, no ensino da Combinatéria,
atendendo a sua importancia na area das probabilidades, as estratégias espontaneas com
potencial para a resolu¢do de problemas usadas por alunos portugueses do 9.2 ano. Os

resultados também destacam o potencial didatico do uso de procedimentos sistematicos de
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enumeracdo e o diagrama de arvore, como forma de construcdo de representacdes e
resolucao de problemas, que se revelaram eficazes para as respostas corretas dos alunos.

A integracdo de tecnologia nas metodologias de ensino também é destacada nestes
artigos. No estudo de Batanero et al. (2001), com alunos espanhois no 1.2 ano do ensino
universitario, foi usado o computador como ferramenta didatica para o calculo e represen-
tacao grafica, trabalhando dados obtidos de ficheiros fornecidos e na avaliacao de intui¢des
probabilisticas. Na realizacdo de experiéncias de simulacdo, apoiadas em programas
informaticos, os alunos aprenderam a usar o software, proporcionando-lhes uma experién-
cia estocastica que lhes permitiu adquirir no¢des da distribuicio normal de probabilidade e
ultrapassar dificuldades comuns na transicdo da andlise de dados para a inferéncia. Um
estudo mais recente, de Ramirez-Montes e Henriques (2019), com alunos do 10.2 ano da
Costa Rica, evidencia que o envolvimento dos alunos na resolugdo de tarefas exploratérias
com recurso ao GeoGebra, como metodologia inovadora, facilitou a visualizacdo de
representacdes de conceitos probabilisticos e a exploragdo de quantidades numéricas na
inferéncia e interpretacdo de propriedades, potenciou diversas aprendizagens, nomeada-
mente o raciocinio indutivo, a compreensdo dos conceitos de aleatoriedade e espago
amostral, e a inferéncia de propriedades do calculo de probabilidades.

Adicionalmente, dois artigos com base em experiéncias de formacao, destacam o desen-
volvimento do conhecimento de contetido e didatico de futuros professores do ensino
basico, para terem sucesso nas praticas de ensino das probabilidades. Ortiz e Mohamend
(2014) sugerem, como metodologias de formacdo, propor a futuros professores do ensino
primdario espanhol uma amostra de situagdes experimentais e contextualizadas, represen-
tativas do espac¢o amostral, o trabalho em grupo na identificacdo de conteudos associados
as probabilidades nas tarefas propostas e avaliarem as respostas dadas por alunos as
tarefas, permitindo-lhes adquirir o conhecimento dos conteudos e prepara-los na compo-
nente didatica. Fernandes et al. (2014), centrados na formacdo de futuros professores
portugueses do ensino basico, aconselham o seu envolvimento na resolucdo de questdes
que envolvam a exploracdo da probabilidade condicionada e conjunta, centrais para a com-

preensao do pensamento probabilistico quando se trabalha no contexto de amostragem.

Literacia e raciocinio estatistico

Na area da educacdo estatistica, destacamos diversos artigos publicados na Quadrante
centrados no ensino e aprendizagem. Um deles (Gea et al., 2014) salienta o uso de livros de
texto como um recurso didatico, dando apoio ao professor e ao aluno, determinando o
ensino. A andlise realizada de livros de texto, correspondentes ao curriculo do ensino
secundario espanhol, baseada em definicdes dos conceitos associados a distribuicdo

bidimensional, marginal e condicional, e no tipo de representagdes tabelar e grafica para
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apresentar a distribuicao, permitiu deduzir implicacées para melhoria de livros de textos
futuros e do seu uso na aula por parte dos professores.

A maioria dos artigos foca-se em praticas de ensino e aprendizagem necessarias para o
desenvolvimento de literacia e raciocinio estatistico dos alunos, de distintos niveis de
ensino, dimensdo saliente nos curriculos atuais da generalidade dos paises. Comecamos por
destacar quatro artigos, baseados em experiéncias nos ensinos basico e secundario, que
recomendam o trabalho colaborativo dos alunos e o questionamento do professor em
discussdo coletiva com a turma na resolucdo de tarefas adaptadas ao conhecimento da
estatistica, sobretudo assentes na realidade, para desenvolver formas de questionar,
explicitar conjeturas e justificar argumentos.

Num estudo com alunos brasileiros do 2.2 ano, Corréa e Lopes (2020) debrucaram-se
sobre o contributo do trabalho de projeto, numa turma, no uso da estatistica na investiga¢do
de problemas de situagdes reais e na relagdo dialégico-comunicativa baseada no discurso
interativo num ambiente cooperativo. A investigacdo revelou o desenvolvimento do
conhecimento estatistico dos alunos, incluindo o processo argumentativo, o pensamento
critico e a reflexividade narrativa.

Outros dois estudos com turmas portuguesas do 7.2 ano, realcam estratégias essenciais
para a aprendizagem de conceitos e literacia estatistica (Brocardo & Mendes, 2001;
Carvalho & César, 2001). No primeiro, evidencia-se que os alunos tiram partido da
abordagem das tarefas que envolvem a analise da mediana e média, estabelecendo a relacao
entre dados agrupados e apresentados numa tabela, através de graficos de barras e circular,
conseguindo compreender estes conceitos. Para ultrapassarem dificuldades de analisar,
interpretar e comunicar informacao, as autoras recomendam a organizacdo dos dados reais,
e um trabalho continuado que valorize o raciocinio, a andlise critica de informacdo em
contextos diversos e a discussdo de ideias e processos. O segundo estudo salienta a
potencialidade da exploracdo de situacdes de vida real quando os alunos resolvem
colaborativamente tarefas de investigacdo ou problemas, formulam conjeturas, tiram
conclusées fundamentadas, justificam os seus argumentos, aplicam procedimentos
estatisticos no calculo de média e mediana e passam de um conhecimento instrumental ao
relacional, promovendo-se, portanto, a literacia estatistica.

Também o estudo de Jacob e Doerr (2014), realizado numa turma do ensino secundario
nos EUA, aponta para o desenvolvimento do raciocinio estatistico inferencial informal dos
alunos, quando eles, na resolucdo de tarefas formais de inferéncia estatistica, se envolvem
na recolha de dados e estabelecem uma distribuicdo amostral, explorando e comparando
amostras e tomando decisOes para tirar conclusdes, o que contribuiu para melhorar a sua
compreensdo sobre amostras e a significincia dos valores-p na inferéncia estatistica formal.

Para desenvolver a literacia e raciocinio estatistico dos alunos, as tecnologias, enquanto

recursos privilegiados em contextos de sala de aula, foram destacadas em dois artigos
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focados em diferentes niveis de ensino. No estudo de Lopes e Fernandes (2014), realizado
com alunos portugueses do 8.2 ano, propde-se a realizacdo de projetos envolvendo
investigacdes estatisticas usando tecnologia. Em particular, foi realizada uma corrida com
robots, que permitiu aos alunos recolher dados brutos, organiza-los em tabelas e graficos,
explorar e interpretar diferentes representacdes e tomar decisdes informadas e
fundamentadas para tirar conclusdes e justificar procedimentos. O TinkerPlots, sendo
também um recurso tecnoloégico, é perspetivado noutro estudo, com alunos portugueses do
10.2 ano (Henriques & Antunes, 2014), como uma vantagem para desenvolverem o
raciocinio covariacional, cujo uso confere facilidade para construirem representacdes
graficas significativas e articula-las com dados disponibilizados em cartées, apoiando-os na
identificacdo de mensagens. Os alunos também conseguiram explorar relacdes entre
variaveis e interpretar a tendéncia dos dados, usando as varidveis para realizar inferéncias
que suportaram o seu raciocinio covariacional ao usarem o diagrama de dispersao.
Destacamos também cinco artigos baseados em experiéncias de formacgao que salientam
diversas atividades relacionadas com o conhecimento de estatistica e que contribuem para
o desenvolvimento profissional de professores e futuros professores. Dois estudos, um de
Mendonga e Lopes (2017), com professores do ensino basico, e outro de Arlebick et al.
(2021), com futuros professores do ensino secundario, salientam o envolvimento dos
participantes na exploracdo das tarefas e discussdo de perspetivas sobre modelacdo
matemadtica para integracdo da educacdo estatistica. Ao desenvolverem modelos de
amostragem, usados pelos estudantes, os futuros professores percecionam o raciocinio
destes e aproximam-se da modelagdo matematica como perspetiva pedagégica. O estudo de
Estevam et al. (2017), com professores brasileiros do ensino basico, salienta o seu
empreendimento conjunto centrado na andlise de videos de uma aula de estatistica em
contexto de ensino exploratério, que possibilitou o seu desenvolvimento profissional em
termos da reflexdo, compreensdo, contextualizacdo e justificacdo do conhecimento para
ensinar o pensamento estatistico, privilegiando mudancgas na sua prépria pratica.
Salientamos ainda o estudo de Santos e Ponte (2014), no qual é sugerida como atividade
necessaria para reforcar a formacao de futuros professores do ensino basico (1.2 e 2.2 ciclos)
a realizacdo de investigacGes estatisticas, que contribui para compreenderem o que nelas
estd envolvido e desenvolverem uma perspetiva aprofundada sobre como as conduzir na
sala de aula, de modo a proporcionar aos alunos a aprendizagem de conceitos e
representagoes estatisticas. O estudo de Canavarro e Patricio (2015) reforca a importancia
de, na formacdo de professores do 2.2 ciclo, se investir no dominio da organizacio e
tratamento de dados relacionado com o conhecimento curricular sobre literacia estatistica,
0 que contribui para o desenvolvimento do seu conhecimento didatico e permite

ultrapassar o ensino estrito de tépicos associados ao calculo de medidas estatisticas.
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Conclusoes

Da presente revisdo dos artigos publicados na revista, no ambito da investigacdo sobre o
ensino e aprendizagem de temas matematicos, foi possivel identificar que se destacam, em
termos de incidéncia, o tema da algebra, fun¢des e calculo infinitesimal com o maior niimero
de artigos e o tema dos nimeros com o menor nimero de artigos, embora as diferencas
entre temas nio sejam muito expressivas. Este relativo equilibrio entre os quatro temas,
decorrera, em parte, das op¢des editoriais da revista de publicar nimeros tematicos que
cobrem tais temas.

Focando-nos nos topicos tratados em cada tema, verifica-se que, no caso dos nimeros,
os estudos se centram essencialmente nos nimeros naturais e racionais e, portanto, no 1.2
e 2.2 ciclos, sendo quase inexistente a investigacdo no contexto da educacao de infancia e no
3.2 ciclo do ensino basico e no ensino secundario. No tema da geometria e medida, destaca-
se sobretudo, na ultima década, a investigacdo associada a visualizacao e raciocinio espacial
(Battista, 2007), realcando-se ainda a existéncia de um nimero reduzido de estudos relati-
vos a importante tematica curricular da medida. Ja no tema da algebra, fungdes e calculo
infinitesimal, a investigacdo cobre todos os niveis de ensino, do basico ao superior, e
acompanha a tendéncia da investigacdo internacional no que diz respeito ao pensamento
algébrico, mas é escassa quanto ao pensamento covariacional (Thompson & Carlson, 2017),
muito relevante em diferentes ciclos de ensino, e quanto a aprendizagem das fung¢des no
ensino secundario e ao calculo infinitesimal, este ultimo presente quase exclusivamente na
primeira década da revista. No tema das probabilidades e estatistica, é de assinalar, na
terceira década da revista, um grande aumento de artigos publicados, em especial sobre a
literacia e o raciocinio estatistico em linha com um reconhecimento crescente nas orien-
tagdes curriculares nacionais e internacionais (Bargagliott et al., 2020) sobre a sua relevan-
cia para a formacgao do aluno. No entanto, verifica-se a auséncia de estudos sobre a lingua-
gem e o pensamento probabilistico e a inferéncia informal tem uma reduzida expressao.

Destaca-se também uma presenca limitada da demonstracdo associada ao ensino e
aprendizagem dos temas matematicos, com excecdo dos artigos focados na geometria e,
globalmente, as conexdes matematicas entre diferentes temas tém pouca expressido. No
entanto, as conexodes externas sio afloradas em alguns estudos, surgindo como um elemento
favorecedor das aprendizagens dos alunos de determinados tépicos, nomeadamente, em
estudos com influéncia da matemadtica realista (Gravemeijer & Bruin-Muurling, 2019) ou
mais recentemente no campo da modelagdo matematica.

Uma marca importante da investigacdo publicada na Quadrante sobre a tematica do
ensino e aprendizagem da matematica é o nimero expressivo de estudos que sdo
sustentados por intervencdes em sala de aula, a maioria realizada por professores que
também sdo investigadores e envolvendo apenas uma turma. Assim, como referimos na

introducgao, boa parte da investiga¢io retratada tem um caracter interventivo, verificando-

Quadrante 31(2) 32-62



56 H. Oliveira, F. Mendes, A. Henriques

se, adicionalmente, que é bastante comum os resultados dos estudos envolverem uma
discussdo sobre o sucesso da intervencao realizada, ainda que esta ndo seja o foco do estudo.
Deste modo, a contribuicdo de boa parte dos artigos destaca-se no que diz respeito a
identificacdo de condi¢des que podem potenciar a aprendizagem dos tépicos em causa e
centram-se amiude na compreensdo de processos de aprendizagem no contexto de tais
intervencdes, identificando também dificuldades e obstaculos vividos pelos alunos.

Em associagcdo com tais intervenc¢des em sala de aula, desses estudos sobressaem a
centralidade das tarefas matematicas para promover a aprendizagem dos alunos, assim
como o relevante papel da tecnologia digital e, numa perspetiva dialégica, do
questionamento do professor e dos momentos de discussdo coletiva da atividade dos
alunos. Saliente-se que a tecnologia digital é referida em todos os temas, com exce¢do do
tema nimeros, sendo menos habitual no 1.2 ciclo do que nos anos subsequentes. Apesar da
discussdo que muitos artigos apresentam em torno das condi¢cdes de ensino,
particularmente, das tarefas matematicas propostas nas experiéncias de ensino, verifica-se,
tal como Jones e Tzekaki (2016) referem, que se torna necessaria uma investigacdo mais
sistemdatica, nomeadamente, para analisar quais as suas caracteristicas que sdo
determinantes para a aprendizagem. A esse respeito, nota-se também a necessidade de
estudos longitudinais que possam analisar o efeito das intervengdes realizadas para além
do momento em que estas ocorrem e, desse modo, permitindo perceber a sua contribuicao,
por exemplo, para a aquisicdo de aprendizagens duradouras e minorar dificuldades

identificadas na literatura.

Notas

!Quando se refere o conjunto dos nimeros naturais considera-se que inclui o niimero 0.
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