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Resumo. Este artigo se refere a um estudo de conclusdo de curso, que trata sobre os obstaculos
epistemolégicos revelados na aprendizagem de limites e continuidade de fungées de uma variavel
real. Observamos, na perspetiva de Rezende (2003), Bachelard (1996) e Brousseau (1983), que
algumas dualidades essenciais presentes no desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral
podem estar relacionadas com a resisténcia de um conhecimento anterior, podendo ocasionar erros
ou interpretacdes inadequadas. Portanto, buscou-se responder ao seguinte problema: De que forma
os obstaculos epistemolégicos relacionados a dualidades sdo manifestados na aprendizagem de
limites e continuidade de fung¢des por discentes da Universidade Federal de Pernambuco do curso de
Licenciatura em Matematica? Teve como principal objetivo analisar tais obstaculos epistemolégicos,
relacionando-os as dualidades essenciais. Para isso, adotamos como instrumento de pesquisa um
questionario composto por 6 perguntas abertas referentes a no¢do de limite e continuidade. Com
isso, foi possivel verificar que os estudantes manifestaram alguns equivocos ocasionados por
obstaculos epistemolégicos ligados a limite e continuidade de fung¢des. Essas dificuldades estiveram
relacionadas principalmente com dualidade variabilidade-permanéncia e com a dualidade local-

global, sendo também observadas as dualidades discreto-continuo e finito-infinito. Concluimos,
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entdo, que o modo como os referidos conhecimentos sido construidos pode gerar entraves mani-
festados pelos estudantes.
Palavras-chave: obstaculos epistemoldgicos; limites e continuidade; licenciatura em matematica;

dualidades essenciais.

Abstract. This article refers to a study conducted as part of a graduation thesis, addressing the
epistemological obstacles revealed in learning limits and continuity of functions of a real variable.
We observe, from the perspectives of Rezende (2003), Bachelard (1996), and Brousseau (1983), that
some essential dualities present in the development of Differential and Integral Calculus might be
related to the resistance of prior knowledge, leading to errors or inappropriate interpretations.
Therefore, it sought to answer the following question: In what way are epistemological obstacles
related to dualities manifested in the learning of limits and continuity of functions by students at
Universidade Federal de Pernambuco in the Mathematics Education degree? Its main objective is to
analyse these epistemological obstacles, relating them to essential dualities. To achieve this, we
employed a research instrument consisting of 6 open-ended questions related to the concept of limits
and continuity. Through this, it was possible to observe that students exhibited certain
misconceptions caused by epistemological obstacles associated with limits and continuity of
functions. These difficulties were primarily linked to the duality of variability-permanence and the
duality of local-global nature. Additionally, the discrete-continuous and finite-infinite dualities were
also observed. We conclude, therefore, that the way in which these concepts are constructed can
create hindrances manifested by the students.

Keywords: epistemological obstacles; limits and continuity; mathematics education degree; essential

dualities.

Introdug¢ao

Estudar Calculo Diferencial e Integral é um marco vivenciado por estudantes de alguns
cursos de graduacdo. De repente, nos deparamos com uma variavel que “se movimenta” nu-
ma curva se aproximando de um ponto com uma diferenga “tdo pequena quanto se queira”,
precisamos calcular a taxa de variacdo instantdnea de uma variavel em relacdo a outra, ou
ainda, calcular areas de figuras planas nio muito familiares - “a drea sob a curva”. E razoavel
admitir que essa nova visao das fung¢des na Matematica seja um tanto intimidante para os
estudantes.

Em verdade, a introdugdo ao Calculo! é um momento inicial para entender a Matematica
com um olhar investigativo, explorando as fun¢des de maneira até entdo ndo conhecida. Nos
cursos de formacao de professores de Matematica, o Calculo pode oferecer subsidios teori-
cos para a explicacdo de conceitos e procedimentos da Matematica do ensino basico. Na
estrutura curricular do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de
Pernambuco, a disciplina de Calculo Diferencial e Integral I é o primeiro componente associ-
ado as ideias do Calculo, tendo por objetivo:

Fazer o estudo qualitativo de fungdes reais, estudando limite, derivada e integral de
func¢des, dando destaque a aplicagbes em outras areas da ciéncia e sempre que
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possivel relacionar a disciplina com assuntos vistos no ensino médio, como por
exemplo andlise de grafico e céalculo de areas de figuras planas. (Universidade
Federal de Pernambuco, 2016, p. 45)

Assim, essa disciplina inicial pretende, ao fazer o estudo qualitativo das func¢des reais de
variavel real, possibilitar ao discente relacionar as no¢des de Calculo com os contetudos de
Matematica da educagdo basica. Soma-se a isso a importancia de compreender, a partir
dessas nocdes, os fendmenos de aplicacdo em outras areas da ciéncia.

E importante ressaltar, por outro lado, que para muitos alunos a experiéncia de estudar
Calculo nao é algo positivo. Tal fendmeno pode ser constatado pelos baixos indices de profi-
ciéncia nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, revelando uma existéncia de uma

cultura de reprovacgao, como afirmam Oliveira e Raad (2012):

Apesar da existéncia de bons livros didaticos, de boas praticas pedagdégicas, de
diferentes iniciativas no sentido de diminuir o insucesso dos estudantes em
Calculo: oferecimento de monitorias, revisdo de contetidos de Matematica basica,
diminuicdo do rigor e valorizacdo de aspectos intuitivos e aplicativos, ainda assim
a reprovagdo persiste, permanece como um problema cronico, uma verdadeira
tradicdo. (p. 135)

Acreditamos que essa tradi¢do do insucesso no estudo do Calculo pode estar relacionada
a fatores além dos didaticos ou psicolégicos, conforme aponta Rezende (2003). Questio-

nando os artificios empregados no ensino de Calculo, o autor defende que

0 campo semantico das nog¢des basicas do Calculo tem muito mais a ver com as
nog¢des de “infinito”, de “infinitésimos”, de “variaveis”, do que com “fatoracdo de

» o« » o«

polindmios”, “relagées trigonométricas”, “calculos algébricos”, etc. E bem verdade
que o conhecimento destes ultimos auxilia na ardua tarefa de calcular limites
(derivadas, integrais, etc), mas é exatamente ai que se coloca a nossa primeira
questido fundamental: Qual é o curso de Calculo que se quer? Aquele em que
prevalece a técnica? Ou aquele em que se busca a construcdo dos significados?
Quando se fala de “falta de base”, de que “base” se esta falando? (p. 36)

No Brasil, o Encontro Nacional de Educagdo Matematica (ENEM) acontece de forma
trianual e constitui um acervo influente de pesquisas em Educagdo Matematica no pais.
Analisando os Anais da ultima década do ENEM, constatamos que ndo ha um eixo especifico
direcionado ao debate de obstaculos epistemoldgicos, considerando sua abordagem teérica
especifica. Contudo, podemos verificar que as pesquisas envolvendo as disciplinas de
Céalculo tém apresentado notoriedade em diversos féruns da Educacdo Matematica. Assim,
tomando como referéncia todos os eixos do ENEM, agrupamos estes em quatro categorias
observando as semelhancas de abordagem nas areas tematicas. Tais categorias estdo

explicitadas na Tabela 1, seguinte.
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Tabela 1. Quantidade de trabalhos cujo tema envolve Calculo Diferencial e Integral na tltima
década do ENEM por categoria

Ano Ensino-aprendiza- Curriculo  Alternativas Metodolégi- Recursos tecnolo6-
gem de Matematica cas e/ou avaliativas gicos e didaticos

2013 6 3 3 5

2016 13 1 2 6

2019 9 - 1 7

2022 2 - 1 -

Utilizamos, dentro dessas categorias, uma busca rapida nos titulos e resumos, dispondo
de palavras-chave como “Calculo”, “Limite”, “Funcido” e “Continuidade”. Com a leitura na
integra dos trabalhos encontrados em cada categoria, percebemos que o enfoque das dis-
cussoes tem sido o processo de ensino-aprendizagem e a utiliza¢do de recursos tecnologicos
e didaticos. Todavia, notamos a auséncia de debates centralizados nos obstaculos episte-
molégicos presentes na aprendizagem de Calculo e, especificamente, na aprendizagem de
limites e continuidade de funcodes. Diante disso, acentuamos a importancia da pesquisa
destes obstaculos na academia, em vista da importancia significativa da reflexdo sobre os
conflitos gerados no processo de aprendizagem desse ramo da Matematica.

De uma forma geral, os obstaculos epistemoldgicos na Educagdo Matematica podem ser
entendidos como uma resisténcia originada por um conhecimento anterior que em con-
textos diversos do qual ele foi estabelecido pode se revelar inadequado ou erréneo
(Brousseau, 1983). Esses obstaculos, no ambito do Calculo, podem ser percebidos na pre-
sen¢a de conflitos entre perspetivas na significacdo dos conceitos, explicitados pelo que
Rezende (2003) denominou de dualidades essenciais.

Isto posto, tragamos como o problema desta pesquisa: De que forma os obstaculos
epistemoldgicos relacionados com dualidades sdo manifestados na aprendizagem de limites
e continuidade de fun¢des de uma variavel real por discentes da Universidade Federal de
Pernambuco do curso de Licenciatura em Matematica?

Especificamente, buscamos identificar as dificuldades dos estudantes oriundas de
obstaculos epistemoldgicos envolvendo limites e continuidade de fun¢des de uma variavel
real. Além disso, procuramos identificar a relacdo entre as dificuldades manifestadas pelos

estudantes e as dualidades essenciais no processo de ensino-aprendizagem de Calculo.

Obstaculos epistemoldgicos na Educacao Matematica

Em contextos gerais, define-se um obstaculo como “o que obsta ou impede; estorvo;
impedimento”2. A expressdo epistemologia, por sua vez, significa um “ramo da filosofia que

se ocupa dos problemas que se relacionam com o conhecimento humano, refletindo sobre
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sua natureza e validade”3. As defini¢des anteriores portam um significado que, ao se trans-
por para o contexto cientifico, revelam um campo de estudo que enriquece os debates sobre
a construgao do conhecimento.

A convergéncia entre esses termos pode ser entendida inicialmente através do que

Gaston Bachelard definiu como obstaculos epistemoldgicos:

[...] ¢ em termos de obstaculos que o problema do conhecimento cientifico deve ser
colocado. E nido se trata de considerar obstaculos externos, como a complexidade e
a fugacidade dos fenomenos, nem de incriminar a fragilidade dos sentidos e do
espirito humano: é no 4mago do préprio ato de conhecer que aparecem, por uma
espécie de imperativo funcional, lentiddes e conflitos. E ai que mostraremos causas
de estagnacdo e até de regressao, detectaremos causas de inércia as quais daremos
o nome de obstaculos epistemoldgicos. (Bachelard, 1996, p. 17)

Essas contribui¢des iniciais tiveram grande influéncia na reflexao sobre a construcao do
pensamento cientifico e, no campo da Educagdao Matematica, a conceitualizacdo dos obsta-
culos epistemoldgicos fez surgir diversas pesquisas procurando explicar a causa de dificul-
dades até entdo ndo exploradas sob essa perspetiva.

Diante destas contribui¢des, assumimos que o obstaculo epistemolégico se manifesta
como uma resisténcia de um conhecimento anterior, induzindo interpretagdes erréneas ou
inadequadas dos estudantes frente a um novo conceito. Além disso, obstaculos desse tipo
podem estar associados com a histéria do desenvolvimento da Matematica e a tarefa de
supera-los enseja uma andlise que permita tratar distintamente as dificuldades que por eles

sdo geradas.

Consideracoes sobre a no¢ao de limite e continuidade

Na histéria do Calculo, a no¢do de limite permaneceu por muito tempo indefinida e, com o
desenvolvimento deste conceito, a derivada e a integral passaram a ser definidas em termos
de limite (Moraes, 2013).

Para discutir os conceitos fundamentais de Calculo, é essencial referenciar uma obra
central na area para garantir a confluéncia de ideias. Assim, apresentamos trés definicoes
cruciais para nossas discussdes, que sdo consistentemente abordadas em diversas referén-
cias académicas de Calculo. Recomendamos o livro de James Stewart (2006) para um apro-

fundamento detalhado e exemplos ilustrativos.

1. Limite de uma funcdo: O limite de uma funcio f(x) conforme x se aproxima de um

ponto a é definido como L, expresso por lim f (x) = L, se para cada € > 0, existe um
x—-a

§ > 0talquese0 < [x —a| < §,entdo |f(x) — L| < €. Esta defini¢do é fundamental

para entender o comportamento das fungdes perto de pontos especificos.
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2. Continuidade local: Uma fungdo f(x) é considerada continua em um ponto a se o
limite de f(x) quando x se aproxima de a é igual ao valor definido para a fungao em

a, ou seja, lim f (x) = f(a) (Note que se a fungido ndo estid definida em a ndo
xXx—-a

podemos falar em descontinuidade neste ponto). Isso implica que a funcdo nio
possui descontinuidades pontuais, garantindo uma transicdo suave no ponto a.

3. Continuidade global: Uma fungdo f(x) é dita continua em um intervalo I se for con-
tinua em cada ponto dentro desse intervalo. A continuidade global assegura que a
funcdo mantém seu comportamento suave e conectado através de todo o intervalo

sem interrupg¢oes ou descontinuidades.

Assim, a partir da introducdo do limite no Calculo, obstaculos puderam ser notados
quanto a abordagem de temas relacionados a continuidade e ao infinito, conforme Bell
(1948, citado por Moraes, 2013). Um deles é caracterizar o limite como algo inalcancavel,
partindo da ideia de que a funcao se move em direcdo a um ponto, mas sem necessariamente
o atingir. Cornu (1983, citado por Messias & Brandemberg, 2018) aponta que essa concecdo
pode levar a interpretacdes equivocadas, fazendo com que a aproximacdo seja enfatizada
apenas no eixo das abscisas, sem considerar o valor limite no eixo das ordenadas. Segundo
Messias e Brandemberg (2018), os estudantes podem considerar que o valor do limite sera
sempre igual ao valor da fungdo no ponto, fator este influenciado por uma pratica excessiva
do calculo de limites de fun¢des polinomiais, pelo método da substituicado direta.

Cornu (1991, citado por Domingos, 2003) verifica que conceg¢des anteriores do conceito
de limite sdo formadas antes mesmo do ensino formal. Nesse sentido, como pontua
Celestino (2008), por muito tempo se entendeu que o limite ndo poderia ser atingido. O
autor destaca ainda o obstaculo epistemoldgico relacionado com as noc¢des de “infi-
nitamente pequeno” e “infinitamente grande”, o qual é ainda muito presente na constru¢do
da nogdo de limite.

No que concerne ao conceito de continuidade, Messias e Brandemberg (2015) discutem
as imagens conceituais sobre a relagdo entre o limite e a continuidade de uma funcio, re-
alcando que, no ponto de vista do aluno, a funcao tem seu limite em um ponto a depender
da continuidade naquela regido. Em outra pesquisa referente ao conceito de continuidade
Messias e Brandemberg (2018), com base em algumas consideragdes tedricas, afirmam que
o fato de uma funcao ser definida por partes implica numa concec¢do no aluno de desconti-
nuidade, sendo esse pensamento incentivado pela presenca de assintotas nos graficos das

fungdes.
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Dualidades essenciais presentes no processo de ensino-aprendizagem

do Calculo Diferencial e Integral

Os obstaculos epistemoldgicos que sdo originados em conceitos de Calculo, conforme
aponta Rezende (2003), predizem algumas dificuldades encontradas pelos estudantes. O
pesquisador realizou, em sua tese de doutorado, um mapeamento das dificuldades de
natureza epistemoldgica, evidenciando os macroespacos das dualidades essenciais previs-
tas na aprendizagem do Calculo. Esses macroespacos “ndo sdo estanques e nem constituem
fronteiras bem-definidas, ao contrario, eles se entrelacam e se inter-relacionam
plenamente, sem hierarquia de valores ou graus de subordinacdo” (Rezende, 2003, p. 398).
Discutimos neste capitulo contribuicdes da literatura acerca dessas dualidades, quais sejam:

discreto-continuo, variabilidade-permanéncia, finito-infinito e local-global.

Dualidade discreto-continuo

Numa perspetiva historica, a dualidade discreto-continuo pode ser inicialmente percebida
no debate sobre o problema histérico da medida de grandezas geométricas, sendo estas
intuitivamente continuas, mas tratadas através de procedimentos aritméticos discretos
(Rezende, 2003).

No ambito do Calculo, Brolezzi (1999) afirma que

[...] as ideias iniciais do Célculo tiveram sua origem nas tentativas de compreensao
da relacdo entre o discreto e o continuo, ja desde a visdo estatica grega, quebrada
em parte pela descoberta pitagérica dos incomensuraveis, que deram a largada na
corrida em busca de defini¢des satisfatérias de niimero e infinito. A distin¢do entre
o Repouso e o Movimento fara parte dessa busca. A consideragdo do movimento,
fonte de inquietacdo no tempo de Zeno, acabou por abrir caminho a uma nova
forma de abordar a relagio entre o discreto e o continuo, permitindo a criagdo do
Célculo Diferencial e Integral. (p. 41)

Numa concecdo pedagogica, Rezende (2003) afirma que um distanciamento entre o
discreto e o continuo ocorre desde os niveis mais elementares da educacdo. Ao mencionar
o caso do tratamento aritmético dado as dizimas periddicas e o carater nebuloso dado aos

numeros irracionais, o autor destaca:

[...] a dizima periddica, uma denominacgdo aritmética para as séries geométricas, é
camuflada e “resolvida” aritmeticamente. E, com esta camuflagem, as séries sdo
relegadas a um segundo plano no ensino basico de matematica. E, desse modo,
torna-se inevitavel o hiato entre a representacdo decimal de um ntimero irracional
(discreto) e sua representacdo geométrica (continua). Nesse sentido, seriam inte-
ressantes que se realizassem algumas antecipagdes do bindomio séries/limites no
ensino basico para que houvesse uma problematizacado inicial das dificuldades de
representacdo e definicdo dos niimeros irracionais. [...] O que se quer é oferecer ao
estudante um cenario real das dificuldades da significagido deste conceito, ao passo
que, com esta representacdo, alguns elementos essenciais do pensamento
“diferencial” - como a no¢do intuitiva de limite e as séries — ja pudessem ser
iniciadas. (p. 330-331)
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Nesse sentido, existe uma lacuna presente na relacao entre o discreto e o continuo no
que concerne as representacoes de certos conceitos matematicos. A preferéncia por uma
abordagem em detrimento de outra prevalece ao longo das etapas de escolarizacdo, o que
provavelmente pode conduzir a significacdes equivocadas pelos alunos.

Por sua vez, Zuffi e Pacca (2009), em uma analise sobre a linguagem dos professores do
ensino médio na conceitualizacdo das fun¢des, mostram que a relacdo discreto-continuo
abordada é confusa: “Os graficos continuos eram sempre determinados por um conjunto
muito pequeno de pontos “discretizados”, sem se discutir o que acontecia com as imagens
nos intervalos entre esses pontos” (p. 22).

Com relagdo ao ensino de Calculo, a no¢do de continuidade é estabelecida em termos de
funcao, sendo ela definida localmente através da noc¢do de limite. Quando essa nocdo é es-
tendida para todos os pontos do dominio, o conceito de continuidade é globalizado, no en-
tanto, ndo oferece muito sentido para os estudantes. Assim, o professor recorre a intuicao
geométrica, mostrando que a fungdo é continua quando ndo tem “saltos” ou “buracos”
(Rezende, 2003). Por outro lado, Gutiérrez-Fallas e Henriques (2017) observam que as
concecgodes que os alunos tém sobre continuidade de uma fun¢do deixam de ter sentido na
auséncia da representacdo grafica, os conduzindo a apresentar dificuldades quando a
funcao é definida algebricamente.

Outro caso de uma dualidade discreto-continuo pode ser percebido no uso indiferen-
ciado do Teorema Fundamental do Calculo (TFC) para tratar as integrais, como diz Rezende
(2003). Segundo o autor, o estudo das integrais é uma oportunidade de introduzir a inter-
face entre o discreto e o continuo. Essa interface pode ser percebida nas tentativas de cal-
cular areas de regides planas curvilineas, com aproximagdes sucessivas, induzindo o con-
ceito de integral. No entanto, tratar as integrais demasiadamente pelo TFC leva o aluno a
perceber essa operacdo apenas como uma antiderivada, com um tratamento discreto, igno-

rando uma concec¢do continua do processo.

Dualidade variabilidade-permanéncia

No processo de ensino-aprendizagem do Calculo, o tratamento das fung¢des é o nucleo das
definicoes, propriedades e resolucdes de problemas discutidos na disciplina. A forma como
a definicdo de funcao é estudada prognostica a atitude dos alunos frente a no¢do de varia-
bilidade ou permanéncia de objetos matematicos.

Rezende (2003) atesta que a maneira como o conceito de fun¢do é abordada no ensino

fundamental e médio provoca desvios de natureza epistemologica no ensino de Calculo:

[...] aidéia de funcdo é estabelecida pelos alunos, ndo no contexto da “variabilidade”,

«_n

mas, em termos de uma correspondéncia estatica entre os valores das variaveis “x

e “y”. O grafico da fun¢do é, em geral, “plotado” através de uma tabela em que os
valores “notaveis” sdo escolhidos pelo professor. A curvatura das curvas que
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compdem o grafico da func¢do é, em geral, induzida pelo professor que tenta con-
vencer o aluno, pelo acréscimo de mais pontos, ou mesmo através de um sofisticado
programa computacional, que a Unica possibilidade é a dele - professor. (p. 344)

Logo, o tratamento estatico dado as fung¢des revela que o conhecimento sobre a varia-
bilidade de grandezas fica em segundo plano. Como afirma Rezende (2003), essa ideia de
funcdo nao estd incorreta, pois inclusive é uma das formas como alguns teéricos a con-
ceituam, mas esse caminho vai de encontro a histéria do Calculo, constituindo um obstaculo
epistemolégico significativo a nocdo de interdependéncia entre quantidades variaveis.

Se ndo bastasse o tratamento dado as fun¢des como uma correspondéncia estatica
durante a educacdo basica, no ensino superior essa abordagem perdura, provavelmente
ocorrendo concomitante a um curso inicial de Calculo, agora acrescida de uma formalidade
caracteristica dos cursos superiores de Matematica. Silva e Rezende (1999) apontam que é
na relacdo entre conjuntos ou na correspondéncia entre seus elementos que reside,
preferencialmente, a conceitualiza¢io das fun¢des no ensino superior: “E a idéia de que a
cada elemento x de um conjunto A se associa um Unico elemento f(x) de outro conjunto B,
segundo uma relacdo definida de A em B. Esta interpretacdo é estatica e tem um carater
mais formal que as demais” (p. 32).

Considerando que essa conceitualizagdo, e apenas esta, seja feita num momento em que
se pretende preparar os alunos para adentrar em conceitos de limites e derivadas, tal pro-
cesso pode fixar o olhar dos alunos para o Calculo sob um viés algébrico. Esse viés é refor-

cado nos conceitos de derivada e integral definida.

Com efeito, com o descolamento da dualidade discreto/continuo do conceito de
integral, estimulado principalmente pelo uso do Teorema Fundamental do Calculo,
o ato de integrar é identificado pelo aluno ao ato de encontrar a antiderivada da
funcdo do integrando. [...] Jano que toca ao conceito de derivada o problema é muito
mais sério. [..] Interpretd-la tdo somente como “coeficiente angular da reta
tangente” significa ignorar o problema historico essencial da “medida” instantanea
da variabilidade de uma grandeza [...]. (Rezende, 2003, p. 350)

Logo, caracterizar a integral meramente como uma antiderivada, ou impor a derivada
uma interpretacdo unicamente geométrica - “o coeficiente angular da reta tangente” - lan-
¢ando mao de uma exaustiva apresentacdo de técnicas de derivacdo e integracdo, talvez
explique porque lidar com atividades envolvendo um sentido aplicado dos conceitos, por

exemplo, parece ser uma tarefa ardua para muitos alunos de Calculo.

Dualidade finito-infinito

A nocdo de infinito ndo é uma construcdo de facil assimilacdo. Perguntas sobre o quio
grande é o universo, ou como podemos contar grandes quantidades, sdo indicios da discus-
sdo sobre a dualidade finito-infinito. Na Matematica, o infinito se revela em diversos mo-

mentos, seja no conceito de retas e planos, ou nas nogdes de limites e séries.
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Em verdade, o conceito de infinito se manifesta como um obstaculo na Matematica, tendo
sua conceitualizacdo passado por mudangas e ruturas. Siqueira e Lorin (2020) relatam que,
numa visdo historica, as primeiras discussdes sobre o infinito mostram que o termo teve um
significado de algo potencial, isto é, “uma ideia de infinito que nao tem fim, e que servia
exclusivamente como um qualificador de uma acdo” (p. 556). O conceito potencial do in-
finito, contudo, ndo é estendido totalmente ao conceito de infinito atual. Este é encarado
como um objeto da matematica, como fez Bernhard Bolzano na sua introdug¢io dos conjun-
tos, sendo Georg Cantor o responsavel por consolidar a no¢do de infinito atual, constituindo
critérios para diferenciar conjuntos infinitos conforme sua cardinalidade (Siqueira & Lorin,
2020).

Rock (2003), citado por Siqueira e Lorin (2020), revela que os obstaculos manifestados
pelos alunos em relacdo a nog¢do de infinito sdo reflexo dos obstaculos epistemolégicos
encontrados no desenvolvimento histérico do conceito. Sierpinska (1987, citado por
Rezende, 2003), por exemplo, indica que nos estudantes predominam atitudes finitistas ou
de infinito potencial.

Rezende (2003) aponta 4 niveis de significacdo da nocdo de infinito dado pelos alunos,
relevando algumas semelhangas com a histéria da compreensdo do termo, sendo eles:
“infinito como algo que ndo tem fim; infinito como algo incontavel; infinito como algo
ilimitado; infinito como forma indeterminada” (p. 360).

Ademais, um carater ingénuo com que os estudantes lidam com as operacdes infinitas é
observado por Rezende (2003). Ao tratar sobre séries, por exemplo, surgem nos alunos sen-

timentos de estranheza e submissao as solugdes e técnicas impostas:

[...] esse sentimento de impoténcia por parte dos estudantes é fruto mais uma vez
da formacdo matematica passiva que receberam. Obedecem aos “rituais
consagrados” e as “convencdes matematicas” estabelecidas no processo peda-
gbgico, aprendem a “jogar o jogo sintatico” do ensino da matematica - se A entio B
- e ignoram o significado daquilo que fazem ou aprendem. (p. 364-365)

Ja no que diz respeito ao tratamento das indeterminacdes matematicas, Rezende (2003)
percebe que os alunos transferem as propriedades conhecidas no “finito” para o calculo dos

limites.

[..] pode-se perceber nas atitudes dos estudantes uma simplificacdo ingénua do
calculo dos limites. Nao reconhecem as situacdes de indeterminacao presentes em
cada um dos limites e procuram traduzir e “resolver” as indeterminagdes através
de uma espécie de algebra do infinito. O interessante é que o infinito, que “ndo é
nada”, ou “é apenas um simbolo matematico”, passa a se comportar agora como um
numero. (p. 366).

Portanto, podemos perceber que, na dualidade finito-infinito, soma-se a dificuldade de

dar sentido ao conceito o fato de haver uma confusdo na abordagem de operagdes que
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envolvem uma concecdo de infinito. Ndo é de espantar essa atitude, considerando todo o

questionamento histérico do que € o infinito - dentro e fora da Matematica.

Dualidade local-global

A dualidade local-global é um marco recente na histéria do Calculo. Rezende (2003) afirma
que essa dualidade ndo apareceu efetivamente na invencao do Calculo, indicando que
Newton e Leibniz, por exemplo, ndo faziam uma distincdo entre o local e o global.

Sobre isso, o pesquisador apontou dois fatores que explicam essa auséncia: “uma pri-
meira relacionada ao bom comportamento das curvas frequentemente utilizadas nos
calculos de Newton” e “faltavam aos matematicos dois conceitos fundamentais que
pudessem vislumbrar a intima relacdo da dualidade local/global com o Calculo que aca-
bavam de ‘inventar’: a nocdo de limite e o conceito de fungdo” (Rezende, 2003, p. 376).

Sobre o conceito de fun¢do e sua relacdo com o transito local-global, Olimpio Jinior
(2006), acerca da afirmagdo de que a definicdo formal de funcdo é um tanto estéril como
também abstrata, argumenta:

[...] no contexto do Ensino Médio, o foco esta localizado na exploracao global das
chamadas func¢des elementares. Como sdo inexistentes (ou sdo poucas) as singu-
laridades nessas fungdes e o foco é global, uma exploracao mais atenta aos compo-
nentes da defini¢do de fun¢ao ndo seria recomendavel, até porque o tempo sequer
é suficiente para que as proprias fun¢des elementares sejam completamente
exploradas. Além disso, questdes de limite, continuidade e diferenciabilidade nao
sdo usualmente tratadas neste contexto. [...] se o foco sobre o conceito de fun¢do no
Ensino Médio é global e os conceitos locais de limite, continuidade e

diferenciabilidade ndo sdo ali estudados, qualquer exploracido local do conceito
tornar-se-3, de fato, estéril. (Olimpio Junior, 2006, p. 210-211)

No entanto, no contexto do Ensino Superior, os conceitos locais devem ser trabalhados,
do contrario, prejudicaria o desenvolvimento do estudante (Olimpio Junior, 2006). No
tocante a isso, Rezende (2003) explica ainda que a dificuldade em lidar com a dualidade
local-global esta associada a maneira como ocorre a passagem de uma perspetiva para
outra, e isso acontece com destaque no estudo das derivadas.

[...] pode-se dizer que a significacdo do conceito de derivada em um curso normal
de Calculo se estabelece em dois caminhos distintos: uma inicial, estabelecida no
nivel tedrico pelo professor, que parte da defini¢io local de derivada para estendé-

la de forma “natural” para seu estado global; o outro, influenciado pelas técnicas de
derivagdo, que realiza o caminho inverso. (p. 384)

O que se observa entdo é que além de uma abordagem infima ou inexistente de uma
perspetiva local das fung¢des na escolarizagio basica, existe um tratamento global para os
principais resultados no ensino de Calculo, associado ao uso imediato de técnicas de deri-

vagdo, o que pode originar as dificuldades relativas a dualidade local-global.
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Percurso metodolégico

Em harmonia com Gil (2008) e considerando os objetivos do presente estudo, que é de iden-
tificar as dificuldades dos estudantes em limites e continuidade de fun¢ées, bem como rela-
cionar as referidas dificuldades as dualidades segundo Rezende (2003), o percurso meto-
dolégico pode ser caracterizado do tipo exploratorio e interpretativo. Quanto aos procedi-
mentos, foi feito um estudo de campo, em que foi aplicado um questionario (contendo ques-
toes de Calculo) aos estudantes da disciplina de Calculo Diferencial e Integral I, assumindo
uma abordagem qualitativa.

Para corresponder aos objetivos especificados anteriormente, delimitamos como parti-
cipantes da pesquisa os estudantes da Universidade Federal de Pernambuco do curso de
Matematica-Licenciatura, matriculados na disciplina Calculo Diferencial e Integral I do pri-
meiro semestre letivo do ano de 2022. Nesta disciplina havia 43 estudantes matriculados,
contudo no dia da aplica¢cdo do questionario, ao final da primeira unidade, apenas 28 parti-
cipantes estavam presentes na aula. De forma a assegurar o anonimato, nos referimos aos
discentes a partir do codigo C1, C2, .., C28, de forma aleatéria, sem qualquer relacdo logica
que possa os identificar.

A disciplina foi ministrada com uma abordagem no formato remoto, sincrono e via Meet,
devido a pandemia da COVID-19, onde a docente utilizou o microfone e a camara do seu
celular para transmitir o desenvolvimento de todo o contetdo por escrito e os audios das
explicagdes. No dia da coleta dos dados, na primeira parte da aula, a docente realizou uma
revisdo dos tépicos contemplados nas perguntas do questionario. O segundo momento com-
preendeu a aplicagdo do questionario com os estudantes presentes na aula, onde os estu-
dantes resolveram as questdes detalhadamente por escrito, tiraram foto e enviaram para o
e-mail da professora. O instrumento de coleta de dados foi estruturado por um questionario
composto por 6 questdes abertas envolvendo a nocio de limite e continuidade de fungdes
de uma variavel real.

Na primeira questdo, exposta na Figura 1, solicitamos que o estudante expresse o signi-
ficado da equagdo que contém o limite de uma funcdo. A partir das respostas, esperamos
identificar que dualidade pode estar presente no pensamento acerca do significado de limite
de forma geral, sem necessariamente ser explicita uma funcdo definida por uma lei de for-
macgao.

1- Explique com suas palavras o significado da equagdo lirr21 f(x) =5.
xX—

Figura 1. Questdo 1 do questionéario

Na segunda questao, exposta na Figura 2, solicitamos que o estudante calcule o limite, se
o limite existir, de uma funcio algébrica. Nesta questio, objetivamos verificar como os dis-

centes lidam com o limite de uma funcdo que, recorrendo-se a uma substitui¢cdo direta,
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resulta em uma indeterminacdo. Assim, pretendemos perceber que obstaculos podem estar
sendo enfrentados na escolha por um método de resolugao.

24,

. X“+x L L
2- Calcule lim ————, se o limite existir.
x—>2 X—2

Figura 2. Questdo 2 do questionario

Conforme a Figura 3, a terceira questdo ndo é referente diretamente a nogao de limite,
mas com ela pretendemos observar quais sio as possiveis dualidades relacionadas a dificul-
dade em expressar graficamente uma fungdo por partes, uma vez que com este tipo de
funcao é possivel discutir a no¢do de continuidade.

1
- < )——=,sex # =2
3- Esboce o grafico da funcéo 4§ x+2

1,sex =-2

Figura 3. Questdo 3 do questionario

Na quarta questao (Figura 4), é solicitado que os estudantes encontrem o limite de uma
funcdo na qual a varidvel x assume valores muito grandes. Visamos notar qual a atitude
diante de operacdes envolvendo o infinito e, com efeito, que dualidades relacionadas com

obstaculos na resolucdo da questio podem estar sendo manifestadas.

4- Encontre lim Vx2 +2 — x

X —>00
Figura 4. Questdo 4 do questionario
Na quinta questao (Figura 5), a partir de uma fun¢do dada pela lei de formacao e, expli-
citando o dominio, solicitamos que o discente discuta sobre a continuidade. O objetivo deste

item é perceber que obstaculos os estudantes podem estar enfrentando diante de um viés

local dado uma funcgéo real.
1
5- Seja f: RT — {[0,1]} — R uma fung¢io definida por f(x) = —1 f € continua? Justifique.

Figura 5. Questdo 5 do questionario

Por fim, na tltima questao (Figura 6), propomos identificar como se revelam as dualida-

des na discussao sobre continuidade a partir da fun¢do dada e do seu grafico.
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6- Abaixo encontra-se o gréafico da funcdo f(x) = tanx. O que podemos afirmar
sobre a continuidade de f?

Figura 6. Questdo 6 do questionario

Para realizar a andlise das producdes dos estudantes, buscamos em Cury (2007)
direcionamentos sobre as respostas dos alunos na perspetiva da andlise de erros. Segundo

a autora:

Na andlise das respostas dos alunos, o importante ndo é o acerto ou o erro em si -
que sdo pontuados em uma prova de avaliacdo da aprendizagem -, mas as formas
de se apropriar de um determinado conhecimento, que emergem na producio
escrita e que podem evidenciar dificuldades de aprendizagem. (p. 60)

Apbs a etapa da coleta das resolucdes da atividade, fizemos um levantamento quantita-
tivo por questdo, a fim de verificar a quantidade de respostas obtidas. Entre aqueles que
conseguiram dar alguma resposta aos quesitos, procuramos identificar os caminhos per-
corridos até chegar a resposta final e os argumentos utilizados. A partir dos erros identifi-
cados foi localizado cada obstaculo epistemolégico e sua relagdo com as dualidades discuti-
das por Rezende (2003).

A partir dessa perspetiva, nos interessa nesta pesquisa verificar a maneira como os
estudantes se apropriaram do conhecimento matematico para responder aos questiona-
mentos. Portanto, a partir da producdo escrita dos participantes, dificuldades de aprendi-
zagem foram reveladas e, dentro dos objetivos deste trabalho, associadas aos obstaculos

que as originaram e as possiveis dualidades presentes no desenvolvimento do Calculo.

Analise e discussao

Inicialmente, apresentamos o grafico da Figura 7 com a quantidade de respostas obtidas

entre os 28 participantes desta pesquisa por questao.
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Figura 7. Grafico com a quantidade de respostas obtidas por questio (n = 28)
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As questdes de 1 a 4 apresentaram alto indice de respostas produzidas, sendo a primeira
questdo respondida por 100% dos discentes. Por outro lado, as questdes 5 e 6 tiveram as
menores taxas de respostas obtidas, com apenas metade do numero de participantes. Isso
esta relacionado, provavelmente, com a dificuldade em lidar com a fungdo trigonométrica

sob um ponto de vista diferente daquele experienciado na educacio basica:

As maiores dificuldades apresentadas pelos alunos da-se no estudo analitico da tri-
gonometria, e uma delas é a ndo diferenciacdo que antes, no tridngulo retangulo
tinha um significado e agora apresenta outro foco. Evidencia-se exercicios mecani-
cos nas resolucdes de equagdes e inequagdes com nenhuma contextualizacdo, nao
familiarizacdo com as férmulas, dificuldade na interpretacdo de situacdes proble-
mas, como também énfase em atividades relacionadas a identidades trigonométri-
cas (Nascimento, 2013, p. 4).

Some-se a isso o fato de haver uma abordagem local da fungio sob o ponto de vista de
suas caracteristicas intrinsecas, mas ignoradas nessa etapa de escolarizacdo, como o estudo
do dominio, imagem e paridade de fungdes, sobretudo as peridédicas. A seguir, analisamos

as respostas dadas por cada questio.

Andlise da questao 1

Ao expressar a ideia sobre limite através da expressdo dada, alguns estudantes manifes-
taram concecoes relacionadas a uma perspetiva estatica. Nas Figuras 8 e 9, apresentamos

um recorte das respostas fornecidas pelos estudantes C2 e C16, nessa ordem.
T 0 Gmik 1&:#;—1 _andm— -_;LA..}eL.\LgunL

e

Figura 8. Resposta do estudante C2 a questdo 1
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Figura 9. Resposta do estudante C16 a questao 1

Percebemos que o estudante C2 apresenta uma visdo estatica com relagdo aos eixos 0X
e 0Y. O estudante C16, por outro lado, deixa bem clara uma nog¢ao de proximidade com
relacdo ao eixo OX, mas uma nocao estatica no eixo OY. O ultimo estudante mostra ter mais
proximidade com a percec¢do variacional, no entanto, ainda mostra distancia para o conhe-
cimento formal de limites. Acreditamos que essa concecdo esteja relacionada a um obs-
taculo relacionado a dualidade variabilidade-permanéncia na nog¢do de funcio, que em sua
introducdo é vista como uma correspondéncia estatica entre os valores de x e y (Rezende,
2003).

Outros estudantes, como seja o exemplo de C1 (Figura 10), apenas interpretam a

expressdo em sua traducdo literal:

B 0 dmeds dF o) quumde x —> a A ssud oS

Figura 10. Resposta do estudante C1 a questao 1

Essa traducdo literal parece-nos indicar a dificuldade do aluno em atribuir um signi-
ficado para o limite. Acreditamos que, na tentativa de simplificar expressdes polinomiais
para poder aplicar a substituicdo direta do ponto de aproximacao, a no¢ao de limite pode
ser confundida com a imagem da fun¢do naquele ponto.

Outras formas de se expressar para responder a primeira questao puderam ser notadas
na andlise das respostas dadas pelos estudantes. O participante C21 langou mao da repre-
sentacdo da grafica (Figura 11) para apresentar a no¢do de limite, dando indicios de que
tem uma compreensao mais abrangente, o que pode ser constatado pela presenca de setas
indicando aproximacdo dos pontos por ambos os lados, no eixo das abscissas e no eixo das

ordenadas:

—

Cf,\f;/() (v '-AQJ}JV‘OG:-/O M/k&\_
/ Corr _‘X:/\/\_UJ‘A Lo A Yorernces

oea, \o U vDaea J’va&mdu_.

— 01 &
f
o

Figura 11. Resposta do estudante C21 a questio 1
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E interessante notar que C21 leva em consideragio o fato de que a fun¢do nio esta
possivelmente definida em x=2, mas afirma que isso acontece caso a funcdo seja continua
nesse ponto. Por sua vez, C26 (Figura 12) recorre a atribuicdo de valores muito préximos
de 2, de forma a obter valores muito préximos de 5, demonstrando uma percecao dinamica

do conceito de limite:

awxg?[(x)ﬁﬁwwawdn'mw%j
¥Col> ,  AYmPR %umﬁtmﬁﬂuxemﬁmdgxwmm ik pres -
Wdaddmfmnmmd&ommompwgmow
oetiron dre  Limcs , romon rum a2

bx: RBm. 2t 3

XD

_x.__\ 3.5 ‘ 3,9 t 3,39 ‘J,QQS
() y 4.9 Y393 1.900 B

macnaitify- 5,

Figura 12. Resposta do estudante C26 a questao 1

E de notar que o estudante considerou o limite em apenas um dos lados, com valores
menores do que 2, sem nada afirmar sobre os valores muito préximos de 2, mas maiores do
que 2. Chama-se atencdo para o fato de que o participante enfatiza que os valores se
aproximam, “sem ser dois”, obtendo-se valores muito préximos de 5, “mas sem ser ele”.
Assim, deixa ddvidas se o limite pode ser atingido ou ndo, numa interpretacdo de que se o
ponto de aproxima sempre, em conformidade com os resultados obtidos por Cornu (1981,
citado por Celestino, 2008) e Messias & Brandemberg (2018).

0 que se destaca nesta primeira questdo é que, na maior parte, a dualidade variabilidade-
permanéncia se manifesta quando os alunos se debrugam sobre a nog¢ao intuitiva de limite,
em alguns casos demonstrando-se o limite como atribui¢cdo de um valor fixo, e ndo como o
comportamento da fung¢do nas vizinhangas de um ponto dado, sendo certamente um ves-

tigio da relagdo estatica entre x e y descrita nas funcdes (Rezende, 2003).

Analise da questao 2

A segunda questdo muito possivelmente é familiar aos participantes, fato este evidenciado
pela alta taxa de respostas dadas que, em sua maioria, foram obtidas a partir da mani-
pulacao algébrica para “fugir’ da indeterminacao.

Destaca-se o caminho para encontrar o limite feito pelos participantes C13 (Figura 13) e
C19 (Figura 14), que estimaram os valores para os quais f(x) se aproximava, a medida que

x se aproximava de 2.
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Figura 13. Resposta do estudante C13 a questao 2

x x2+x—6 Resultado
x—2
1,99 1,992+ 1,99 - 6 4,99
1,99 — 2
2 224+2-6 2
2—-2
2,01 2,012 42,01 -6 5,01
2,01 -2

Figura 14. Resposta do estudante C19 a questio 2

E pertinente ressaltar que C13 e C19 também escolheram caminhos semelhantes para a
primeira questdo, utilizando aproximacoes. As demais respostas, em sua maioria corretas,

foram obtidas através da fatoracdo de polinémios, como vemos na Figura 15.

S x*4x-6

X—=2 X — L

Sunptfrcounddi Dornn, x #2)-x - )g;iv:.lxn-g _ Qs 2¥5=3

-2
x-ba A

O Lk sxnte C’@.

Figura 15. Resposta do estudante C3 a questao 2

Portanto, nesta questdo, percebemos que grande parte dos estudantes conseguiu encon-
trar a resposta correta. Ndo identificamos diretamente um obstaculo e, com efeito, uma dua-
lidade relacionada a este item, mas possivelmente o uso recorrente da substituicdo direta
pode-se mostrar como um entrave ao significado de limite de uma func¢do, como visto na

questado 1.
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No estudo do calculo de limites, observamos que os alunos frequentemente adotam abor-
dagens distintas que refletem diferentes aspetos da matematica. Uma abordagem popular é
a algébrica, que se baseia no seguinte teorema: se duas funcgoes f(x) e g(x) sdo iguais em
todos os pontos de um intervalo aberto em torno de a, exceto possivelmente no préprio a,

eambos os limites lim f (x) e lim g (x) existem, entdo esses limites sdo iguais. Este teorema
xX—a x—a
é crucial ao simplificar expressdes como lirrzl(x2 +x—6)/(x —2)para lirrzz x+ 3 =5,uma
X— xX—

vez que a funcdo original e a simplificada sao idénticas em todos os pontos proximos de 2,
exceto no proprio 2.

Por outro lado, a abordagem analitica se apoia no conceito de convergéncia de
sequéncias: se x, é uma sequéncia que converge para a e f(x) tem limite L em a, entdo

lim f (x,) = L. Esta forma de analisar foi observada nos alunos que substituiram uma se-
n—-oo

quéncia de valores proximos de 2 que permite inferir uma concepg¢do mais dindmica do que
é um limite.

A combinacdo dessas abordagens fornece uma compreensao robusta dos limites, per-
mitindo aos estudantes niao apenas resolver problemas especificos, mas também apreciar
as diversas maneiras pelas quais a matematica modela e resolve questdes. E imperativo que
os alunos sejam familiarizados com esses métodos para desenvolver uma perspetiva
completa do Calculo. Se por um lado a abordagem algébrica é mais pratica e é o que normal-
mente se aprende nas disciplinas de Calculo, a abordagem a partir de sequéncias é mais
intuitiva na medida em que da uma compreensio ‘dindmica’ de estar se aproximando,
simultaneamente, dos valores em OX e do limite. Para um aprofundamento teérico e pratico

desses conceitos, o livro “Curso de Analise” de Elon Lages Lima (2004) é recomendado.

Andlise da questio 3

Na analise da terceira questdo, percebemos a dificuldade dos estudantes em lidar grafica-
mente com uma fun¢io definida por partes. Muitos recorrem a atribuicdo de pontos nota-
veis para o esbogo do grafico e, mesmo assim, encontram dificuldades para compreender o

comportamento da fungio entre esses pontos. Observa-se essa situagdo nas Figuras 16,17 e 18.

Repa esenlogdn gragien .

AP

Figura 16. Resposta do estudante C13 a questdo 3
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e

Figura 17. Resposta do estudante C18 a questao 3
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Figura 18. Resposta do estudante C16 a questio 3

Consoante a observacao de Zuffi e Pacca (2008), a relacdo entre o discreto e o continuo
se mostra confusa, como é evidente na escolha dos pontos para o esboc¢o do grafico de C13,
C18 e C16. Além disso, uma relacdo entre as dualidades discreto-continuo e finito-infinito
pode ser observada no comentario do estudante C16, quando o mesmo afirma que tem
dificuldade para elaborar graficos “quando tendem ao infinito” e aponta que nao sabe como
seria o grafico em outro “ponto”, ao se referir a parte da fun¢do definida como 1/(x + 2)

quando x # 2.

Analise da questao 4

Na quarta questdo, notamos que grande parte da dificuldade dos estudantes foi lidar com
limites envolvendo radicais. Sabendo que tanto Vx2 + 2 quanto x sio grandes, quando x se
torna grande, é necessario manipular algebricamente a funcdo. Ainda assim, mesmo aqueles
que demonstram certa familiaridade com manipulacdes algébricas, operam incorretamente
com a no¢ao de limites no infinito.

Nas Figuras 19 e 20, os estudantes C4 e C10, respetivamente, substituem a variavel inde-

pendente pelo infinito, num tratamento semelhante aquele dado aos niimeros.

7T B Yy

X 5B oQ

Qe od k= o
X~ 0o
Z\\/V\/L \/_&_d‘{ — -
xX =N o -

Figura 19. Resposta do estudante C4 a questao 4
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Figura 20. Resposta do estudante C10 a questdo 4

Caso similar ocorreu com o estudante C22 (Figura 21), que multiplicou o numerador e o

denominador pelo conjugado radical, mas, ao fim do processo, substituiu o x pelo infinito:

A9 B Al %ea-t i -x Uy = rrasx o 9

y Ar P 7 ‘\;’T‘:,-"w-"& /7 AT +9 + ¢
2 2
e <+

/_1_;_{_.,,2.2»,. l—\/ifo‘? ”‘TO

Figura 21. Resposta do estudante C22 a questao 4

Esse tratamento de resolver indeterminacdes, utilizando uma “algebra do infinito”, é
discutido por Rezende (2003), quando este afirma ser a dualidade finito-infinito a origem
de grandes obstaculos no Calculo. Essa visdo de Rezende fica clara, ao observarmos que os
caminhos utilizados pelos estudantes nos limites no infinito foram analogos aqueles utili-

zados para resolver a segunda questao.

Andlise da questao 5

A quinta questio gerou grande dificuldade entre os estudantes, devido a notagio f: R*~191=R que
especificava o dominio da fun¢io fornecida. Entendemos que essa dificuldade tem origem
na maneira como a fungio é apresentada, muitas vezes se utilizando de uma lei de formacao,
geralmente polinomial, que é continua em todo o R. Uma funcdo racional, por sua vez, é
continua em seu dominio.

Na Figura 22, destacamos a resposta do aluno C15 que, semelhante a outros participantes
que responderam a questio, ndo compreendeu o dominio da fun¢do dada, ademais, conclu-
indo que a mesma é continua. Para isso, recorre a defini¢ao de continuidade, isto é, fé continua

emase lim f (x) = f(a), mas, ao mesmo tempo, utiliza um nimero fora do dominio de f.
x—-a

5 e e
f xi"ﬁ/

*é?7*—ﬁ—J

- v o112 L=
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Figura 22. Resposta do estudante C15 a questio 5
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Assim, a dificuldade em interpretar a notagdo se revela como uma dificuldade conceitual.
Nao identificamos nesta questdo indicios da dualidade local-global, ou de outra dualidade,

descrita por Rezende (2003).

Analise da questao 6

Na ultima questdo da pesquisa, também trabalhamos a no¢do de continuidade, desta vez
utilizando uma representagio grafica da funcdo f(x) = tan(x), sem especificar o seu domi-
nio. Como na questdo 5, parte consideravel dos participantes ndo conseguiu encontrar uma
resposta. Entre aqueles que conseguiram, é perceptivel que os estudantes discutiram a
continuidade sem levar em consideragdo o dominio, com um olhar global sobre a funcao.

Na Tabela 2, trazemos um recorte de algumas respostas dadas na questdo 6.

Tabela 2. Registro de respostas obtidas na questio 6

Estudante Resposta

Analisando o grdfico, vejo que as linhas que cruzam o eixo x seguem uma sequén-

4 cia de 3 em 3 e sdo paralelas entre si.

C10 Néo é continua pois o grdfico estd incompleto.

C21 Eu acho que f ndo é continua em x porque ndo segue o padrdo das outras funcées.
C24 A partir desse grdfico podemos afirmar que a fungdo néo é continua.

c28 A funcdo f segue caminhos onde a funcéo ndo existe, sGo chamados de assintotas.

0 estudante C24 apenas afirma que a fun¢do ndo é continua a partir da visualizacao do
grafico. Respostas semelhantes a essa foram encontradas em outros participantes, o que
entendemos ser causado por um obstaculo relacionado a dualidade local-global (Rezende,
2003; Olimpio Junior, 2006). J& os estudantes C4, C10 e C21 tém interpretacdes semelhan-
tes, e demonstram nao conseguir identificar a continuidade em fung¢ées diferentes daquelas
com comportamento grafico “padrao”. Faz-se relevante observar a resposta dada por C28,
o qual afirma que a fun¢do segue caminhos onde ela ndo esta definida, sem nada afirmar
sobre sua continuidade. Ao mencionar que esses caminhos sdo chamados de assintotas, in-
fere-se que o estudante tem consciéncia de que a fun¢do nao estd definida em certos pontos,
o0 que poderia ser utilizado como argumento para discutir a continuidade de f.

Olimpio Junior (2006) enfatiza que esse tratamento global é um obstaculo epistemoldgi-
co a nogdo de continuidade, surgindo entdo dificuldades em interpretar localmente as fun-
¢oes no Ensino Superior. Como pontua o autor, na etapa da educacgao basica, as fungdes dis-
cutidas sdo em sua maioria polinomiais, com um tratamento global por meio de represen-

tacdo grafica.
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Analise final

Como observado no Gréfico 1, o maior indice de respostas foi verificado nas questoes 1, 2 e 4.
Apesar de um alto nimero de respostas dadas, pudemos perceber alguns erros cometidos pelos
estudantes ao se referirem ao limite de uma funcdo. Na questdo 2, esses erros em sua maioria
sdo oriundos da dificuldade conceitual em simplificagdes de expressdes algébricas. Alvarenga
(2013), em seus estudos envolvendo expressdes algébricas, ressalta que muitos destes erros
sdo de natureza mecanica, cuja génese estd, ndo s6 mas também em processos algoritmicos.

Na questdo 5, dificuldades conceituais puderam ser observadas, visto que grande parte dos
estudantes ndo conseguiu afirmar nada sobre a continuidade da funcao, provavelmente por
ndo terem conseguido interpretar a notacado matematica apresentada. Silveira (2015) afirma,
a este respeito, que a interpretacdo de textos matematicos requer o conhecimento do voca-
buldrio matematico que esta diretamente relacionado ao nivel de aprendizagem de conceitos.

As pesquisas de Tall e Vinner (1981) apontam que a imagem que os alunos tém do
conceito de fungdo nem sempre compreende a amplitude de sua definigdo formal, fato que
pode ser evidenciado na resolugao das questdes 1 e 4, onde os erros cometidos estdo mais
ligados a obstaculos ao conhecimento de fun¢do na perspetiva do Calculo, a exemplo do
tratamento estatico dado as func¢des - dualidade variabilidade-permanéncia - e a no¢do de
infinito fincada no olhar algébrico - dualidade finito-infinito.

O conhecimento anterior de temas como intervalos reais, conjuntos numéricos, relagdes
e funcoes, obtido na educagao basica, se mostra entdo resistente, figurando como um obsta-
culo a aprendizagem de limite e continuidade. Grande e Pires (2016) enfatizam que o refe-
rido obstaculo esta relacionado com a forma como os estudantes aprenderam, se restrin-
gindo a manipulagdes técnicas, regras e algoritmos memorizaveis, sem necessariamente
buscar diferentes tipos de representacdo para um mesmo objeto matematico. Isto foi
percebido na resolugdo da questdo 3 - a dificuldade em esbocar o grafico de uma funcao
definida por partes - bem como na questdo 6, na qual a representacao grafica da funcido
gerou entraves e erros cometidos nas respostas dos participantes desta pesquisa, o que
aponta a manifestagdo da dualidade local-global.

Assim, pudemos constatar que existem obstaculos de natureza epistemoldgica a nogao
de Limite e Continuidade relacionados a algumas dualidades essenciais expostas por
Rezende (2003). Essas dualidades nos permitiram observar que ndo apenas dificuldades
“técnicas”, como fatoracdo de polinémios, conhecimento de conjuntos, esbogo de graficos,
entre outras, se fazem presentes na aprendizagem de Calculo. A maneira como esses conhe-

cimentos foram construidos também geram barreiras enfrentadas pelos discentes.
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Consideracoes finais

Na reflexdo sobre a aprendizagem de limites e continuidade no Calculo devem ser levados
em consideracdo fatores além daqueles relacionados a habilidade técnica de resolver limites
de fungdes algébricas ou de identificar as condi¢des necessarias para uma funcdo ser conti-
nua. Sobre a “falta de base” na aprendizagem de Calculo, retomamos a indagacido de Rezende
(2003) mencionada nas consideracgoes iniciais desta pesquisa: de que base se esta falando?

Em verdade, pudemos verificar que é através de obstaculos epistemolégicos que muitas
dificuldades em aprender Calculo se originam, e tais dificuldades podem estar relacionadas
a dualidades. Isso ndo significa que apenas esse tipo de dificuldade estd presente no pro-
cesso de aprendizagem, mas expressdes como “infinitésimos”, “infinitamente grande”, “se
aproxima de” ou “continua localmente”, sdo ainda obscuras para os estudantes recém-
ingressos em um curso de Matematica. Pudemos, entdo, obter respostas as nossas indaga-
¢cOes colocadas no inicio da pesquisa, observadas na analise e discussdo da atividade
proposta aos estudantes.

Acreditamos que os resultados presentes neste trabalho contribuirdo para a reflexao
sobre o ensino de Calculo por parte dos docentes, bem como pode servir como referéncia
para os futuros professores de Matematica no que concerne a uma aprendizagem mais
significativa do Calculo. Pretendemos expandir nosso trabalho para outros temas como
derivada, séries e integracao, em momento oportuno. Portanto, como sugestio, outras pes-
quisas relacionadas aos obstaculos epistemolégicos revelados na aprendizagem de Calculo
relacionados a dualidades podem ser realizadas, haja vista o rico campo de estudo que o

Calculo possibilita.

Notas

!Frequentemente utilizaremos o termo “Célculo” para nos referirmos a Calculo Diferencial e Integral.
2Dicionario Priberam Online de Portugués Contemporaneo. Disponivel em: https://
dicionario.priberam.org/obstaculo. Acesso em: 01 jun. 2024.

3Dicionario Priberam Online de Portugués Contemporaneo. Disponivel em: https://
dicionario.priberam.org/epistemologia. Acesso em: 01 jun. 2024.
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